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Exercice 1. (Compétences de bases).

1. Soient m ∈ N et d ≥ 1. Soit Ω un ouvert de Rd. Donner la définition d’une distribution
d’ordre au plus m sur Ω.

2. Calculer, en fonction des entiers p, q ∈ N, la distribution xpδ
(q)
0 .

3. Soit (fn)n≥1 la suite de fonctions de R dans R définie par :

∀n ≥ 1, ∀x ∈ R, fn(x) =

(
cos

(
x√
n

))n
.

(a) Justifier que, pour tout n ≥ 1, fn ∈ L1
loc(R). On note Tfn la distribution associée à fn.

(b) Montrer que (Tfn)n∈N converge dans D′(R) et déterminer sa limite.

4. Soit vp
(
1
x

)
la distribution valeur principale de 1

x définie par

∀ϕ ∈ C∞0 (R),

〈
vp

(
1

x

)
, ϕ

〉
= lim
ε→0

∫
|x|>ε

ϕ(x)

x
dx.

(a) Rappeler, sans démonstration, quelle est la forme d’une distribution T ∈ D′
(R) telle

que xT = 0.

(b) Montrer que xvp
(
1
x

)
= 1 dans D′(R).

(c) En déduire l’ensemble des solutions dans D′
(R) de l’équation xT = 1.

5. On considère l’équation différentielle (E) : T ′′ = δ0, pour T ∈ D′(R).

(a) Résoudre (E) dans D′(R).

(b) Soit f une fonction de classe C∞ sur R. Justifier que pour toute solution T de l’équation
différentielle T ′′ = f , il existe une fonction de classe C∞ sur R telle que T = Tu.

Exercice 2. (Compétences attendues).

1. Soit ϕ ∈ C∞0 (R). Montrer que l’expression suivante définit une distribution T d’ordre au
plus 1 : ∫ +∞

0

ϕ′(x) log(x) dx.

2. Soient n ≥ 1 et χn une fonction plateau valant 1 sur [ 1n , 1] et dont le support est inclus dans
[ 1
2n , 2].

(a) Minorer, pour tout n ≥ 1, | < T, χn > |.
(b) En déduire que T est une distribution d’ordre exactement 1.

3. Montrer que supp T = [0,+∞[.
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Exercice 3. (Compétences attendues).

1. Pour n ∈ N, résoudre l’équation différentielle u(n) = 0 dans D′(R).

2. Soit T une distribution à support compact et soit P une fonction polynômiale sur R. Montrer
que T ? P est une distribution associée à une fonction polynômiale sur R.

3. On rappelle que
∫
R e
−x2

dx =
√
π et on définit : ∀k ∈ N∗, ∀x ∈ R, Pk(x) = k√

π

(
1− x2

k

)k3
.

(a) Pour A > 0, montrer que

∀k ≥ A2, ∀x ∈ [−Ak,Ak],

∣∣∣∣1− x2

k3

∣∣∣∣k
3

≤ e−x
2

.

(b) Montrer que Pk −−−−→
k→∞

δ0 dans D′(R).

4. Montrer que toute distribution à support compact est limite dans D′(R) d’une suite de
fonctions polynômiales.

Exercice 4. (Compétences avancées). On note D′

+ = {T ∈ D′
(R) | supp T ⊂ [0,+∞[ }. On

rappelle que puisque {[0,+∞[, [0,+∞[} est une paire convolutive de fermés de R, si T et S sont
deux distributions dans D′

+, leur produit de convolution T ? S est bien défini et est un élément de

D′
(R).

1. Soient T, S ∈ D′

+. Justifier que T ? S ∈ D′

+.

On dira que T ∈ D′

+ est inversible dans D′

+ s’il existe S ∈ D′

+ telle que T ? S = δ0.

2. Montrer que si T ∈ D′

+ est inversible dans D′

+, son inverse est unique dans D′

+.

3. Montrer que si T1, T2 ∈ D
′

+ sont inversibles dans D′

+, alors T1 ? T2 est inversible dans D′

+ et

déterminer son inverse dans D′

+.

4. Soit T ∈ D′

+ telle qu’il existe u ∈ C∞(]0,+∞[) telle que T = Tu. Montrer que T n’est pas

inversible dans D′

+.

5. On note H la distribution de Heaviside, associée à la fonction caractéristique de ]0,+∞[.

(a) Montrer que les distributions H et δ
′

0 sont des éléments de D′

+, qu’elles sont toutes deux

inversibles dans D′

+ et calculer leurs inverses dans D′

+.

(b) Soit λ ∈ C. On pose

eλ :
R → C
x 7→ eλx

.

Justifier que eλH ∈ D
′

+ et montrer que eλH est l’inverse de δ
′

0 − λδ0 dans D′

+.

Soit P un polynôme non nul sur C, de degré m et de zéros complexes z1, . . . , zm comptés
sans multiplicité :

∀ξ ∈ C, P (ξ) =

m∑
k=1

akξ
k = am

m∏
k=1

(ξ − zk), an 6= 0.

On associe à P l’opérateur différentiel agissant sur D′
(R) : P (D) =

∑m
k=1

ak

ik
dk

dxk
. On pose

E = im
am

(ez1H) ? · · · ? (ezmH).

6. Montrer que E est l’inverse de P (D)δ0 dans D′

+.

7. En déduire le théorème de Malgrange-Ehrenpreis en dimension 1 :

Tout opérateur différentiel sur R non identiquement nul à coefficients constants admet une
solution élémentaire.

On remarque qu’en dimension 1, résoudre l’équation différentielle linéaire à coefficients con-
stants P (D)T = δ0 revient à résoudre l’équation caractéristique P (ξ) = 0, ce qui est similaire
à la résolution de P (D)u = 0 dans le cas classique. Cela s’explique par le fait que dans les
deux cas, on peut passer d’une équation à l’autre via la transformée de Fourier.
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