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Exercice 1. (Compétences de bases).

1. Soient m € N et d > 1. Soit Q un ouvert de R?. Donner la définition d’une distribution
d’ordre au plus m sur €.

2. Soient Q un ouvert de R? et a € Q. Définir la distribution de Dirac au point a.

3. Soit H la distribution de Heaviside, distribution associée a la fonction caractéristique de
10, +o0[ qui est localement intégrable sur R. Calculer sa dérivée H' dans D'(R).

4. Soit (fn)n>1 la suite de fonctions de R dans R définie par :

Yn >0, Vo € R, fu(z) = cos?(nz).
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a) Justifier que, pour tout n > 0, f, € L (R). On note T, la distribution associée a f,.
fn

(b) Montrer que (7%, )nen converge dans D’(R) et déterminer sa limite.

5. On considere ’équation différentielle :
(E): T'=6y, pour T e D'(R).

(a) Résoudre (E) dans D'(R).

(b) Soit f une fonction de classe C*° sur R. Justifier que, pour toute solution 7' de I'équation
différentielle T = f, il existe une fonction u de classe C* sur R telle que T = T,,.

Exercice 2. (Compétences attendues). Soient I un intervalle non trivial de R, zo € I et

N € N. Pour tout k € N, 5;13) désigne la k-ieme dérivée de la distribution de Dirac au point xzg.
Soit x € C§°(I) telle que :

VOZ>0, VmG[mofa,onra], X(:L’)Zl et OSXS]-
1. Pour j € Net k € N, calculer < 69(5};), (v — o) x >.

2. Soit (ag,...,ay) € CN*L tel que Zszo akdéﬁ) = 0. Déduire de la question précédente que,

pour tout k € {0,...,n}, ar = 0.

3. Que peut-on dire de la famille de distributions {4, 4, -, (55(613[)} dans ’espace D'(I) ?



Exercice 3. (Compétences attendues). On considere 'application
CP(R) — C
o Tasn (e () —(0).
1. Soit ¢ € C§°(R). Montrer qu'’il existe p € C°(R) telle que

Vz €R, o(z) = @(0) +ap(x), et |[¢hlloc < [[¢ |l

2. Montrer que T est une distribution d’ordre au plus 1 sur R.

3. Pour tout entier j > 1, on note ¢; € C§°(R) une fonction égale & 1 sur l'intervalle [%, 1] et

nulle hors de lintervalle | 2].
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En considérant la suite (¢;);>1, montrer que T est d’ordre exactement 1.

4. Montrer que le support de T est égale & ’ensemble S = {0} U {%, jeN L

5. On note, pour ¢ € C5°(R),

llellcr(sy = sup [@(x)| + sup |¢'(z)].
€S €S

On reprend la suite (¢;);>1 définie & la question 3 et on pose, pour tout j > 1, ¢; = m%'

(a) Montrer que < T, ¢; >—— 1.
Jj—+oo
(b) En déduire qu’il n’existe pas de constante C > 0 telle que :
Yo € CSO(R), | <T,o> | < OHQOHC“(S)-

(¢) Comparer les résultats des questions 2 et 5.b.

Exercice 4. (Compétences attendues). Soit d > 1. Soit u une fonction continue sur R?\ {0}
telle que
Vt >0, Vo € R\ {0}, u(tz) =t~ u(z).

On note | - | la norme euclidienne sur R<.

1. Soient € > 0 et ¢ € C§5°(R%). On pose
@)= [ ulz)ela)da.
lz|=e
Montrer que lim._,o+ I. () existe pour toute ¢ € C$°(RY) si et seulement si
/ u(w)dw = 0. (1)
|w|=1

Indication : Passer en coordonnées polaires (r,w) €]0, +00[x S~ pour |z| > e. Puis, utiliser
la formule de Taylor avec reste intégral a 'ordre 1.

2. On suppose que la condition (1) est satisfaite. On pose alors, pour toute ¢ € C$°(R%),

<T,p>= lim I, .
p>= lim L(p)

Montrer que 7" définit un élément de D’(R?) d’ordre au plus 1.



