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Exercice 1. (Compétences de bases).

1. Soient m ∈ N et d ≥ 1. Soit Ω un ouvert de Rd. Donner la définition d’une distribution
d’ordre au plus m sur Ω.

2. Soient Ω un ouvert de Rd et a ∈ Ω. Définir la distribution de Dirac au point a.

3. Soit H la distribution de Heaviside, distribution associée à la fonction caractéristique de
]0,+∞[ qui est localement intégrable sur R. Calculer sa dérivée H ′ dans D′(R).

4. Soit (fn)n≥1 la suite de fonctions de R dans R définie par :

∀n ≥ 0, ∀x ∈ R, fn(x) = cos2(nx).

(a) Justifier que, pour tout n ≥ 0, fn ∈ L1
loc(R). On note Tfn la distribution associée à fn.

(b) Montrer que (Tfn)n∈N converge dans D′(R) et déterminer sa limite.

5. On considère l’équation différentielle :

(E) : T ′′ = δ0, pour T ∈ D′(R).

(a) Résoudre (E) dans D′(R).

(b) Soit f une fonction de classe C∞ sur R. Justifier que, pour toute solution T de l’équation
différentielle T ′′ = f , il existe une fonction u de classe C∞ sur R telle que T = Tu.

Exercice 2. (Compétences attendues). Soient I un intervalle non trivial de R, x0 ∈ I et

N ∈ N. Pour tout k ∈ N, δ
(k)
x0 désigne la k-ième dérivée de la distribution de Dirac au point x0.

Soit χ ∈ C∞0 (I) telle que :

∀α > 0, ∀x ∈ [x0 − α, x0 + α], χ(x) = 1 et 0 ≤ χ ≤ 1.

1. Pour j ∈ N et k ∈ N, calculer < δ
(k)
x0 , (x− x0)jχ >.

2. Soit (a0, . . . , aN ) ∈ CN+1 tel que
∑N

k=0 akδ
(k)
x0 = 0. Déduire de la question précédente que,

pour tout k ∈ {0, . . . , n}, ak = 0.

3. Que peut-on dire de la famille de distributions {δx0
, δ′x0

, . . . , δ
(N)
x0 } dans l’espace D′(I) ?
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Exercice 3. (Compétences attendues). On considère l’application

T :
C∞0 (R) → C
ϕ 7→

∑
n≥1

1
n

(
ϕ
(
1
n

)
− ϕ(0)

)
.

1. Soit ϕ ∈ C∞0 (R). Montrer qu’il existe ψ ∈ C∞(R) telle que

∀x ∈ R, ϕ(x) = ϕ(0) + xψ(x), et ||ψ||∞ ≤ ||ϕ′||∞.

2. Montrer que T est une distribution d’ordre au plus 1 sur R.

3. Pour tout entier j ≥ 1, on note ϕj ∈ C∞0 (R) une fonction égale à 1 sur l’intervalle [ 1j , 1] et

nulle hors de l’intervalle [ 1
j+1 , 2].

En considérant la suite (ϕj)j≥1, montrer que T est d’ordre exactement 1.

4. Montrer que le support de T est égale à l’ensemble S = {0} ∪ { 1j , j ∈ N∗}.

5. On note, pour ϕ ∈ C∞0 (R),

||ϕ||C1(S) = sup
x∈S
|ϕ(x)|+ sup

x∈S
|ϕ′(x)|.

On reprend la suite (ϕj)j≥1 définie à la question 3 et on pose, pour tout j ≥ 1, ϕ̃j = 1
ln(1+j)ϕj .

(a) Montrer que < T, ϕ̃j >−−−−→
j→+∞

1.

(b) En déduire qu’il n’existe pas de constante C > 0 telle que :

∀ϕ ∈ C∞0 (R), | < T,ϕ > | ≤ C||ϕ||C1(S).

(c) Comparer les résultats des questions 2 et 5.b.

Exercice 4. (Compétences attendues). Soit d ≥ 1. Soit u une fonction continue sur Rd \ {0}
telle que

∀t > 0, ∀x ∈ Rd \ {0}, u(tx) = t−d u(x).

On note | · | la norme euclidienne sur Rd.

1. Soient ε > 0 et ϕ ∈ C∞0 (Rd). On pose

Iε(ϕ) =

∫
|x|≥ε

u(x)ϕ(x)dx.

Montrer que limε→0+ Iε(ϕ) existe pour toute ϕ ∈ C∞0 (Rd) si et seulement si∫
|ω|=1

u(ω)dω = 0. (1)

Indication : Passer en coordonnées polaires (r, ω) ∈]0,+∞[×Sd−1 pour |x| ≥ ε. Puis, utiliser
la formule de Taylor avec reste intégral à l’ordre 1.

2. On suppose que la condition (1) est satisfaite. On pose alors, pour toute ϕ ∈ C∞0 (Rd),

< T,ϕ >= lim
ε→0+

Iε(ϕ).

Montrer que T définit un élément de D′(Rd) d’ordre au plus 1.
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