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Feuille de TD 2 : Espaces de Banach

Exercice 1

Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé et (xn)n∈N
une suite d’éléments de E. On suppose que (xn)n∈N
est de Cauchy. Montrer qu’elle converge si et seule-
ment si elle admet une sous-suite convergente.

Exercice 2

Soit S0 l’ensemble des suites réelles qui tendent vers
0.
1. Montrer que S0 est un espace vectoriel et que
l’application N∞ : x = (xn)n∈N 7→ sup

n∈N
|xn| est une

norme sur E.
2. Montrer que (S0, N∞) est complet.

Exercice 3

Soit E = C0([0, 1], R). On munit E de la norme

||f ||1 =

∫ 1

0
|f(x)|dx. Soit (fn)n≥1 la suite de fonc-

tions définie par

fn(x) =


1 si 0 ≤ x < 1/2

−nx + n
2 + 1 si 1

2 ≤ x ≤ 1
2 + 1

n
0 si 1

2 + 1
n < x ≤ 1.

1. Montrer que pour tout n ≥ 1, fn ∈ E et que
(fn)n≥1 est une suite de Cauchy de (E, || · ||1).
2. Montrer que la suite (fn)n≥1 converge simplement
vers la fonction f définie par

f(x) =

{
1 si 0 ≤ x ≤ 1/2
0 si 1

2 < x ≤ 1.

3. L’espace normé (E, || · ||1) est-il complet ?

Exercice 4

Soit E = C1([0, 1],R) l’espace des fonctions
continûment dérivables sur R. On définit sur E les
normes :

||f ||∞ = sup
x∈[0,1]

|f(x)| et N(f) = ||f ||∞ + ||f ′||∞.

1. On considère la suite de fonctions (fn)n≥1 définie
à l’exercice 3 et on pose pour tout n ≥ 1 et tout

x ∈ [0, 1], gn(x) =
∫ x
0 fn(t)dt. À l’aide de la suite

(gn)n≥1, montrer que (E, || ||∞) n’est pas un espace
de Banach.

2. Montrer que (E,N) est un espace de Banach.

Exercice 5

Soit `1 l’ensemble des suites de nombres réels x =
(x(n))n∈N pour lesquelles la série N1(x) =

∑
|x(n)|

est convergente. On veut montrer que (`1, N1) est
un espace de Banach.

Soit donc (xl)l∈N une suite de Cauchy de (`1, N1).
Soit ε > 0. Il existe Lε ∈ N tel que, pour tous
p, q ≥ Lε, N1(xp − xq) ≤ ε.

1. Montrer que, pour tout n ∈ N et tous p, q ≥ Lε,
|xp(n)− xq(n)| ≤ ε.

2. Montrer que pour tout n ∈ N, la suite (xl(n))l∈N
converge dans R. On note cette limite x(n).

3. Montrer qu’il existe N ∈ N tel que∑
n≥N
|xLε(n)| ≤ ε.

4. Montrer que pour tout N ′ ≥ N ,∑
N≤n≤N ′

|x(n)| ≤ 2ε.

5. En déduire que x ∈ `1 et que

lim
l→+∞

N1(xl − x) = 0.

Exercice 6

Soit (E, || ||E) un espace vectoriel normé, (F, || ||F )
un espace de Banach, et Lc(E,F ) l’espace vectoriel
des applications linéaires continues de E dans F ,
muni de la norme :

|||f ||| = sup
||x||E=1

||f(x)||F .

Montrer que (Lc(E,F ), ||| |||) est un espace de Ba-
nach.
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