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Feuille de TD 1 : Rappels d’intégration et de calcul différentiel

Exercice 1

Existe-t-il une fonction g intégrable sur R telle que,
pour tout n ∈ N et tout x ∈ R, ne−n|x| ≤ g(x) ?

Exercice 2

Calculer,

lim
n→+∞

∫ √n
0

(
1− t2

n

)n
dt.

Exercice 3

1. Montrer que, pour tout u ∈ [0, 1[, u+ log(1−u) ≤
0.

2. Soit ϕ ∈ C∞0 (R). Calculer

lim
λ→+∞

∫
R

exp

[
λ3 log

(
1− y2

λ3

)]
ϕ
(y
λ

)
dy.

Exercice 4

Soit Ω un ouvert de Rn. Pour f ∈ L1
loc(Ω), on pose

A = sup

{∫
Ω
fϕ , ϕ ∈ C0

c (Ω), ‖ϕ‖∞ ≤ 1

}
Montrer que f ∈ L1(Ω) ⇔ A < +∞ et que dans ce
cas A = ‖f‖1 .

Exercice 5
Soit α ∈ R. Montrer que, dans Rd,
1.
∫
B(0,1)

1
‖x‖αdx est convergente si et seulement si

α < d.
2.
∫
Rd\B(0,1)

1
‖x‖αdx est convergente si et seulement

si α > d.

Exercice 6

Soit u ∈ C0(Ω), avec Ω ouvert de Rd.
1. Vérifier supp u = {x ∈ Rd, u(x) 6= 0} .
2. Vérifier l’équivalence entre (x ∈ supp u) et

∀ε > 0,∃ϕ ∈ C0
c (B(x, ε)),

∫
u(t)ϕ(t) dt 6= 0 .

3. Pour f, g ∈ C0
c (Rd), on pose

f ∗ g(x) =

∫
Rd
f(x− y)g(y) dy

Montrer que f ∗ g est continue à support compact,
avec supp (f ∗ g) ⊂ supp (f) + supp (g) .

Exercice 7

Soit f ∈ L1(R). On considère l’application

Tf :
R → R
x 7→

∫ 1
0 f(x− y)dy

.

1. Montrer que, si f est continue à support com-
pact, Tf est continue.

2. Soit (fn)n∈N une suite de fonctions contin-
ues à support compact qui converge vers f dans
L1(R). Montrer que (Tfn)n∈N converge vers Tf uni-
formément sur R. En déduire que Tf est continue
sur R.

3. En déduire que le produit de convolution sur
L1(R) n’admet pas d’élément unité.

Exercice 8
Montrer que pour f ∈ C∞(R), il existe Ψ ∈ C∞(R)
telle que ϕ(x) = ϕ(0) + xψ(x) .

Exercice 9
Soit Ω un ouvert de Rd. Montrer que pour f ∈
C∞(Ω) et x0 ∈ Ω, il existe une famille (gi)1≤i≤d de
C∞(Ω) telle que

∀x ∈ Ω, f(x) = f(x0) +

d∑
i=1

(xi − x0,i)gi(x) .

Exercice 10

1. Démontrer la formule de Green en dimension 2
quand le domaine Ω est un rectangle.
2. le domaine Ω est déterminé par les axes de coor-
données et le graphe d’une fonction décroissante :

Ω =
{

(x, y) ∈ R2, x ∈ [0, a], y ∈ [0, f(x)]
}
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où f ∈ C1([0, a];R) est strictement décroissante avec
f ′ < 0 et f(a) = 0.
3. le domaine Ω est un ouvert C1 (éventuellement
C1 par morceaux) borné de R2.

Exercice 11

On travaille dans un ouvert borné Ω de Rn de bord
C1. On note ∆ = ∂2

x1 + · · ·+ ∂2
xn .

1.a. Pour u, v ∈ C2(Ω), montrer que∫
Ω
u(−∆v) dx =

∫
Ω
∇u.∇v dx−

∫
∂Ω
u
∂v

∂n
dσ .

où dx désigne la mesure de Lebesgue, dσ la mesure
surfacique sur ∂Ω et ∂u

∂n = ∇u.~n, ~n vecteur normal
sortant.
1.b. Montrer que∫

Ω
u(∆v)− (∆u)v dx =

∫
∂Ω
u
∂v

∂n
− ∂u

∂n
v dσ

2. Soient u et v dans C1(Ω). Montrer que, pour
tout i ∈ {1, . . . , d},∫

Ω
v∂xiudx =

∫
∂Ω

u v nidσ −
∫

Ω
u∂xivdx.

Exercice 12 - Théorème de Borel

Soient (cn)n∈N une suite de nombres complexes et
(tn)n∈N est une suite de réels strictement positifs.

Soit ϕ : R → [0, 1] une fonction de classe C∞ telle
que ϕ(x) = 1 pour x ∈ [−1, 1] et supp ϕ ⊂ [−2, 2].
On introduit enfin la suite de fonctions (fn)n∈N où
chaque fn : R→ C est définie par :

∀x ∈ R, fn(x) = cnϕ(tnx)
xn

n!
.

1. Pour tout k ∈ N, donner l’expression de la

dérivée k-ième f
(k)
n .

2. On pose, pour tout entier n ∈ N,

An = max
k=0,...,n

sup
x∈R
|ϕ(k)(x)|.

Pour x ∈ R et k ∈ N, majorer |f (k)
n (x)| en fonction

de An, |cn| et tn.

3. Déterminer une suite (tn)n∈N de réels strictement
positifs telle que, pour tout x ∈ R et tout k ∈ N,

|f (k)
n (x)| ≤ 1

2n .

4. Pour ce choix de (tn)n∈N, on considère la fonction
f : R→ C définie par :

∀x ∈ R, f(x) =
∞∑
n=0

fn(x).

Pour tout k ∈ N, calculer f (k)(0). Conclure.

5. Application : montrer que toute fonction de
classe C∞ sur [0,+∞[ se prolonge en une fonction
de classe C∞ sur R.
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