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Feuille de TD 1 : Rappels d’intégration et de calcul différentiel

Exercice 1

Existe-t-il une fonction g intégrable sur R telle que,
pour tout 7 € N et tout z € R, ne "™I*l < g(x) ?

Exercice 2

Calculer,

Exercice 3

1. Montrer que, pour tout u € [0, 1], u+log(l —u) <
0.

2. Soit ¢ € C§°(R). Calculer
2
- 3 _¥ Y
)\Erfoo Rexp [/\ log <1 /\3>] ® ()\) dy.

Exercice 4

Soit © un ouvert de R™. Pour f € L} (), on pose

loc

A—sup{/ﬂfcp, o (), usouoog}

Montrer que f € L'(Q) & A < +oo et que dans ce
cas A= fl-

Exercice 5

Soit o € R. Montrer que, dans R?,

1. [ B(0,1) Wdaj est convergente si et seulement si
a < d.

2. f]Rd\ B(0,1) de est convergente si et seulement
sia>d.

Exercice 6

Soit u € C%(€), avec Q ouvert de RY,
1. Vérifier supp u = {z € R?, w(x) # 0}.
2. Vérifier ’équivalence entre (x € supp u) et

V5>Q3¢eCﬂBm¢»,h/Mwﬂﬂduﬁu

3. Pour f,g € CO(R?), on pose

Fra@ = [ ra= o) dy

Montrer que f * g est continue & support compact,
avec supp (f * g) C supp (f) + supp (g) -

Exercice 7

Soit f € L'(R). On consideére I'application

R — R
T = fglf(x_y)dy‘

1. Montrer que, si f est continue a support com-
pact, T'f est continue.

Tf :

2.  Soit (fn)nen une suite de fonctions contin-
ues a support compact qui converge vers f dans
L'(R). Montrer que (T f,,)nen converge vers T'f uni-
formément sur R. En déduire que T f est continue
sur R.

3. En déduire que le produit de convolution sur
L'(R) n’admet pas d’élément unité.

Exercice 8
Montrer que pour f € C*(R), il existe ¥ € C*(R)
telle que p(z) = ¢(0) + zp(z).

Exercice 9

Soit © un ouvert de R?. Montrer que pour f €
C®(Q) et zp € Q, il existe une famille (g;)1<i<q de
C>(Q) telle que

d

Vo € Q, f(z) = fzo) + Y (wi — x04)gi(x).

=1

Exercice 10

1. Démontrer la formule de Green en dimension 2
quand le domaine €2 est un rectangle.

2. le domaine €2 est déterminé par les axes de coor-
données et le graphe d’une fonction décroissante :

Q= {(x,y) €eR%z€[0,d],y € [0, f(z)]}



ot f € C1([0,a); R) est strictement décroissante avec
' <0et f(a) =0.

3. le domaine € est un ouvert C! (éventuellement
C! par morceaux) borné de R2.

Exercice 11

On travaille dans un ouvert borné €2 de R™ de bord
Cl. On note A = 8%174—---—#6%”.
l.a. Pour u,v € C?(Q), montrer que

/u(—Av) dm:/Vu.VU dac—/ u@ do .
Q Q aq On

ou dx désigne la mesure de Lebesgue, do la mesure
surfacique sur 02 et g—g = Vu.7, 7 vecteur normal
sortant.

1.b. Montrer que

dv  Ju

— - ud
aguan 8nv 7

/ﬂu(Av) — (Au)v dz =

2. Soient u et v dans C1(9Q).
tout i € {1,...,d},

/v@xiudx :/ u v n;do — / u0yz,vdx.
Q oN Q

Exercice 12 - Théoréme de Borel

Montrer que, pour

Soient (¢p)nen une suite de nombres complexes et
(tn)nen est une suite de réels strictement positifs.

Soit ¢ : R — [0, 1] une fonction de classe C* telle
que p(z) =1 pour z € [—1,1] et supp ¢ C [-2,2].
On introduit enfin la suite de fonctions (f,)nen ol
chaque f,, : R — C est définie par :

n

Ve € R, fo(z) = cngp(tnm)ﬁ.

1. Pour tout £ € N, donner l'expression de la
dérivée k-ieme f.
2. On pose, pour tout entier n € N,

A, = max sup|o® ().
kIO,...,'I’L TzER

Pour z € R et k € N, majorer |f7gk) ()| en fonction
de Ay, |cn et ty.

3. Déterminer une suite (¢, ),cn de réels strictement
positifs telle que, pour tout x € R et tout k € N,

k
1) ()] < ok

4. Pour ce choix de (¢, )nen, on considere la fonction
f + R — C définie par :

Vo R, f(z) =) falx).
n=0

Pour tout k € N, calculer f(*)(0). Conclure.

5. Application : montrer que toute fonction de
classe C™ sur [0,4o00[ se prolonge en une fonction
de classe C*° sur R.



