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Chapitre 1

Le modele d’Anderson

1.1 Le phénomeéne physique

Dans un cristal idéal, composé d’atomes rangés sur un réseau périodique, un électron peut
se déplacer sans rencontrer d’obstacle : si le cristal a une énergie qui prend certaines valeurs
au-dessus d’une énergie minimale, il se comporte alors comme un conducteur électrique. Ces
énergies correspondent a ce que 1’on appelle le spectre du cristal et prennent leurs valeurs dans
des intervalles donnés, un peu comme les raies du spectre de ’atome d’hydrogene, I’épaisseur
en plus.

Toutefois, dans la nature, les cristaux idéaux n’existent pas, ils contiennent toujours des
défauts. Ces défauts ou impuretés, peuvent étre de différentes natures. Par exemple, on peut
observer la présence d’atomes ionisés dans le réseau constituant le cristal ou, dans le cas ou1 le
cristal n’est pas constitué d’atomes tous identiques mais est issu d'un alliage entre plusieurs
matériaux, il se peut que le réseau ne soit plus parfaitement périodique, mais qu’il y ait par-
ci par-la un atome qui ne se trouve pas a la bonne place. Enfin, certains atomes sont parfois
légérement déplacés par rapport a leur position idéale sur le réseau périodique. Dans tous ces
cas, les propriétés physiques du cristal sont modifiées.
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Comment peut-on alors modéliser ces impuretés dans un cristal et leur impact sur le trans-
port électronique ? Le premier a avoir proposé un modeéle expliquant les effets du désordre sur
le comportement quantique des électrons dans un cristal imparfait est le physicien américain
Philip Warren Anderson dans un article fondateur de 1958. En introduisant des termes aléatoires
dans I’équation de Schrodinger (équation qui régit le comportement quantique des électrons
dans le cristal), deux nouveaux phénomenes furent mis en évidence : la localisation d’Anderson
et la transition d’Anderson pour les cristaux tridimensionnels. Ces découvertes lui vaudront en
1977 le prix Nobel de physique, conjointement a Nevill Mott et John van Vleck.

Le phénomene de localisation d’Anderson peut s’énoncer ainsi : a une énergie du spectre
fixée, au-dela d'une certaine quantité de désordre dans le cristal, I'électron va cesser de s’y
déplacer librement et va rester confiné dans une région localisée. Le cristal cesse d’étre un
conducteur pour devenir un isolant. Pour expliquer ce phénomene, il faut se rappeler qu’en
mécanique quantique, un électron peut tout aussi bien étre vu comme une particule dotée d"une
masse que comme une onde : c’est la dualité onde-corpuscule découverte par Louis De Broglie
en 1924. Alors, a chaque collision de l'électron avec une impureté du cristal, son onde associée
se disperse.
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On appelle “libre parcours moyen” la distance moyenne parcourue par l'électron entre
deux collisions. On pourrait s’attendre a ce que lorsque le désordre augmente, le libre parcours
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1.1 Le phénomene physique

moyen diminue continliment. Mais ce n’est pas qui se produit. Aprés une certaine quantité cri-
tique d'impuretés, la diffusion de 1’électron s’arréte d'un coup. Ce brusque arrét a lieu lorsque
le libre parcours moyen devient plus court que la longueur d’onde de 1’électron : si 'onde est
dispersée avant méme une premiere période, on ne peut plus vraiment la considérer comme
une onde...

I P

Longueur Wavh i
= % o S - x \ ,a“l
C 2 Libes
5 | -;_’:__I parcours
MoYen

Le phénomeéne de localisation dépasse le cadre de la mécanique quantique. On peut 1’ob-
server dans d’autres situations ott une onde se propage dans un milieu désordonné. Cela peut
étre le cas d'une onde lumineuse, de micro-ondes ou d’ondes acoustiques.

Du point de vu mathématique, la localisation d’Anderson est a présent un phénomene rela-
tivement bien compris. Les premiéres preuves mathématiquement rigoureuses remontent aux
années 70 avec les travaux de Goldsheid, Molchanov et Pastur, puis ceux de Kunz et Souillard.
Ces premiers résultats rigoureux portaient tous sur des modeles de cristaux unidimension-
nels. A partir de 1a, I'étude des opérateurs aléatoires est devenu un domaine de recherche
tres actif. Des 1983, Frohlich et Spencer, en introduisant I’analyse multi-échelles, parvinrent
a obtenir une premiere preuve de la localisation d’Anderson pour des cristaux de dimension
arbitraire, lorsque ceux-ci ont une énergie proche de leur énergie minimale. Cette technique
mathématique sera ensuite tres utilisée pour obtenir différents résultats liés au modéle d’An-
derson et a d’autres modéles de la physique de la matiere condensée. En 2001, Damanik, Sims
et Stolz ont prouvé que la localisation d’Anderson avait lieu a toutes les énergies du spectre
pour un cristal unidimensionnel faiblement désordonné régit par le modeéle d’Anderson, ache-
vant ainsi I’étude en dimension 1 de ce modéle. Il reste aujourd ’hui & démontrer une conjecture
importante et tres difficile qui affirme que la localisation d’Anderson a aussi lieu a toutes les
énergies pour un cristal bidimensionnel désordonné. En dimension 2 et supérieure, nous sa-
vons uniquement que la localisation d’Anderson se manifeste pour les énergies proches de
’énergie minimale, nous ne savons rien pour les autres énergies.

Le deuxiéme phénomene découvert apres l'introduction du modele d’Anderson est 1'exis-
tence d’une transition entre un état d’isolant et un état de conducteur pour un cristal tridi-
mensionnel a une certaine énergie critique, et ce quel que soit la quantité d’impuretés dans le
cristal. Pour les cristaux unidimensionnels et bidimensionnels, cette transition n’existe pas : a
toute énergie, le phénomene de localisation d’Anderson apparait pour un désordre suffisant.
Précisons que cela est bien démontré en dimension 1 mais que cela reste une conjecture en di-
mension 2. Les recherches mathématiques sur la preuve de cette transition d’Anderson sont
trés actives, mais n’ont a ce jour pas encore aboutit a des résultats rigoureux pour le modele
d’Anderson. Des premiers résultats de Germinet, Klein et Schencker ou d’Aizenmann et Warzel
ont mis en évidence cette transition pour d’autres modeles aléatoires, mais les techniques em-
ployées ne semblent pas encore suffisantes pour obtenir une preuve rigoureuse de 1’existence
de la transition d’Anderson en dimension supérieure a 3.

Il convient de préciser ici que le modele mathématique d’Anderson ne tient pas compte
des interactions entre les électrons qui se déplacent dans le cristal et ceux associés aux atomes

Opérateurs aléatoires et modeles d’Anderson page 3



Chapitre 1. Le modele d’Anderson

qui constituent le réseau. A priori, les électrons qui y circulent interagissent avec les électrons
du cristal et ces derniers sont eux-mémes modifiés par la présence des premiers. La prise en
compte de ces interactions pourrait conduire a des résultats tres différents de ceux cités plus
haut, comme par exemple l’apparition de la transition isolant-conducteur en dimension 1 et 2
et pas uniquement en dimension supérieure a 3.

1.2 Modélisation mathématique

1.2.1 Rappels de mécanique quantique

Rappelons tout d’abord qu’en mécanique quantique, I’état d'un systeme de N particules est
décrit par sa fonction d’onde

RN xR — C
L) B R

¢ € L2(R®N x R). La densité de présence du systéme a l'instant # est alors donnée par x
|(x,t)|?, ie., si A estunborélien de RV,

P((x1,..., %) EA):/A|¢7(x1,...,xN,t)|2dx1---de.

De plus,
Vt € R, / ’l/)(xl,...,XN,t”ZXm"-de:1.
R3N
L’évolution du systéme est alors décrite a travers 1’équation de Schrédinger comme nous I’avons

déja vu au chapitre précédent. Si 1’énergie classique du systeme est donnée par 1’'hamiltonien
H(x1,...,%N,p1,--., pN) on défini par quantification (de Weyl) I’opérateur auto-adjoint :

H = H(X1,.. ., XN, —ihaxl,. . .,—ihaxN).

2 A

Par exemple, si H(x, p) = % + V(x1,...,xN) alors H = —%A + V. Le laplacien correspond
donc al’énergie cinétique du systeme et I'opérateur de multiplication par V al’énergie potentiel
du systéme soit son interaction avec son milieu.
Par ailleurs, toute quantité associée au systéme qui peut étre mesurée est appelée une obser-
vable. Par exemple, 1’énergie en est une, mais aussi la position x d’une particule , méme si on
préfere a cette derniére la probabilité d’étre dans un borélien A définie plus haut.
On peut résumer les postulats de la mécanique quantique de la fagon suivante :

1. L'espace des configurations d’un systéeme quantique est un espace de Hilbert (#, (-|)).

2. Les états possibles pour le systeme sont les éléments de H de norme 1.

3. Une observable h d'un systeme quantique est représentée par un opérateur linéaire auto-
adjoint H sur H.

4. Sile systeme est dans I’état ¢, la valeur de la mesure h a l'instant ¢ est le nombre réel :
Ey = (y|Hyp).

5. Puisque cette espérance n’est pas toujours finie, en général H est seulement défini sur
un sous-espace dense D(H) de H.

page 4 Opérateurs aléatoires et modeles d’Anderson



1.2 Modélisation mathématique

1.2.2 Le modeéle d’Anderson

On souhaite étudier I'évolution d’un électron dans un cristal. Si le cristal est parfait, les
atomes sont distribués sur un réseau périodique, par exemple Z?. Au point x € R?, ’électron
ressent un potentiel de la forme g f (x — i) d & un atome de charge g situé en i € Z?. Le potentiel
total ressenti par 1’électron dans le cristal est donc

V() = Y af(x—i).

iczd

Il'y a plusieurs fagons de modéliser le désordre dans un cristal. Nous commengons par présenter
I'idée d’Anderson. Pour modéliser les imperfections dans le cristal on peut considérer que la
charge des atomes du cristal est une variable aléatoire. Cela conduit a considérer un potentiel
ressenti au point au point x de la forme

Vo(x) = ) qilw)f(x—i).

icz4

ot les g; sont des variables aléatoires i.i.d. sur une espace de probabilité (), A, P). A priori les
gi ne prennent qu'un nombre fini de valeurs, mais on verra dans la suite que pour effectuer
I'étude mathématique de 1'opérateur de Schrodinger associé a ce potentiel, il peut étre plus
simple de considérer le cas ot1 les g; ont une loi continue.

Cette idée conduit a introduire une famille aléatoire d’opérateurs de Schrodinger :

VweQ, HA = —Ag+ Y gi(w)f(x —1i),

iczd

agissant sur l'espace de Sobolev H?(IR?), ot f est une fonction a support dans le cube unité
[0, 1)4.

La famille d’opérateurs { HZ },cq est appelée le modéle d’Anderson continu.

En particulier en dimension d = 1, pour tout w € Q, pour tout u € H*(IR) et pour tout x € R,

(HGu)(x) = —u"(x) + ) gi(w) f(x = Du(x).

ieZ

L’analogue discret de ce modele est donné par :

|m—n|=1

agissant sur ¢2(Z“). En particulier pour d = 1, pour tout w € Q, pour tout u € ¢>(Z) et pour
toutn € Z,

(hot)n = —(Up-1 + tyy1) + qn(@)tn.

Il y a d’autre fagons de modéliser I'imperfection du cristal. Par exemple, on peut considérer le
modeéle de déplacement aléatoire :

VweQ, HY = —As+ Y flx—i—xi(w)),
iez4
oitles x;(w) €] — 1, 1[4 sont des variables aléatoires i.i.d.. Pour ce type de modéle on supposera
en général qu’elles suivent une loi de Poisson.

Opérateurs aléatoires et modeles d’Anderson page 5



Chapitre 1. Le modele d’Anderson

Une autre maniére de concevoir le désordre dans le cristal est de considérer les modéles quasi-
périodiques. Pourx € R\ Q, ¢ € Tet Q: T — R continue, on pose

Vx €R, gga(x) = Q(¢ + ax).

Ce potentiel est appelé potentiel quasi-périodique de fréquence a et de phase ¢. On définit alors

d2
Vo e R\Q, V¢ €T, Hyp = Tl + Gop(x),

agissant sur H2(IR). De méme dans le cas discret: Va € R\ Q, V¢ € T, Yu € (*(Z),Vn € Z,

(ha,<pu)n = _(un—l + un—i—l) + %,(p(”)un-

page 6 Opérateurs aléatoires et modeles d’Anderson



Chapitre 2

Opérateurs auto-adjoints et théoreme
spectral

Dans tout ce cours, (H, (-|-)) désigne un espace de Hilbert sur R ou sur C. Par convention,
lorsque (-|-) sera un produit hermitien, il sera semi-linéaire & droite.

2.1 Opérateurs linéaires bornés sur un espace de Hilbert

2.1.1 Opérateurs bornés

Nous commengcons par définir I’espace des opérateurs bornés entre espaces vectoriels normés
et nous définissons ensuite plusieurs topologies sur cet espace.

Définition 2.1.1. Si (E, || ||) et (F, || ||r) sont des espaces vectoriels normés, un opérateur borné de E
dans F est une application linéaire continue T : E — F, donc, telle que

3C >0, Vu € E, || Tull; < Cluls.

Notation. On désigne par L(E,F) l'ensemble des opérateurs bornés de E dans F. Lorsque
E = F,onnotera L(E) = L(E,E).

L(E, F) est un espace vectoriel sur lequel on introduit la norme,

[T
||T||E(E,F) = Ssup 1] L= sup || Tul|f.
ueE\{0} E [[ullg=1

La topologie induite par cette norme sur L(E, F) est appelée topologie uniforme des opérateurs. Si
(F, | [[F) est un espace de Banach, (L(E, F), || || z(g,F)) est aussi un espace de Banach. De plus, la
norme || [|(g,g) est une norme d’algebre sur (L£(E), +,.,0) et, plus généralement, si (E, || [|£),
(F, || |lr) et (G, || ||c) sont des espaces vectorielsnormés etsi Ty € L(E,F) et T, € L(F,G), alors
T,oT; € ﬁ(E, G) et

1T20 Thll g6y < 1 T2lloirey 1Tl e p) -

Notation. Dans toute la suite, nous noterons T,T; la composée T, o T; de deux opérateurs
T, € C(E,F) et € ﬁ(F, G).

Nous introduisons maintenant deux topologies plus faibles sur L(E, F). Tout d’abord, la to-
pologie forte des opérateurs. C’est la plus petite topologie rendant continues les applications
ev, : L(E,F) — F, ev,(T) = Tu. Pour cette topologie, une suite d’opérateurs bornés (T )neN

7



Chapitre 2. Opérateurs auto-adjoints et théoréme spectral

converge vers un opérateur borné si et seulement si, pour tout u € E, ||T,u — Tu||r — 0.
n——+00

On notera alors s — lim T,, = T.

La seconde topologie est la topologie faible des opérateurs. Nous pourrions la définir pour E et F
des espaces de Banach quelconques, mais dans la suite nous nous restreindrons aux opérateurs
bornés de (#, (+|-)) dans lui-méme, nous supposerons donc que E = F = H. Alors la topologie
faible sur £L(#) est la plus petite topologie rendant continues les applications ev,,, : L(H) —
C, ev,y(T) = (Tu|v). Pour cette topologie, une suite d’opérateurs bornés (T,),en converge

vers un opérateur borné si et seulement si, pour tous u,v € H, (T,u|v) — (Tu|v) dans C.
n——+00

Onnoteraalorsw —1limT,, = T.

La topologie faible des opérateurs est plus faible que la topologie forte des opérateurs, elle-
méme plus faible que la topologie uniforme des opérateurs. Les exemples suivants illustrent
les différences entre ces topologies sur £(¢?(IN)).

Exemple 2.1.2. Soit Ty, : (2(N) — (2(N), Ty(x0, x1,...) = (2x0, 2x1,...). Alors (T,)nen converge
uniformément vers 0, 'opérateur nul.

Exemple 2.1.3. Soit S, : £2(N) — (2(IN), S,,(x0,x1,...) = (0,...,0,Xn, Xn11,...). Alors (Sp)nen
converge fortement vers 0, mais pas uniformément.

Exemple 2.1.4. Soit W, : 2(N) — (?(IN), Wy(xo,x1,...) = (0,...,0,x0,x1,...) avec n fois 0 au
début de la suite. Alors (Wy,),eN converge faiblement vers 0, mais pas fortement ni uniformément.

Dans toute la suite, nous ne considererons que des opérateurs bornés entre espaces de Hilbert.
Nous donnons, dans ce cadre hilbertien, une caractérisation de la norme d’opérateur.

Proposition 2.1.5. Soient Hq et Hy deux espaces de Hilbert. Soit T : H1 — Ho un opérateur borné.
Alors,

T 230, 202y = SUPL(Tul0) 2 | [ [[1elly, < Tet ol <13

Démonstration : Notons S le membre de droite de 1’égalité. Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

[(Tulo)| < [ Tully, [0l < 1T 2000 1430 121, < 1T 200,10)

lorsque ||ufly, < 1et||v][3, <1.Donc, S < ||T|| (3, 31,)- Réciproquement, soit M un réel
positif; supposons que S < M. Alors, pour tout u € Hy, ||Tul|y, < M|u||y,. En effet, si
u = 0 ou Tu = 0, l'inégalité est vérifiée. Sinon, 1’ = u/||ul|y, et v' = Tu/||Tul||y, sont
de norme 1 et, comme S < M, |(Tu'|[v")| < M. O, |(Tu'|v")| = || Tu||p, / ||u||3,, donc on a
bien ||Tu|y, < M||u||y,. Par définition de ||T|| £(3, 3,), on obtient || T|| z(3, 3,) < S-

2.1.2 Adjoint d"un opérateur borné

Nous allons maintenant définir 1’adjoint d"un opérateur borné qui généralise a la dimension
quelconque la transposée d’une matrice réelle ou la transconjuguée d"une matrice complexe.

Proposition 2.1.6. Soient H un espace de Hilbert et T € L(H). Il existe un unique opérateur T* €
L(H) tel que
Yu e H, Yo e H, (Tulv) = (u|T*v). (2.1)

Démonstration : Soit v € H. Alors, ¢, : u — (Tu|v) est une forme linéaire continue sur H. En
effet, on applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz et on utilise le caractere borné de T. Par
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2.1 Opérateurs linéaires bornés sur un espace de Hilbert

le théoreme de Riesz de représentation des formes linéaires continues, il existe un unique
vecteur w € H tel que, pour tout u € H, ¢,(u) = (u|w). Posons T* : H — H, T*v = w.

T* est linéaire. En effet, si v1,v, € H et A, A, € C, alors soit v = Av1 + Avp et wy =
T*(v1), wp = T*(v2), T*(v) = w. Alors,

Vu e H, (ulw) = (Tulv) = (Tu|Av1 + Ayv2)
= M (Tu|vy) + A2(Tu|vy)
= A(ulwy) + Az (u|wy)
= (u|Mwy + Awy).

Donc, w — Aw; — Aywy € HE = {0} et w = Ayw; + Arw, et T* est linéaire.
T* est borné. En effet, soient u,v € H, ||u||y < 1et|v|x < 1. Alors,

| T™0)| = [(Tulo)| < [ITully; [olly < T 230 -

Dong, en prenant u = ﬁ, pour toutv € H, ||vfly < TetT*0 #0, |[T*0|ly < || Tl z(3)-

Siv € H esttel que T*v = 0, I'inégalité est encore vérifiée. On obtient donc || T*| £ (3) <
[ T[l£(3) et T* est borné.

Enfin, pour 1'unicité, si T} et T; vérifient (2.1), alors, pour tous u,v € H, (u|(T; — T} )v) =
0,donc T} — Ty = 0.

Définition 2.1.7 (Adjoint.). L'opérateur borné T* € L(H) est appelé adjoint de I'opérateur T.

Exemple 2.1.8. Pour tout espace de Hilbert H, 1dy, = Idy.

Nous énongons les premieres propriétés vérifiées par I’adjoint d'un opérateur borné.

Proposition 2.1.9 (Propriétés algébriques de 'adjoint.). Soient T, Ty, T, € L(H) et A € C. Alors,

1.

2
3
4.
5

(+T)* =T; +T;;
. (AT)* = AT*;
(M) =TT ;
(T*)*=T;

. si T a un inverse borné T, T* a aussi un inverse borné et (T*)~1 = (T~1)*.

Démonstration : Les deux premiers points proviennent de la semi-linéarité a droite du produit

scalaire. Pour le troisieme point, on écrit, pour tous u,v € H, (T1Tou|v) = (Tu|T{v) =
(4| T} T{v). Le quatrieme point s’obtient en remarquant que, dans (2.1), les vecteurs u et v
jouent le méme role et (Tu|v) = (u|T*v) pour tous u,v € H si et seulement si (T*u|v) =
(u|Tv) pour tous u,v € H en passant aux conjugués. Enfin, pour le dernier point, de
TT-! = I = T7!T on déduit par passage a I'adjoint que T*(T"})* = I* = [ = [* =
(T-1)*T*.

Proposition 2.1.10 (Propriétés métriques de 'adjoint.). Soit T € L(H). Alors,

1
2

N ey = 1Tl 220y 5
NT Tl ey = ITNZ )
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Chapitre 2. Opérateurs auto-adjoints et théoréme spectral

Démonstration : D’aprés la démonstration de la proposition 2.1.6, || T*|[ () < [|T|| () Puis, en
appliquant cette inégalité a I’opérateur borné T* et en utilisant le fait que (T*)* = T, on
obtient bien || Tz < || T*|| (%), ce qui prouve le premier point. Pour le second point,
onatoutd’abord, | T*T|| sy < IT*[| eI Tl cere) = HTH‘?;:(%). Réciproquement, siu € H,
[[ulloe =1,

I Tu3, = (TulTu) = (T*Tulu) < | T*T| z30)

done || T[12 5y < I T Tll 0.

Proposition 2.1.11 (Propriétés géométriques de 1’adjoint.). Soit T € L(H). Alors,
1. Ker T* = (ImT)* et (Ker T*)* = ImT;
2. si F C H est un sous-espace vectoriel stable par T, alors F* est stable par T*.

Démonstration : u appartient a (ImT) si et seulement si, pour tout v € H, (u|Tv) = 0, ce qui
équivaut a ce que, pour tout v € H, (T*ulv) = 0. C’est équivalent a T*u = 0, soit encore
u € KerT*. La seconde propriété provient des propriétés sur les espaces orthogonaux
dans les espaces de Hilbert.
Pour le second point, soitv € F- etu € F. Alors Tu € F, donc (T*v|u) = (v|Tu) = 0.
Donc T*v € F*.

Définition 2.1.12. Un opérateur T € L(H ) est dit auto-adjoint lorsque T = T*.

Les opérateurs auto-adjoints sont la généralisation des matrices symétriques a la dimension
infinie. Ils jouent un rdle majeur en analyse fonctionnelle et en physique mathématique. Nous
allons démontrer un théoreme de structure sur ces opérateurs qui affirme que tout opérateur
auto-adjoint est diagonalisable, en un sens a préciser en dimension infinie. Un premier exemple
d’opérateur auto-adjoint est celui de projecteur orthogonal.

Définition 2.1.13. Un opérateur P € L(H) est appelé un projecteur lorsque P*> = P. Si de plus
P* = P, on dit que P est un projecteur orthogonal.

On remarque que I'image d’un projecteur est un sous-espace fermé sur lequel P agit comme
l'identité. Si de plus P est orthogonal, P agit comme l'opérateur nul sur (ImT)~. Le théoréme
de projection sur les sous-espaces fermés dans les espaces de Hilbert nous assure alors qu’il y a
une bijection entre les projecteurs orthogonaux dans un espace de Hilbert H et les sous-espaces
fermés de H.

Exemple 2.1.14. (Opérateur de multiplication). Soit (X, ) un espace mesuré o-fini et soit H =
L?(u). Si ¢ € L™(p), on définit I'opérateur de multiplication par ¢, My : L2(u) — L?(p) tel que,
pour tout u € H, Myu = gu.

Alors M est dans L(L*(p)) et | My|| = ||@||co- Ici, || @|oo désigne le supremum p-essentiel, ||@||co =
inf{c > 0| u({x € X | |@(x)| > c}) = 0}. Donc, quitte a changer de représentant dans la classe de
@, on peut supposer que ¢ est une fonction bornée.

Puis, comme ||@u||2 < || @||eo||ut||2, My est un opérateur borné et || My|| < ||@||co. Soit € > 0. Comme
u est o-finie, il existe un ensemble mesurable A tel que 0 < u(A) < +oo tel que |¢(x)| > ||@|lo — €
pour tout x € A. Sion pose u = u(A)~ 214, alors u € L2(p) et ||uly = 1. Donc | My||? > ||gul3 =
(A [, lolPdu > (||@lleo — €)% En faisant tendre € vers 0, on obtient bien || Mg|| > ||¢|co-

On a de plus, pour toute ¢ € L= (), My, = Mg oit 9(x) = ¢(x) pour tout x dans X. En particulier,
si ¢ est a valeurs réelles, Mg, = My et My est auto-adjoint.
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2.2 Opérateurs non bornés d"un espace de Hilbert

Pour les opérateurs bornés auto-adjoints, la proposition 2.1.5 peut étre raffinée.

Proposition 2.1.15. Soit T € L(H) un opérateur auto-adjoint. Alors, pour tout u € H, (Tulu) € R
et

1Tl 23y = sup{|(Tufw)] | [Jully = 13-

Démonstration : Soit S le membre de droite de 1'égalité. D’apres la proposition 2.1.5, 5 < || T £3)-
Pour démontrer 'autre inégalité, on commence par démontrer que, pour tout u € H,
(Tulu) € R. En effet, comme T = T*, (Tu|u) = (u|Tu) = (Tu|u) et (Tu|u) € R. Puis, en
utilisant I'identité de polarisation, on a

1
Vu,v € H, Re (Tu|v) = 1 (T(u+v)|u+v)— (T(u—20)|u—"0)).
Or, pour tout u € H, |(Tu|u)| < S||u||*> donc, pour tous u,v € H,
5 2 2
<? - .
[Re (Tulo)| < 3 (Il + o[> + u—o]*)

Puis par I'identité du parallélogramme, pour tous u, v € H, |Re (Tu|v)| < 5 (||u]|2 + ||v/|?).
Dong, si on suppose que ||u|| < 1et ||v|| <1, on obtient [Re (Tu|v)| < S. Quitte a rempla-

cer v par ¢?v, on obtient que, pour tous u,v € H, |(Tu|v)| < S. Alors, par la proposition
2.1.5,||T|lz3) < S, ce qui termine la démonstration.

|

Nous terminons cette section par un résultat qui ouvre la voie au formalisme des opérateurs
non bornés.

Théoreme 2.1.16 (Hellinger-Toeplitz.). Soit T : H — H un opérateur tel que, pour tous u,v € H,
(u|Tv) = (Tu|v). Alors T € L(H).

Démonstration : Par le théoréeme du graphe fermé, il suffit de démontrer que I'(T), le graphe de
T, est fermé. Soit (1, ),en une suite d’éléments de H qui converge vers u € H et telle que
(Tun)nen converge vers v € H. Il nous suffit de démontrer que v = Tu. Or, pour tout
weH,

(wfo) = Jim (w[Tu,) = lim (Toolu,) = (Tolu) = (w]Tu),

donc v = Tu.

g

Ce résultat affirme donc qu’il ne peut y avoir d’opérateur non borné qui soit défini sur H tout
entier et qui soit auto-adjoint (ou symétrique en général). Cela pose probléme en mécanique
quantique ott I'on souhaite définir des opérateurs comme 1'énergie (qui fait intervenir une
dérivée) qui sont non bornés tout en étant symétriques au sens out (u|Tv) = (Tu|v).

2.2 Opérateurs non bornés d’un espace de Hilbert

2.2.1 Opérateurs non bornés

Pour contourner le résultat de Hellinger-Toeplitz, on va définir les opérateurs non bornés
sur des sous-espaces de H. Un tel sous-espace appelé domaine de 1’'opérateur T sera supposé
dense dans H.
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Chapitre 2. Opérateurs auto-adjoints et théoréme spectral

Définition 2.2.1. Un opérateur non borné T sur un espace de Hilbert H est une application linéaire
T : D(T) — H ott D(T) est un sous-espace vectoriel dense dans H, appelé domaine de T.

Exemple 2.2.2. On revient a 'opérateur de multiplication. Soit (X, ) un espace mesuré o-fini et soit
H = L?(u). On suppose a présent ¢ seulement mesurable et non nulle presque partout et on définit
'opérateur de multiplication par ¢ via

D(My) = {u € L*(u) | up € L*(u)} C L*(n)

et My : D(M,) — L*(p) tel que, pour tout u € H, Mpu = @u.
Alors, D(M,) est dense dans L2(p). De méme, I'image de My, My(D(My)) est aussi dense dans

L? ().

Exemple 2.2.3. On souhaite étudier directement le probleme de Sturm-Liouville suivant en terme
d’opérateurs :
{ —u"+qu = Au, ueC?([0,1])
u

0)=u(1) = 0 (2.2)

oit q : [0,1] — R est une fonction continue et A € C. Pour cela on pose T : u — —u" + qu qui est
linéaire, mais qui n’est pas défini sur tout L2([0,1]). On introduit alors

D(T) = {u € C2([0,1]) | 4(0) = u(1) = 0}
qui est dense dans L2([0,1]) et on regarde T comme un opérateur sur L*([0,1]) de domaine D(T).

Définition 2.2.4. Le graphe d’un opérateur non borné (T, D(T)) est le sous-espace vectoriel de H x H
I(T) = {(u,Tu) | u € D(T)}.

On peut alors définir une classe d’opérateurs non bornés dont les propriétés ne seront pas trop
éloignées des opérateurs bornés, celle des opérateurs fermés.

Définition 2.2.5. On dit qu’un opérateur non borné (T, D(T)) est fermé si son graphe I'(T) est fermé
dans H x H.

Remarque 2.2.6. En d’autres termes, (T, D(T)) est fermé si pour toute suite (uy)nen de D(T) qui
converge vers u € H et telle que (Tuy, ) converge vers v € H, alors u € D(T) et Tu = v.

Remarque 2.2.7. Par le théoreme du graphe fermé, si D(T) = H, alors (T,D(T)) est fermé si et
seulement si il est borné.

L'opérateur de Sturm-Liouville présenté plus haut n’est pas fermé. En effet, on peut montrer
que la limite u dans L2([0,1]) d’une suite dans D(T) n’est pas nécessairement C2. Le domaine
D(T) dans cet exemple est trop petit pour que 1'opérateur soit fermé. En considérant comme
domaine

fue L2([0,1]) | " € L2([0,1]), u(0) = u(1) = 0}

ot la dérivée u” est prise au sens des distributions (et ot on utilise 'injection de Sobolev pour
donner un sens aux valeurs aux bord), on définit alors un opérateur fermé. Cela nous conduit
a la définition suivante.

Définition 2.2.8. Soient (S, D(S)) et (T, D(T)) deux opérateurs non bornés. On dit que T prolonge S
(ou est une extension de S) et on note S C T lorsque D(S) C D(T) et T|p(s) = S.
On dit qu’un opérateur non borné est fermable s’il admet une extension fermée.

Remarque 2.2.9. Un opérateur T est fermable si et seulement si pour tout suite (u,) dans D(T) telle
que u, — 0et Tu, v € Honaalorsv = 0.
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2.2 Opérateurs non bornés d"un espace de Hilbert

Proposition 2.2.10. 1. (T,D(T)) est fermable si et seulement si T(T) N ({0} x H) = {(0,0)}.

2. Si (T,D(T)) est fermable, alors il admet une plus petite extension fermée dont le graphe est
(7).

3. Cette plus petite extension fermée est appelée la fermeture de (T, D(T)) et elle est notée T. On a

alors : T(T) =T(T).

Démonstration : Si T est fermable, il existe S fermé tel que T C S soit encore I'(T) C I'(S) avec

I'(S) fermé. D’ou, I'(T) C T(S). Alors,
T(T) N ({0} x H) C T(S) N ({0} x H) = {(u,Su) [u =0} = {(0,0)}

car S est linéaire.

Réciproquement, si I'(T) N ({0} x H) = {(0,0)}, alors py : I'(T) — H, (u,v) — u est

injective car son noyau est {(0,0)}. Elle est donc bijective sur son image. Notons D(T)
son image et posons pour u € D(T), (u, Tu) = p; ' (u). Alors, D(T) est dense car I'(T) est

fermé et p; est linéaire continue et I'(T) = I'(T) est fermé, i.e. T est fermable.
Enfin, si S est une extension fermée de T, alors T'(T) C I'(S) et comme I'(S) est fermé,
I(T) CT(S),ie.TCS.

g
Définition 2.2.11. Soit T un opérateur fermé. Un ensemble D C D(T) est appelé un coeur pour T si
Tlp =T.

Exemple 2.2.12. Soient Q) un ouvert de RY et (au)o<|a|<m une famille de fonctions dans C*(Q)). On
se place dans H = L%(Q) et on pose,
D(T) =C(Q) et Vu e D(T), Tu=)_ a,0"u.

Ja[<m

Soit (u,) une suite dans H qui converge vers 0 et telle que (Tu,, ) converge vers v dans H. On veut mon-
trer que v = 0. Pour cela on va utiliser le lemme de Dubois-Reymond. Soit ¢ € D(T). La convergence
dans L2 impliquant celle dans D'(Q)),

/QUqD = nl_l)Too/Q Tun @.

/QTunqo: Z /Qaaa”‘unq)

|| <m

Or,

et comme @ est a support compact,

/Qa,xa"‘unq): /]Rd " Upyp = /1Rd un(—l)“"'a“(aaq))

par IPP. Comme (uy) tend vers 0 dans L?(Q) la suite d’intégrales obtenues tend aussi vers 0 (soit dans
D', soit par Cauchy-Schwarz). Finalement, [ vep = 0et v = 0. Donc T est fermable.

Exemple 2.2.13. Pour H = L*(R) et D(T) = LY(R) N L*(R), si f € L*(IR) est non nulle, on pose,

Vu € D(T), Tu = (/ u(x)dx) 7.

—00

—+oo

Alors (T,D(T)) n’est pas fermable.
En effet, soit p € D(T) d'intégrale égale a 1 et posons pour n > 1, u, = 2o(=). Alors, pour tout n, uy
est d'intégrale égale a 1 et Tu, = f. Mais on a aussi ||u,||> — 0alors que (u,, Tu,) — (0, f) # (0,0).
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2.2.2 Adjoint d"un opérateur non borné

Soit (T, D(T)) un opérateur non borné. Tout comme dans le cas borné, on veut pouvoir
définir un opérateur (T*, D(T*)) tel que

Yu € D(T), Yv € D(T"), (Tu|v) = (u|T*v).
La premiere chose a faire est de bien définir D(T*).
Définition 2.2.14. Soit (T, D(T)) un opérateur non borné. On pose
D(T*)={veH, |3C >0, Yu € D(T), [(Tulv)| < C||u||}.
Puis, pour v € D(T*) on pose T*v = w oit w € H est l'unique vecteur tel que
Vu € D(T), (Tu|v) = (u|w).

En effet, w existe bien par le théoréme de représentation de Riesz des formes linéaires conti-
nues dans un espace de Hilbert qui s’applique ici car, D(T) étant dense, toute forme linéaire
continue sur D(T) peut s’étendre a une forme linéaire continue sur # tout entier.

Lemme 2.2.15. Avec les notations de la définition 2.2.14 et siR : H X H — H X H, (u,v) — (—v,u)
(rotation d’angle %), alors

[(T*) = {(v,T*0) v € D(T*)} = (R(I(T)))".
Démonstration : Soit (v,w) € H x H. Alors,
(v,w) € (R(T(T)))* & Yu e D(T), ((v,w)|R((u, Tu))) = 0.
Soit encore, ((v,w)|(—Tu,u)) =0 < —(v|Tu) + (w|u) = 0. Donc,
(v,w) € (R(T(T)))* & Yu € D(T), (ulw) = (Tu|v)
d’ou le résultat.
O

Lemme 2.2.16. Avec les notations de la définition 2.2.14, D(T*) est dense dans H si et seulement si T
est fermable.

Démonstration : Onva utiliser que T est fermable si et seulementsiI'(T) N ({0} x H) = {(0,0)}.
Tout d’abord, d’aprés le lemme 2.2.15 et puisque R?> = —Idy,ona

[(T*)* = ((R(T(T)))*)* = R(T(T)) = R(I(T)).

Alors, (0,u) € T(T) si et seulement si (—u,0) € [(T*)*, ie. 0 = ((—u,0)|(v, T*0)) =
—(u|v) pour tout v € D(T*). D’oty, (0,u) € T(T) si et seulement si u € D(T*)*. Alors, T
est fermable si et seulement si D(T*)* = {0} ce qui équivaut a D(T*) est dense dans H.

|

Remarque 2.2.17. Par le lemme 2.2.15, on obtient que T* est toujours fermé. En effet, son graphe est
I'orthogonal d"un sous-espace, c’est donc un fermé.

Proposition 2.2.18. Si T est fermable, alors (T*)* = T.
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Démonstration : On utilise encore le lemme 2.2.15 et on utilise que R étant une isométrie, elle
commute a L. Alors, T(T**) = R*(TI(T)*+) = —I(T) = I[(T).

Proposition 2.2.19. Soit T un opérateur bijectif. Alors T* est aussi bijectif et (T*)~! = (T~1)*.
Définition 2.2.20. On dit qu’un opérateur T est symétrique lorsque :
Yu,v € D(T), (Tulv) = (u|Tv).
On dit qu’un opérateur non borné T est auto-adjoint lorsque T = T*.
Proposition 2.2.21. Soit T un opérateur auto-adjoint. Alors T est fermé et symétrique.

Remarque 2.2.22. Attention, la réciproque n’est vraie que pour les opérateurs bornés. En effet, on peut
montrer qui si on considere (Ao, D(Ao)) défini par D(Ag) = CP(]0,1[) et Agu = iu”, alors Ay est
symétrique de méme que sa fermeture Aq qui est elle de plus fermée. Mais on peut montrer que Ay n’est
pas auto-adjoint puisque D(Ag) = H}(]0,1[) tandis que D((Ao)*) = H*(]0, 1]).

Remarque 2.2.23. Puisque T est symétrique si et seulement si T C T*, tout opérateur symétrique est
fermable.

Exemple 2.2.24. 1. De méme que dans le cas borné, un opérateur de multiplication est auto-adjoint
si et seulement si la fonction ¢ qui le défini est a valeurs réelles.
2. L'opérateur de Schrodinger libre, défini par D(Hy) = H?(R?) (espace de Sobolev) et pour toute
¢ € H>(RY), Hoyp = — Ay est auto-adjoint.
Ce second point se raméne au premier par la transformée de Fourier qui est unitaire.
Puisqu'un opérateur fermé et symétrique n’est pas forcément auto-adjoint, on peut donner un
résultat de caractérisation des opérateurs auto-adjoints parmi les opérateurs symétriques. Cela
est important puisque les principaux résultats que sont le théoréme spectral et le théoréeme de
Stone ne sont valables que pour des opérateurs auto-adjoints.
Théoreme 2.2.25. Soit T un opérateur symétrique sur H. Les conditions suivantes sont équivalentes.
1. T est auto-adjoint.
2. T est fermé et Ker (T* — i) = Ker (T* + i) = {0}.
3. llexiste A € C tel queIm (T —A) =Im (T —A) = H.

Démonstration : Voir [15], Theorem VIIIL.3, page 256.

|

Dans de nombreux cas, les opérateurs étudiés seront symétriques mais pas forcément fermés
donc non-auto-adjoints. Comme un opérateur symétrique est fermable, on aimerait alors avoir
au moins leur fermeture qui est auto-adjointe. Cela conduit a la définition suivante.

Définition 2.2.26. Un opérateur symétrique T est dit essentiellement auto-adjoint si sa fermeture T est
un opérateur auto-adjoint.

Proposition 2.2.27. Si T est essentiellement auto-adjoint, alors il admet une unique extension auto-
adjointe, T**.
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Démonstration : En effet, soit S une telle extension de T. Alors S est fermée et puisque T C S,
T** C S.Alors, S =S§* C (T*)* =T" et S = T*.

a

Remarque 2.2.28. En général un opérateur symétrique peut admettre plusieurs extensions auto-adjointes
et méme une infinité. En effet, si D(T) est 'ensemble des fonctions absolument continues sur [0,1] et
s’annulant en 0 et 1 et si T est donné par i sur D(T), alors pour tout « € C, |a| = 1, (T,, D(T4))
défini par la méme formule que T mais sur 'ensemble des fonctions ¢ absolument continues sur [0,1]
telles ¢(0) = aq@(1) est une extension auto-adjointe de T.

Enfin, on peut énoncer 1'analogue du théoreme 2.2.25 pour les opérateurs essentiellement
auto-adjoints.

Corollaire 2.2.29. Soit T un opérateur symétrique sur H. Les conditions suivantes sont équivalentes.
1. T est essentiellement auto-adjoint.
2. Ker (T* —i) =Ker (T* +1) = {0}.
3. Im (T 4 i) sont denses dans H.

Ces criteres d’auto-adjonction permettent de démontrer un résultat essentiel sur le caractere
auto-adjoint ou essentiellement auto-adjoint d"une somme de deux opérateurs auto-adjoints, le
théoreme de Kato-Rellich.

Soient donc (T, D(T)) et (S,D(S)) deux opérateurs auto-adjoints. On pose D(T + S) =
D(T)N D(S) et T+ S est défini sur cet espace. Il est évident que si T et S sont bornés, alors
T + S est borné et auto-adjoint. Dans le cas ot1 I'un des deux est non borné, il nous faut un
critere supplémentaire. En particulier cela permet d’obtenir des conditions d’auto-adjonction
pour un opérateur de la forme —A 4 V (voir [12], p57-62.)

Définition 2.2.30. On dit que S est T-borné si D(T) C D(S) et s'il existe a et b strictement positifs
tels que,

Vu € D(T), |[Sul| < al[Tul| + b |ul].

L'infimum des réels a pour lesquels un tel b existe est appelé borne relative de S par rapport a T.

Théoreme 2.2.31 (Kato-Rellich). Soit T auto-adjoint et S symétrique relativement borné par rapport
a T de borne relative a < 1. Alors T + S est auto-adjoint sur D(T) et essentiellement auto-adjoint sur
tout coeur pour T.

Démonstration : D’apres le théoréme 2.2.25, il suffit de prouver que pour A € R bien choisi,
Im (T + S £iA) = H. Comme T est auto-adjoint, son spectre est contenu dans R donc on
peut considérer I'opérateur S(T +iA)~! de H dans H. De plus, comme T est auto-adjoint,
pour toutu € D(T),

(T =AYl = |[Tu] 2+ A2] ] 2.

En appliquant cette égalité a u = (T +iA)~!v pour v € H quelconque, on obtient
[Io[1> = [|T(T £iA) "ol + A2| (T £1A) o] | > || T(T £iA) o

ainsi que
AT £iA) "ol |* < ||

ce qui implique que ||(T +iA)~1o|| < ﬁHvH
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De plus, comme S est T-borné de borne relative a4 < 1, pour touta < a’ < 1, il existe
b’ > 0 tel que, pour tout u € H,

/
S(T +id) tu < a'||T(T £id) tu|| + V' |[(T £ir) u|| < (a + |b/\|)]|u\|.

On peut alors choisir A tel que a’ + ‘% < 1. Cela implique par le lemme de la série de

Neumann que Id + S(T +iA) ! est inversible et que son inverse est donné par

(Id+ S(T+iA) " H) ™ = Y (=1)"(S(T +£iA) )"

n>0

et est borné. Comme de plus T + i\ est inversible de D(T) dans H et d’inverse borné, on
en déduit que c’est aussi le cas pour T + S - iA dont I'inverse borné est donné par

(T+S+id) = (T+id) Id +S(T+ir) 1)L
En particulier, Im (T + S £iA) = H et T + S est auto-adjoint.

Soit D un coeur pour T. Comme Id + S|p(T £ iA)~! se prolonge a un opérateur borné et
que celui-ci est inversible pour A assez grand, on déduit de

(T4 S)p £ir = (Id + S|p(T £id) ) (T|p £ir) 7},

par passage a l'inverse, que cet inverse est de fermeture bornée et qu’en particulier,
Im ((T+ S)p £iA) = H. Ainsi, T + S est essentiellement auto-adjoint sur D.

2.3 Spectre d'un opérateur fermé

Soit (T, D(T)) un opérateur non borné. On commence par définir I’ensemble résolvant de
T, soit :

p(T) = {A € C, T — A estbijective de D(T) dans H et (T — A) ! est borné}.
Définition 2.3.1. Le spectre d’un opérateur T est le complémentaire de son ensemble résolvant :

o(T) = C\p(T).

En dimension infinie, le spectre d'un opérateur n’est pas composé uniquement de ses va-
leurs propres. On appelle alors spectre ponctuel I'ensemble des valeurs propres de T et on le
note

0p(T) ={A € C|Ju #0,Tu = Au}.

On a alors
0p(T) C o(T).

Lorsque T est de plus fermé, par le théoréme de la bijection (corollaire du théoreme du
graphe fermé), si T — A est bijective, alors sa bijection réciproque est automatiquement conti-
nue. Ainsi, pour T fermé,

p(T) = {A € C, T — A est bijective de D(T) dans #H }.

On introduit alors la résolvante de T :
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Définition 2.3.2. Soit T un opérateur fermé et soit A € p(T). L'application

H — D(T)

L

est appelé la résolvante de T au point A.
Pour les opérateurs fermés, le spectre a de bonnes propriétés, tout comme la résolvante.
Proposition 2.3.3. Soit T un opérateur fermé. Alors

1. o(T) est fermé.

o(T) — L(H)
A = (T—-2A)

3. Si T* désigne 'adjoint de T, alors o(T*) = o(T) et p(T*) = p(T).
4. Si T est auto-adjoint, alors o(T) C R.

2. L'application _1 est holomorphe sur I'ouvert p(T).

Démonstration : 1. Soit Ag € p(T). Alors Ry, (T) est linéaire et

T(Ryo(T)) = {(1t, (T = Ao) "u) [u € H} = {(u,0) | (v,u) € I(T = Ao)}.

Or, T'(T — Ag) est fermé car I'(T) l'est puisque T est fermé, donc I'(R),(T)) est fermé.
Or R),(T) est défini sur H tout entier, donc par le théoreme du graphe fermé, R, (T) €
L(H).Or,

T—A=(T—Ao)— (A—=Ag) = (Id — (A — A)Ry, (T))(T — Ag).

Comme T — Ag est bijectif de D(T) sur H, T — A l'est si et seulement si Id — (A — Ag) Ry, (T) :
H — H est bijectif. Comme R, (T) estborné, si [A — Agl||Ry,(T)|| () < 1alors A € p(T)
(lemme de la série de Neumann). Donc p(T) est ouvert et o(T) est ferme

2. De plus, si [A — Aol[[Rro (T) || z(2) < 1,

(14— (A — A)Rag (T)) ™ = Y- (A — A0)" (R ()"
n=0
et
(T A) " = (T = A0) " (Id — (A — AQ)Ryy (T) " = Y (A — A) (R (T))"?
n=0

ce qui prouve le second point.

3. On montre 'égalité sur les ensembles résolvants par double inclusion. Supposons A €
p(T). Alors T — A est bijectif et fermé. Donc (T — A)* est injectif (car Ker ((T — A)*) =
(Im (T — A))+ = HL = {0}) donc bijectif. En effet, il est surjectif puisque T — A est
injectif et fermé. Puis, ((T — A)*)~! = ((T — A)~!)*. Comme de plus (T — A) ! est borné,
((T — A)~1)* l'est aussi. De plus (T — A)* = T* — A, donc A € p(T*) d’ott l'inclusion
p(T) C p(T*). Alors,

p(T*) € p((T*)*) = p(T) = p(T)
d’ot1 la seconde inclusion et par passage au complémentaire 1’égalité voulue sur les spectres.
4. Soient A et u deux nombres réels. Alors, par un calcul direct, on a, pour tout u € H,

(T = (A +ip)ull? = (T = Aull? + p?|lul®
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Dongc, pour tout u € H, ||[T — (A +ip))ul|*> > u?||u|®> Sip # 0, T — (A +ip) est injectif.

Supposons que Im (T — (A +iu)) # H. Alors, Ker (T* — (A +ipu))* =Im (T — (A +ip)) #

H et Ker (T — (A+ip)) = Im (T — (A+ip)) # {0} et A —ip € o,(T*) = 0(T)
puisque T = T*.

Mais cela n’est pas possible car, pour tout u € H, ||(T — (A —iu))ul|*> > p?|u|*>. Donc on
alm (T — (A +1iu)) = H et comme T est fermé, on en déduit que T — (A + ip) est bijectif
et posséde un inverse borné sur son image qui est fermée. Donc, si 4 # 0, A +iu € p(T)
ce qui prouve que ¢(T) C R par contraposé.

I?

|

Proposition 2.3.4. Soit T un opérateur fermé. La famille {R)(T) | A € p(T)} est commutative et
vérifie :
VA, € p(T), RA(T) = Ru(T) = (A = ) RA(T) Ry (T).-

De plus, pour tout A € C, (Ry(T))* = Ry(T).
Démonstration : On écrit
RA(T) = Ru(T) = Ra(T)(T = u)Ryu(T) = RA(T)(T = A)Ry(T) = (A — p)RA(T) Ry, (T).

Puis, en échangeant A et i on voit que R, (T) et Ry (T) commutent.

Cette relation est appelé premiere égalité de la résolvante.

Théoréme 2.3.5 (Critere de Weyl). Soit T un opérateur auto-adjoint. Alors, A € o(T) si et seulement
si il existe une famille {u, } e d’élements de D(T) telle que ||uy|| = 1 et ||(T — A)uy|| — 0.
n (e9)

Démonstration : Démontrons le sens réciproque. Supposons qu’il existe une famille {u, },en
d’élements de D(T) telle que ||u,|| = Let |[(T —A)uy|| — 0. Supposons par 1’absurde

que A € p(T). Alors

¥ €N, 1= [fuy|| = [|(T = )7 (T = Mun| < [II(T = A)7H] - [[(T = Mun|| ——= 0.

D’ot une contradiction et A € ¢(T).

Pour l'autre sens, nous aurons besoin du théoréme spectral démontré plus loin et c’est
pour cela que I'on a besoin de supposer T auto-adjoint.

2.4 Rappels sur les opérateurs compacts auto-adjoints

Rappelons qu'un opérateur T : H; — H, est dit compact lorsque T(By, ) est une partie
compacte de H», ot By, désigne la boule unité de H;. Si T est compact, T est borné.
Nous avons alors les résultats suivants sur le spectre des opérateurs compacts.

Théoreme 2.4.1 (Riesz-Schauder.). Soient H un espace de Hilbert et T un opérateur compact . Alors,
o(T) \ {0} est un ensemble discret de C formé de valeurs propres de T de multiplicités finies. De plus,
si H est de dimension infinie, 0 € o(T).
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Remarquons que, lorsque 0 € ¢(T), 0 peut ne pas étre une valeur propre de T. Par ailleurs, 0
peut étre un point d’accumulation de o (T')

Théoréme 2.4.2 (Théoréme spectral des opérateurs compacts auto-adjoints.). Soit T € L(H)
un opérateur compact auto-adjoint. Notons {A1, Ay, ...} les valeurs propres de T non nulles et P, la
projection de H sur Ker (T — A,,). Alors, pour n # m, P,Py, = Py P, = 0, P, est de rang fini, A, — 0
lorsque n tend vers l'infini et

T=Y AP,

n=1

ot la série converge au sens de la norme d’opérateur.

Corollaire 2.4.3. Soit T € L(H) un opérateur compact et auto-adjoint. Il existe une base hilbertienne
(Pn)nen de H telle que, pour tout n € IN, il existe un réel A, tel que T, = Ay et A,y — 0 lorsque n
tend vers l'infini.

2.5 Le théoreme spectral pour les opérateurs auto-adjoints

Nous allons généraliser au cadre des opérateurs non bornés sur un espace de Hilbert le
résultat classique qui affirme que toute matrice symétrique réelle se diagonalise en base ortho-
normée.

Une bonne fagon d’énoncer ce théoréme sur les matrices est d’écrire que pour toute matrice
symétrique réelle A € M,(R), il existe des réels Ay,..., A, et des projecteurs orthogonaux
Py, ..., P, tels que:

A=MP+- + APy

C’est cette formulation que nous allons généraliser a la dimension infinie, en transformant la
somme en une intégrale contre des mesures a valeurs projecteurs.

2.5.1 Familles spectrales

Définition 2.5.1. Une famille spectrale (ou résolution de l'identité) sur H est une application E : R —
L(H) telle que :

1. Pour tout t € R, E(t) est une projection orthogonale, i.e. E(t)> = E(t) et E(t)* = E(t).

2. Vs <t E(s) <E(t),ie VueH, (E(s)uju) < (E(t)ulu).

3. Continuité forte a droite : Vu € H, E(t +€)u — E(t)u.

4. Yu e H, E(t)u —— Oet E(t)u —— u.
t——o0 t——+o0
En particulier, les points 1 et 2 impliquent que E(¢)E(s) = E(s)E(t) pour tous s, t etsis < ¢,
E(s)E(t) = E(s).
Onaaussi: Vu € H,Vt € R, (E(t)ulu) = ||E(t)u||*> > 0 (ou avec 2 et en faisant tendre s
vers —oo a t fixé).

Remarque 2.5.2. La notion de famille spectrale est un analogue de la fonction de répartition d'une
variable aléatoire en probabilités.

Exemple 2.5.3. Soit M C IR? mesurable et soit ¢ : M — R mesurable. On pose M(t) = {x €
M | g(x) < t}. Alors M(t) croit vers M au sens de l'inclusion. On pose alors pour u € L2(M) et
t € R, E(t)u = xpyu- Alors, E : t — E(t) est une famille spectrale.

page 20 Opérateurs aléatoires et modeles d’Anderson



2.5 Le théoréme spectral pour les opérateurs auto-adjoints

Exemple 2.5.4. Si T est un opérateur auto-adjoint, de spectre discret et tel que pour tout u € H,
(Tulu) > C||u||?, alors il existe une suite A; de réels qui croit vers l'infini et une base hilbertienne
{ui}ien de D(T) telles que

+o00
Vu € D(T), Tu =Y Aj(ulu;)u.
i=0
Cela rappelle le théoreme spectral pour les opérateurs compacts auto-adjoints. On pose alors pour tout

t € R, E(t) le projecteur orthogonal sur Vect{uy,...uj|A; < t}. Alors t v~ E(t) est une famille
spectrale.

2.5.2 Théoreme spectral

Soient u, v € H. Par l'identité de polarisation, la fonction F, ,(A) = (E(A)u|v) est alors une
combinaison linéaire complexe de quatre fonctions croissantes continues a droite en tout point :

Fus(d) = 5 (IEQ) e+ 0) 2 = [EQ) (e = )|+ [EQ) (e + i) ~ 5 | EQ) (u — i0) )

et]’on note cette expression F, ,(A) = a1 F1(A) + - - - + a4 F4(A). D’apres la théorie de I'intégration
de Stieljes, il existe donc quatre mesures de Borel yj, . . ., ys correspondant aux F; telles que 'on
puisse définir, pour toute fonction ¢ dans £ (R, i1 + - - - + pa),

[ #NAEL () = oy [ @)+ + s [ (Nl

Les mesures y; dépendent de u et v et, par la propriété de normalisation des familles spectrales,
chaque y; est une mesure finie. En effet, on a p1(R) < ||u +9|?,..., us(R) < ||u — iv|.

Exemple 2.5.5. On reprend le second exemple de la section précedente. Si u € H alors F,,(A)
(E(A)ulu). Si u = ug, alors pour A < Ag, Fugus(A) = 0 et pour A > Ag, Fyyuy(A) = ||uo]|? =
Donc dFyyu, = 6y, Si u = aug + buy, alors dF,,,, = |a|*6y, + |b|*6x,. Plus généralement, si u
Y% aju; avee Y |aj)? < +oo, alors dF,,, = Yi£5 |a:*6..

=1

Nous pouvons donc maintenant énoncer le théoreme spectral pour les opérateurs auto-adjoints.

Théoreme 2.5.6 (Théoreme spectral des opérateurs auto-adjoints.). Soit T un opérateur auto-
adjoint. Il existe une unique famille spectrale E : R — L(H) telle que

T:/IRAdE(A):/U(T)/\dE(/\)

au sens o, pour tous u,v € H,
(Tulv) = / AdF, (7).
o(T)

Démonstration : Nous donnons juste les grandes étapes de la construction.
On commence par définir pour z € C,Imz # 0, et u € H, F(z) = (R.(T)u|u). Alors F
est holomorphe sur le demi-plan complexe supérieur et on vérifie que Im F(z) > 0. Cest
donc une fonction de Herglotz qui vérifie par ailleurs 1'inégalité

C

F < —.
F&)I <

On peut donc lui associer une mesure de Borel positive de masse finie, de fonction de
répartition w, telle que

F(z):/+m LI

o Z—A
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Par polarisation on obtient alors une mesure de Borel complexe dw,, , qui représente de
méme (R;(T)u|v) pour tous u,v € H. De plus, par des résultats d’analyse harmonique,

A+é
Wy(A) = lim lim ((Rs—ie(T) — Rytie)u,v)ds.

0—0e—0 /) -0

Or, (1,v) — wy,(A) est une forme sesquilinéaire continue dong, pour tout A € R, il existe
un unique opérateur E(A) € L(H) tel que

Wyo(A) = (E(A)ulov).

On montre alors que A — E(A) est une famille spectrale qui vérifie la formule voulue de
réprésentation pour T.

2.5.3 Calcul fonctionnel
Si¢ : R — C estune application borélienne localement bornée sur R et si T est un opérateur

auto-adjoint, on peut définir I'opérateur ¢(T) par :

D((T)) = {ue | [ p(0)PdEL(A) < +oo}

et

Vi, v € H, (¢(T)ulv) = /a iy PVEFL (),

ou F,, provient de la famille spectrale associée a T par le théoréme spectral. Cela permet de
développer un calcul fonctionnel sur les opérateurs auto-adjoints.

Notons que si ¢ est a valeurs réelles, alors ¢(T) est aussi auto-adjoint. Nous avons alors la
propriété suivante.

Proposition 2.5.7. Soient f et g deux fonctions boréliennes bornées et T un opérateur auto-adjoint.
Alors pour tous u,v € H,

(F(T)ulg(T)o) = [ FAAIA(ENIufo),
oii E est la famille spectrale associée a T.

Démonstration : Cela se démontre en prenant pour f et ¢ des fonctions indicatrices de boréliens,
puis des combinaisons linéaires de telles fonctions (fonctions étagées) puis par passage a
la limite.

g

Une premiere application du calcul fonctionnel est la formule suivant pour la résolvante
d’un opérateur auto-adjoint.

Proposition 2.5.8. Soit T un opérateur auto-adjoint. Soit z € C, z ¢ o(T). Alors

RZ(T):(z—T)lz/lRZEAdE(/\)

oui E est la famille spectrale associée a T. De plus,

1

1= < feiem)
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Démonstration : Le premier point est immédiat par définition du calcul fonctionnel. Puis si u €
H,

1z =)l = (2= ) Mulz — T)'w)
-/ oy E =N Tl

= [ 1= dEWul)
o(T)

_ 1
< sup [ A2 L AER ) = sl

|

Le théoreme spectral permet aussi de definir la notion de projecteur spectral sur un borélien
B de R via la formule :
Ep = 1p(T).

En particulier, si B est un intervalle et si E est la famille spectrale associée a T, notons
E(a,b) = E(b_) —E(Ll+) et E[a,b] = E(b+) —E(Ll_).
Proposition 2.5.9 (Formule de Stone.). Soit T un opérateur auto-adjoint. Pour tous a < b,

1

: b 1
s—lim > [ (Reie(T) = Revie(T))dls = 5 (Eigpy + Eqap))-

Démonstration : Pour une démonstration complete et détaillée, voir [10], Théoréme 2.13, page
37.

2.5.4 Théoréme de Stone

A T'aide du théoreme spectral et du calcul fonctionnel qu’il induit, on peut définir pour
t € Ret (T,D(T)) un opérateur auto-adjoint, l'opérateur unitaire U(t) = e!'T. Résumons les
propriétés de cet opérateur.
Proposition 2.5.10. 1. Pour tout t € R, U(t) est unitaire et sis,t € R, U(t+s) = U(+)U(s).
2. Siyp € Halors U(t)yp = U(to)y.
0

3. Siyp € D(T), alors w — iTy.
t—0

4. Soit P € H. Si la limite lorsque t tend vers O de w existe, alors € D(T).

Démonstration : Voir Theorem VIII.7 dans [15].

L'opérateur unitaire U(t) permet de résoudre I’équation de Schrodinger :

qp = iTy
{lP!t—o - avec P € D(T).

En effet on a alors pour tout t > 0, ¢(t) = U(f)yh. Ce résultat d’existence de solution a
I"équation de Schrodinger admet une réciproque, le théoreme de Stone.
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Définition 2.5.11. Une fonction t — U(t) a valeur opérateurs qui vérifie les propriétés 1 et 2 de la
proposition 2.5.10 est appelé un sous-groupe unitaire a un parametre fortement continu.

Théoréeme 2.5.12. Soit t +— U(t) un sous-groupe unitaire a un parametre fortement continu sur
un espace de Hilbert H. Alors, il existe un opérateur auto-adjoint T sur H tel que pour tout t € R,
U(t) = e''T. L'opérateur T est appelé le générateur infinitésimal de U.

Démonstration : La construction de ce générateur infinitésimal est faite au Théoreme VIII.8 dans
[15].
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Chapitre 3

Types spectraux et dynamique

3.1 Types spectraux

Soit T un opérateur auto-adjoint sur un espace de Hilbert 7{. Soit E : R — L(#) la famille
spectrale associée a T. Pour u € ‘H, on notera dans toute la suite la mesure spectrale y,, associée
a T et u définie par :

Vt € R, py((—oo,t)) = (E(t)ulu).

C’est la mesure associée a la fonction F, ;, définie précédemment.

3.1.1 Spectre, spectre ponctuel et mesures spectrales
On commence par donner un caractérisation du spectre en fonction des mesures spectrales.

Proposition 3.1.1. On a équivalence entre :
1. Aeo(T).
2. Pourtoute >0, E(A+¢€) —E(A —¢) = E(\_ga4q] # 0
3. Pour tout ¢ > 0, il existe u = u, € D(T), uy((A — ¢, A +¢]) > 0.

Démonstration : Supposons 1 et montrons 2. Soit A € o(T). Supposons par I’absurde qu’il existe
e >0, E(A+¢)— E(A—¢) = 0. Par le critere de Weyl, il existe une suite u,, dans D(T)
telle que ||u,|| = 1 pour tout n et (T — A)u, — 0. Alors,

—+o0
T =Ml P = [ |A =t (1)

Or, E est constante sur (A —¢, A + ¢] donc pour tout u € H, t — puy,, ((—oo, t]) est nulle sur
cet intervalle. Alors,

+oo »
[P, () =

A — t2dpy, (t) > 2/ du. (1) = €2 2
- /]R\(Ae,/\+s] | [Pdpeu, (1) 2 € Hu, (t) = & ||unl|

R\ (A—gA+e]

Dot [[(T — A)uy||? > €2||uy||> = €*. Cela contredit (T — A)u, — 0. D’otr 2.

Supposons 2 et montrons 1. Soit A € R tel que pour toute > 0, E(A +¢) —E(A —¢) # 0.
Alors, pourtoutn > 1, E(A+1) —E(A—1) # 0.Soitalorsu, € Im (E(A + 1) — E(A — 1))

avec ||u,|| = 1. Alors, E(A_1 );1)Un = Uy pour tout n > 1 et comme tu, (R\ (A — %,)H—
DYy =0,0na

n

T — M, 2:/ A — t2du, (H) <
IT=RwlP= [ A= im0 <

n’ n

25



Chapitre 3. Types spectraux et dynamique

Par le critere de Weyl, A € o(T).

Supposons 2. Soitu € ImE(A+¢) —E(A —¢) avec ||u|| = 1. Alors pu, (R\ (A —¢, A +¢]) =
0 donc py,((A — ¢, A +¢]) > 0,dou 3.

S’il existee > O tel que E(A +¢) — E(A —¢) = Oalors pour toutu € H, u, (A —¢, A +¢]) =
0. Donc 3 implique 2 par contraposée.

Corollaire 3.1.2. Ona:

o(T) = | supp pu # @.
ueH

Rappelons que le spectre ponctuel de T est ’ensemble de ses valeurs propres :
0,(T) = {A € C| T — A est non injectif }.
Proposition 3.1.3. On a équivalence entre :
1. A eay(T).
2. Eqpy = E(A) — E(A7) # 0 (discontinuité).
3. llexisteu € D(T), uy,({A}) > 0.
Démonstration : 2 et 3 sont équivalents car p, ({A}) = (Eppyulu) = [|[Eqyyull®.
Supposons 2 et soit u € Im Ey,,, u # 0. Alors

T =Apul2 = [ 1A= tPdma(t) = 0
car supp py = {A}. Donc Tu = Au et u # 0, donc A € 0,,(T).

La réciproque provient du méme calcul en partant cette fois de 0 = ||(T — A)ul|>.

a
Remarque 3.1.4. Cela conduit a définir la multiplicité d’une valeur propre A € 0,(T) comme étant la
dimension de Im Ey,y. Cette multiplicité peut étre infinie.
Corollaire 3.1.5. Si A est un point isolé de o(T) alors A € 0y(T).
Démonstration : Par définition, il existe ¢ > 0, (A —¢,A +¢) No(T) = {A}. D'ott Egyy # 0.

En effet, £, ) = O car (A —¢A)No(T) = @. De méme, E(A +¢) — E(A) = 0. Donc
E(A)—E(A7) #0etA € 0y(T).

|

Plus précisément, si A est un point isolé de o(T'), soit ¢ > 0 tel que
(JA —2e, A[UIA, A +2¢[) No(T) = @.
On peut alors définir le projecteur de Riesz
_ 1 -1
A — E /CC (Z - T) dZ

ot C; est le cercle {z € C; |z — A| = €} orienté dans le sens direct. L'intégrale est bien définie
puisque z — (z — T) ! est analytique dans la couronne {z € C; 0 < |z — A| < 2¢}.

Proposition 3.1.6. P, est le projecteur spectral sur I’espace propre associé a la valeur propre A.
Démonstration : Voir [10], Proposition 3.2, page 42.

g
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3.1.2 Spectre essentiel et spectre discret

Le dernier corollaire de la partie précédente nous conduit a la distinction suivante.

Définition 3.1.7. Le spectre essentiel de T est I’ensemble
Oess(T) = {A € 0(T) | A n'est pas isolé ou est une valeur propre de multiplicité infinie}.
Le spectre discret de T est I'ensemble
04(T) = {A € o(T) | A est isolé et de multiplicité finie}.

Remarque 3.1.8. Un réel A est dans le spectre essentiel de T si et seulement si pour tout € > 0, le rang
de la projection spectrale sur l'intervalle (A — ¢, A + €) est infini.

Le spectre de T est la réunion disjointe de son spectre essentiel et de son spectre discret. De
plus, 04(T) C o,(T).

Exemple 3.1.9. 1. Si T =1dy, alors o(T) = {1} et 0(T) = Oess(T) si dimH = o0 et 0(T) =
04(T) sidimH < oo.

2. SidimH < oo alors ess(T) = @.
3. ?6; est compact, o(T) N (R\ {0}) = 0,(T) N (R \ {0}) = 04(T) N (R \ {0}) et 0ess(T) =

Théoreme 3.1.10 (Critere de Weyl pour le spectre essentiel.). Soit T un opérateur auto-adjoint.
Alors, A € 0ess(T) si et seulement si il existe une famille orthonormée {uy, }nen d'élements de D(T)
telle que || (T — A)uy|| — 0.

n [ee]

Démonstration : On démontre le sens direct.

Cas 1 :si A est une valeur propre de multiplicité infinie, on prend pour {u,} une suite
orthonormée de vecteur propres.

Cas 2 : si A n’est pas isolé dans ¢(T), il existe une suite (A,) d’éléments de o(T) deux
a deux distincts qui converge vers A. De plus, pour tout 7, il existe e, > 0 tel que les
intervalles |A, — €,, A, + €, soient deux a deux disjoints. Comme de plus A, € o(T),
E(Ay +¢€,) — E(Ay —&4) # 0. On peut donc prendre u, € Im (E(A, +¢€,) — E(Ay —€,))
tel que ||u,|| = 1. De plus,

(u”’um) - <E])\n*€nr)\n+8n[un‘E])\m*'ﬁ‘mr)\m‘FEm[um) - (un‘E}Anfgn,)\n‘ksn[E])\m*Ernr)\m‘l’Em[um) = 0

car Ey e anten[ElAm—emAn+en| = 0 Puisque les deux intervalles sont disjoints. Donc {u, }
est orthonormée. Enfin,

1T = Apual P = [ 16 = Mg, (6) < 20140 = AP +3) [ dp (1

car supp Hu, C [An — €n, Ay + €4). Alors le majorant tend vers 0 car de plus fR dpy, (1) =
|[ual > = 1.

Pour la réciproque, supposons qu’il existe une famille orthonormée {u, },en d’élements
de D(T) telle que ||(T — A)uy| — 0. Alors pour tout € > 0, Im (E(A +¢) — E(A —¢))
n (o]

est de dimension infinie. En effet, si ce projecteur est de rang fini il est donc compact et il
transforme une suite orthonormée qui converge donc faiblement vers 0 en une autre suite
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qui converge faiblement vers 0. En particulier, la suite (1, ) converge alors vaguement
vers 0 sur 'intervalle (A — ¢, A + €. Ainsi on peut écrire :

10T = pual P = [ 16 = Mg, (1

= t—AZd u t+/ t_)\zdu ¢
IR\(/\—S,)H-S]‘ ‘ ‘u”() (A—s,/\+g]| ’ Vn()

> e 4 s |t — /\lzd‘uun(t).

En faisant tendre 1 vers 'infini on arrive a la contradiction 0 > €.

Alors, soit Im (Ey,,) est de dimension infinie et A est une valeur propre de multiplicité
infinie, soit ce projecteur est de rang fini et on a toujours Im (E(A +¢) — E(A —¢)) de
dimension infinie. Alors, (JA — ¢, A[UJA, A +¢[) No(T) # @ donc A n’est pas isolé. D’out
A € Oess(T).

|

Ce critere de Weyl pour le spectre essentiel permet de démontrer un résultat de stabilité du
spectre essentiel.

Théoreme 3.1.11. Soient T et S deux opérateurs auto-adjoints, S étant de plus supposé compact. Alors
Uess(T + S) = Uess(T)-

Démonstration : Montrons la premiere inclusion. Soit A € gess(T + S). Par le critere de Weyl, il
existe une suite orthonormée (u,),cnN telle que

I(T+S—A)uy|| —— 0.
n—r+00
Or, (uy)nenN étant orthonormeée, elle converge faiblement vers 0 et puisque S est compact,
Su, — 0. Ainsi, |[(T — A)uy| — 0 et par la réciproque du critere de Weyl, A € 0ess(T).
n (o]

La seconde inclusion s’obtient en appliquant la premiere a A + B qui est auto-adjoint par
le théoreme de Kato-Rellich (B étant compact, il est borné) et a —B qui est compact.

3.1.3 Spectres purement ponctuel, absolument continu et singulier continu

On considere une mesure borélienne p sur R telle que y(R) < oo. Alors u({x}) = 0 sauf
pour un ensemble au plus dénombrable de réels x.

Définition 3.1.12. Soit M un borélien de R.

1. On dit que p est une mesure ponctuelle lorsque :

(M) =Y p({x}).

xeM

En particulier, son support est dénombrable.
2. On dit que y est une mesure continue lorsque : ¥x € R, u({x}) = 0.

3. On dit que y est une mesure absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue lorsque :

Leb (M) =0 = u(M) =0.
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4. On dit que y est une mesure singulierement continue lorsque y est continue et qu’il existe un
borélien S C R tel que u(S) = 0 et Leb(R\ S) = 0.

Exemple 3.1.13. 1. Mesure ponctuelle : la mesure de Dirac en un point a € R définie par 6,(M) =
1sia € Met 0 sinon.

2. Mesure absolument continue : soit f € L'(R, Leb). Alors la mesure y définie par

Vg€ CUR), [ g()du(x) = [ glx)f(x)dx

est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue. Réciproquement, par le théoreme
de Radon-Nikodym, elles sont toutes de cette forme et f = % est la dérivée de Radon-Nikodym
de .

3. Mesure singulierement continue : la mesure de Cantor dont la fonction de répartition n’est autre
que l'escalier du Diable défini sur I’ensemble triadique de Cantor.

L'intérét de ces notions est que toute mesure borélienne finie se décompose en une somme
de mesures ayant ces propriétés.

Théoreme 3.1.14 (Lebesgue-Radon-Nikodym.). Toute mesure de Borel finie y se décompose de fagon
unique en

H= ,upp +,Mac +,usc

Ol Ypp est une mesure ponctuelle, pac est une mesure absolument continue par rapport a la mesure de
Lebesgue et ug. est une mesure singulierement continue par rapport a la mesure de Lebesgue.

Démonstration : Voir [14], Section 6.10.

|

Nous allons appliquer cette décomposition de toute mesure borélienne finie aux mesures
spectrales associées a un opérateur auto-adjoint.

Soient T un opérateur auto-adjoint sur H et soit u € H. Soit p, la mesure spectrale associée
a T eta u. C’est une mesure de Borel finie a valeurs complexes a priori. On pose :

1. Hpp = {u € H | py soit une mesure ponctuelle}.
2. Hae = {u € H | py soit une mesure absolument continue}.

3. Hse = {u € H | py soit une mesure singulierement continue}.

Théoreme 3.1.15. Hy,p, Hac et Hse sont des sous-espaces fermés de H deux a deux orthogonaux et tels
que
7'[ - pr @ Hac @ %SC-

De plus, chacun de ces sous-espaces est invariant par T.

Démonstration : Le premier point vient du fait que si u et v sont dans H,, alors il existe X et Y
dénombrables tels que Exu = u et Eyv = v. Alors, Exyyu = ExyyExu = Exuy)nxtt =
Exu = u et de méme, Ex yv = v. D'oty, Ex_y(u +v) = u+vet X UY est dénombrable.
De méme pour la multiplication par un scalaire. On montre de méme que les deux autres
ensembles sont des sous-espaces vectoriels. Pour H,. on utilise le fait que si X et Y sont
de mesure nulle alors X U Y 'est aussi.

Pour le second point, soit u € H et écrivons py, = py,pp + Hu,ac + Pusc- Si X est dénombrable
tel que py,pp(R\ X) = 0,onse donne Y tel que YN X = @, Leb(Y) = O et pty,sc(R\Y) = 0.
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On pose enfin Z =R\ (XUY). Alors R = X UY U Z et cette réunion est disjointe et on a
Huge = Wu(ZOV-), Puse = pu(Y N -) et oy pp = pu (XN -). On écrit :

u = Eru = Exyyuzu = Exu+ Eyu + Ezu.

De plus, pg,u = xzpu << Leb donc Ezu € Hac. De méme, Eyu € Hgc et Exu € Hpp.
L’orthogonalité deux a deux vient du fait que les projecteurs sont orthogonaux.

Pour l'invariance par rapport a T, on se donne u € D(T) et on lui associe . On calcule
Hru- Ona

/_too dpru(s) = (E(t)(Tu)|Tu) = (TE(t) Tulu) = (E(id) E(X)—co) E(id)u|u) = (E(id X]_co,p id) 1)

Siup = id X|_coy id, alors u;(s) = s2)|_0(s). D'ON,

/too dpr,(s) = /too s2dpu, (s).

Ainsi, 1, = t*u,. On en déduit l'invariance des trois sous-espaces par T.

On peut alors définir trois types spectraux qui décomposent le spectre de T.

Définition 3.1.16. Soit T un opérateur auto-adjoint.
1. Le spectre purement ponctuel de T est I'ensemble opp(T) = (T |3y, )-
2. Le spectre absolument continu de T est I'ensemble 02c(T) = 0(T|,.)-
3. Le spectre singulier continu de T est I'ensemble 0s(T) = (T |4, ).
Il vient alors :
0(T) = 0pp(T) Uac(T) Uos(T)
mais cette réunion n’est pas nécessairement disjointe (voir les exemples de valeurs propres

plongées dans le spectre absolument continu).

On dit que I'opérateur T est de spectre purement absolument continu (resp. pp, resp. sc) lorsque
Hae = H (resp. Hpp = H, resp. Hse = H). Si cela implique bien que ¢(T) = 0ac(T), la
réciproque n’est pas vraie en général.

De plus, ona:
opp(T) = op(T).

En effet, tout ensemble dénombrable est réunion dénombrable de singletons.

Enfin, avec cette décomposition, on peut aussi définir la notion de spectre continu et celle de
spectre singulier. On pose H. = Hac ® Hsc et ainsi c’est ’espace des vecteurs tels que p,, soit
une mesure continue. L'espace H. est encore invariant par T et on pose :

0o(T) = o(T3.)-

On peut aussi définir Hs = Hpp © Hse et 05(T) = (T |y, ) le spectre singulier de T.
Nous terminons cette section par un résultat de stabilité du spectre absolument continu. Aupa-
ravant, nous introduisons une définition.
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Définition 3.1.17. Soit H un espace de Hilbert et {u, },eN une base hilbertienne de H. Un opérateur
T, auto-adjoint, borné et positif est dit de classe trace lorsque :

Tr(T) = ZN(MTun) < 0.

Le nombre Tr(T) ne dépend pas du choix de la base hilbertienne et plus généralement un
opérateur T borné et auto-adjoint est dit de classe trace lorsque Tr(T) < oo. Un opérateur de
classe trace est compact.

Théoreme 3.1.18 (Kato-Rosenblum). Soient T et S deux opérateurs auto-adjoints avec S de classe
trace. Alors
Oac(T+S) = 0ac(T).

Démonstration : Pour un énoncé plus complet donnant un résultat sur les opérateurs d’onde
ainsi que pour la démonstration, voir [8], Theorem 4.4, page 542.

3.2 Exemples de spectres

3.2.1 Lelaplacien discret en dimension 1

Nous introduisons le laplacien discret en dimension un. C’est I'opérateur A défini sur 1’espace
de Hilbert ¢>(Z) par
Yu € (2(Z),Vn € Z, (Au)y = ty_1 + tyy1.

L'opérateur A est ’analogue discret de la dérivée seconde.

Tout d’abord, A est borné. En effet, si ||u|2z) < 1, alors ||Aul[2z) < 2||ull2z) < 2, donc
|A|l < 2. Puis, montrons que A est auto-adjoint. Soient u, v € ¢2(Z). Alors

(Auo) =) (Au)pOu = ) Un1Tn+ ) Uns10n = ), UnOpi1+ ) UnTp—1

nez nezZ nezZ nezZ nezZ
= Y up(vn—1 +0ns1) = Y, un(Av)y = (u|Av).
nez nez

Donc, A est un opérateur borné auto-adjoint.

Nous allons maintenant calculer le spectre de A. Pour cela, on introduit 1'opérateur de Fou-
rier F : (2(Z) — L*([0,2x]) défini pour tout u = (uy)uen € £*(C) et tout x € [0,27] par
(Fu)(x) = ¥,cz une™. On pose alors S = F o Ao F L. Calculons S. Soit f € L*([0,27]). Sup-
posons que, pour tout x € [0,271], f(x) = Y,ez f(n)e" . Pour tout n € Z, (F'f), = f(n).
Alors, pour tout x € [0,271],

$HE) = T (F—1+fnr1)e = T Fme 4+ T Fa)er s

nez ne nez

= (e ™) Y f(m)e™ = (2cos(x))f(x).

nez

N

Dong, si on pose pour tout x € [0,27], ¢(x) = 2cos(x), S = M, oit M, est I'opérateur de
multiplication par ¢. Or, comme F est une transformation unitaire, on a c(A) = o(M,) et
0p(A) = 0p(My). Alors, 0(My) = ¢(R) = [-2,2]. Donc

o(A) = [-2,2).

Opérateurs aléatoires et modeles d’Anderson page 31



Chapitre 3. Types spectraux et dynamique

De plus, comme ¢ n’est constante sur aucun intervalle de R, M, n’admet pas de valeur propre.
En effet, si u € L2([0,7]), I'équation ¢(x)u(x) = Au(x) pour tout x € [0,27] impose u = 0.
Donc

0y(A) = @.

Soit, pour tout A € R, M(A) = {x € M| ¢(x) < A}. Posons, pour tout A € R et tout
u € L2([0,27]), E(A)u = Lpjyyu. Alors, E : R — L£(L?*([0,27])) est une famille spectrale. De
plus, M, = [ Ez AdE(A), donc E est la famille spectrale associée a M, par le théoréme spectral.
Alors, comme F est unitaire, 'application £ = F~! o E o F est encore une famille spectrale et
on peut vérifier comme pour E que

2
A= / AdE(M).
-2
Cela traduit aussi le fait que le spectre de A est purement absolument continu :
0(A) = 0ac(A)

Remarque 3.2.1. Tous les résultats obtenus sur cet exemple se généralise directement au cas de la
dimension d > 1 quelconque.

Remarque 3.2.2. Transformation de Fourier et spectre. L'utilisation faite dans cet exemple de la
transformée de Fourier JF est trés courante pour les calculs de spectres d’opérateurs, surtout pour les
opérateurs différentiels. Cela tient au fait que, F étant unitaire, la conjugaison par F laisse invariants
le spectre et le spectre ponctuel. Or, F a la particularité de transformer une dérivation (ici discréte) en
une multiplication. Donc, conjuguer I'opérateur étudié par F permet de ramener le calcul de son spectre
au calcul du spectre d’un opérateur de multiplication.

3.2.2 Un opérateur de Sturm-Liouville

Soit g € C([0,1],R). Soit (T, D(T)) 'opérateur défini sur L?([0,1]) par

D(T) = {f € C*([0,1]) | f(0) = f(1) =0} et Vf € D(T), Tf = —f" +qf.

Tout d’abord, pour tous f,¢ € D(T), on prouve par intégration par parties que (Tf[g) =
(f|Tg). Ainsi, 'opérateur (T, D(T)) est symétrique. On peut alors montrer qu’il est essentiel-
lement auto-adjoint et dans la suite on considere sa fermeture (T, D(T)) qui est auto-adjointe.
L'opérateur T est un exemple d’opérateur de Sturm-Liouville.

On prouve ensuite, a l'aide de la variation de la constante a 1’ordre 2, que si z ¢ UP(T), alors il
existe K; € L%([0,1]%) (et méme K, € C([0,1]?) tel que

Vg e C0), (T-2)f =g = f(1) = [ Kelt,s)g(s)ds

Cela signifie que, pour tout z ¢ 0;,(T), la résolvante R,(T) est la restriction d"un opérateur de
Hilbert-Schmidt et est donc un opérateur compact. En particulier, pour tout z ¢ 0,(T), R;(T)
est la restriction d’un opérateur borné. Cela reste valable pour T, dong, siz ¢ 0,,(T), z ¢ o(T)

d’ott 'on déduit que 0(T) = 0,(T) = 0,(T).
De plus, si A € 0,(T) et f € Ker (T — A), alors, par intégration par parties, A[|f||3 = (Tf|f) =
1£115 + fol q(t)f (1) f(t)dt > (infjo5 q) || f]3, donc A > inf{g 4 4. Donc o(T) C [inf[q ) 4, +00].
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Si p < infyg ) q, alors p & o(T) et R, (T) est compact et auto-adjoint car T I’est. Donc le spectre
de R, (T) est composé de 0 et de valeurs propres de multiplicité finie. En fait, on a 0(R,(T)) =
{MJ—M | Au € 0,(T)}. De plus, il existe un base hilbertienne (f,,),en de L2([0, 1]) telle que
_ © 1
Vg e L*([0,1]), Ru(T)g = Y_ Y (8lfn) fu,

n=0

N . al ., 1
ot les f, sont des fonctions propres de R, (T) associées aux valeurs propres =, Donc les f,

sont aussi des fonctions propres de T associées aux valeurs propres A,. On déduit de tout cela
que
T=) M(lfa)fuet D(T) = {f € L[0,1]) | } [An(fIfu)* < +oo}.
n>0 n>0
Ainsi, bien que T ne soit pas borné, le fait que sa résolvante soit compacte nous permet encore
de le diagonaliser en base hilbertienne comme un opérateur compact.

3.2.3 Opérateurs de Schrodinger périodiques

On considere I'exemple d'un opérateur de Schrodinger périodique agissant sur 1'espace de
Sobolev H?(R),
d2
H=— a2’ v, (3.1)
ou V est une fonction continue par morceaux et périodique sur R, de période 2Ly pour fixer les
notations.
Alors, le spectre de l'opérateur H est purement absolument continu, H n’a aucune valeur

propre et son spectre est une union de bandes appelées bandes spectrales :

U(H) U [Er]iun’ Err;ax] .
p=0

Les réels Eﬁﬁn et EP . sont appelés les bords des bandes et les intervalles ( haxs Ef:lrn ) sont les
trous spectraux.

Les bords des bandes sont solutions d’équations avec conditions aux bords quasi-périodiques.
Soit w € [—Lo, Lo]. On considere la restriction H(w) de H a H?([—Lo, Lo]), 'espace de Sobolev

des fonctions ¢ € H*(R) telles que
Vx € R, (x +2Lg) = e L Ty (x). (3.2)

Puisque H?([—Lo, Lo]) C C!([—Lo, Lo]), cette condition est équivalente aux conditions aux
bords : .

Y(Lo) =B yp(~Lo) and y/(Lo) =0y (~Lo). (33)
L'opérateur H(w) est auto-adjoint. Il est méme Hilbert-Schmidt donc compact. Son spectre est
purement ponctuel et les bords des bandes sont alors les valeurs propres de H(—Lg) et de H(0).
On a alors :

U(H(_ )) = {Emm/ max’ Erznm/ EIE)“IlaX’ e }
et
U(H( )) = {Emaxf min’/ EIZnax/ Eiun/ ° '}'

Le lien entre H et H(w) est donné par la notion d’intégrale directe d’opérateurs. Tout d’abord,
si H' est un espace de Hilbert et si (X, dy) est un espace mesuré, alors on considere la “somme
continue” de copies de H/,

@
1 :/ Hdp = 12(X, du, H').
X
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Alors, si A’(+) est une fonction mesurable de X dans ’ensemble des opérateurs auto-adjoints
sur H', on définit un opérateur A sur H par:

D(A) = {1/} €H, Pp(x) € D(A'(x)) pour p.t. x € X et /X A (x) 9 (x)|)3,du(x) < —i—oo}

et (Ap)(x) = A’(x)p(x). On écrit alors

o
A= / A (x)du(x).
X
Avec ce formalisme, on montre alors que H est I'intégrale directe des opérateurs H(w) :
e
H= / H(w)dw.
[—Lo.Lo]

Le résultat sur le spectre de bande de H résulte alors du fait que I'on peut montrer que les
valeurs propres de H(w) sont analytiques en w et non constantes (elles sont méme stricte-
ment monotone, croissante pour les bandes paires, décroissantes pour les impaires). Un résultat
général sur les intégrales directes d’opérateurs assure alors que le spectre est purement abso-
lument continu (la dérivée de Radon-Nikodym sur chaque bande est donnée par l'inverse de
la dérivée de w +— Ep(w)).

3.2.4 Opérateurs de Schrodinger quasi-périodiques
On s’intéresse a un opérateur de Schrodinger discret :
hawf = —0q+V agissant sur (Z%).
ou V est un potentiel quasi-périodique, i.e. de la forme
Vnezt, V(n) = f(w+na), a,w € T, f € C(TYR).

Le vecteur & = (a1,...,84) € T? est & coordonnées rationellement indépendantes (en ajoutant
1 aux coordonnées) :

k]'EZ, 1§]§d, k1061+"‘+kd01d:0€T = k]'ZO, 1§]§d
Génériquement, un tel opérateur a un spectre purement singulier continu.

Théoréme 3.2.3. Il existe un ensemble résiduel Fo. C C(T9,R) tel que pour tout f € Fy et pour
Lebesgue-presque tout w € T%, le spectre de hy .,  est purement singulier continu.

Par ailleurs ce spectre est génériquement un ensemble de Cantor (une sous-partie fermée, sans
point isolé et ne contenant aucun intervalle).

Théoréme 3.2.4. I existe un ensemble résiduel Foantor C C (Td, R) tel que pour tout f € Feantor €t
pour tout w € T4, le spectre de hy £ est un ensemble de Cantor.

Il s’avere que le cas des opérateurs de Schrodinger quasi-périodique est plus subtil que cela. En
effet en mettant un parametre d’intensité devant le potentiel, d’autres types spectraux peuvent
apparaitre. Pour illustrer ce phénomene, nous allons regarder le seul modéle quasi-périodique
que l’on peut considérer comme étant completement compris, celui du presque-Mathieu. Soit
HY" agissant sur 2(Z) par :

Vn € Z,(HMp)(n) = p(n+1) + p(n — 1) + Acos(2m(w + na))w(n).

On pose alors
aA oA
= | o(HSY).
weT
On a alors les théorémes suivants.
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Théoreme 3.2.5 (Mesure du spectre.). Pour tout A > 0 et pour tout irrationel « € T, on a
Leb(X%") = 4]1 — A|.
Théoreme 3.2.6 (Transition metal-isolant.). 1. Si A < 1 alors pour tout « et tout w, o(HY")

est purement absolument continu.

2. Si A = 1, pour tout « et pour tout w excepté un nombre dénombrable, o(H%") est purement
singulier continu.

3. Si A > 1, pour presque tout « et presque tout w, o(H%Y) est purement ponctuel et les fonctions
propres associées décroissent exponentiellement.

4. Si A > 1 pour « générique et pour tout w, o(HS") est purement singulier continu.

5. Si A > 1 pour tout a et pour w générique, U(Hff;)‘ ) est purement singulier continu.

Théoréme 3.2.7 (Ten Martini Problem.). Pour tout A > 0 et tout irrationel & € T, %" est un
ensemble de Cantor.

3.3 Types spectraux et dynamique

On considére un systeme quantique comme par exemple un électron se propageant dans
un cristal. Etant donné un état initial 9 € H il doit exister un unique état ¢ (-, t) : x — P(x, 1)
repésentant 1’état du systeme au temps t. On écrit :

VieR, (-, t) = U(t)y.
Pour tout ¢, U(t) est un opérateur linéaire sur H qui est unitaire (||U(t)y|| = ||y|]) et qui
vérifie :
U ) =1d, et Vs,t € R, U(s+t) = U(s)U(t).
On suppose de plus que pour tout p € H et tout tp € R,

lim U (£ = U (to)y.

t—to

On dit que U est un sous-groupe unitaire a un parametre fortement continu.

On pose alors: D(H) = {ip € H | }irr&%(bl(t)t/) — 1) existe} et, pour tout p € D(H),
—

L'operateur (H, D(H)) est appelé 'hamiltonien du systéme quantique et correspond a 1’énergie
de ce systeme. Si g € D(H), alors ¢ est une solution de 1’équation de Schrodinger :

oty = iHy et ¢(-,0) = .

A T’aide du calcul fonctionnel on peut donc écrire :
(-, ) = ey

Etudier la dynamique d’un systéme c’est étudier I'évolution de ses états au cours du temps.
On va voir dans la suite que 1’évolution de (-, t) dépend fortement de 1’espace dans lequel
se trouve I'état initial {9 dans la décomposition H = Hpp @ Hac @ Hse. Réciproquement, ces
espaces sont caractérisés par la dynamique des états qu’ils induisent.
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3.3.1 Rappels sur la transformée de Fourier d’une mesure

Soit y une mesure borélienne sur R. On définit la transformée de Fourier de y par :

ViER, A(t) = / e ¥dp(x).
JIR

On a alors les trois résultats suivants :

1. Lemme de Riemann-Lebesgue : si y est absolument continue par rapport a la mesure de
Lebesgue alors fi(t) P 0.
— 00

2. Théoréme de Plancherel : i € L?(RR) si et seulement si j est absolument continue par
rapport a la mesure de Lebesgue et sa dérivé de Radon-Nikodym % € L?(R). Dans ce

cas: )
du
N N2 10 au
NGRS R

tgrpm/ A(s)*ds = ) [n({x})]®

xeR

3. Théoréme de Wiener :

3.3.2 Le théoreme R.A.G.E.

Théoréme 3.3.1 (RA.G.E.). Soit H un opérateur auto-adjoint agissant sur H = L2(R?) (ou
sur (%(Z4) en adaptant les notations).

1. ¢ € Hyp si et seulement si

i / +itH 24 > —o
Jim sup ([ ey () P

Un tel ¢ est appelé un état borné.
2. ¢ € H, siet seulement si
¥R > 0, grfmf/ </ iiszp(x)Fdx) dt = 0.
Un tel ¢ est appelé un état diffusif.
3. Sip € Hacalors

VR >0, lim le "y (x)|?dx = 0.
t—+00 JB(0,R)

mais la réciproque n’est pas vraie.

On peut remplacer B(0, R) par n’importe quel compact de R?, ce qui compte c’est de pouvoir
appliquer le théoréme de convergence bornée.

+oo .
= o e Px

est le temps de présence de la particule d’état i dans B(0, R).
Soit ¢ € H, ||p|| = 1. Alors,

o=t [ ([ a0}

est la probabilité de présence de la particule d’état ¢ dans B(0, R).

Soit i € H, ||p|| = 1. Alors,
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Corollaire 3.3.2. 1. Si, pour tout R > 0 et tout 1 € H de norme 1 on a Tr(y) = co et Wr(yp) >
0 alors H = Hpyp, et H est de spectre purement ponctuel.

2. Sipour tout R > 0 et tout p € H de norme 1 on a Tr(yp) = oo et Wr () = 0 alors H = Hsc
et H est de spectre purement singulier continu.

3. Si pour tout R > 0 et tout p € H de norme 1 on a Tr(y) < oo alors H = Hac et H est de
spectre purement absolument continu.

Démonstration : [Démonstration du théoréeme R.A.G.E.]

1. Commencons par démontrer I'implication dans le sens direct du point 1. Soit ¢ €
Hpp- Quitte a considérer des combinaisons linéaires (et le théoreme de Pythagore car les
espaces propres sont deux a deux orthogonaux) et a passer a la limite par le TCD, on peut
supposer que ¢ est une fonction propre associé a une valeur propre A € R de H (car H
est auto-adjoint). Alors : ety = e*iMp et puisque A € Ret ¢ € L2(RY),

R—+o0

+itH 24 :/ 24 0.
A por [T A= [ () P

2. Montrons I'implication dans le sens direct du point 2. Soit R > 0. Soient ¢, ¢ € H et si
E(-) désigne la famille spectrale associée a H alors :

(ple™ ) = [ e Mdjigy(A) = (1)

ot g p(A) = (¢|E(A)). On applique le théoreme de Wiener a iy y

lim —/ Zdt Z ’7/‘(/)/1#({)‘})’2-

T+ T iR
Dot :
: +itH 2
tim 1 [ [(gle* ) Pat = T 1(9lE((A))9)P

T—+o0 AR

Or, sip € He, pour tout A € R, E({A})p =0, d’ow, si ¢ € H, pour tout ¢ € H,

+itH 2
m — dt =0.
T1~1>+oo T / | (p|e )|

On obtient alors le résultat voulu pour ¢ = 1p( gje*iHy.
1-2 bis. Montrons simultanée les réciproques des points 1 et 2. Soient :
Ho={peH]| lim su / ey (x de) =0
c=tp e Jim sup ([ jetityofar) = o)

et

My, = {p € H|VR >0, lim T/ (/ i“Hl,lJ(x)|2dx> dt = o}.

T—+o0

On vient de démontrer que : Hpp C H, et He C Hy. So1ent alors ¢ € Hyetp € Hp.Ona:

(9l) = (e ple ) = (1~ 10 )e M ple ) + (5 e ple ).

Le premier terme est arbitrairement petit pour R assez grand et le second 1’est pour ¢
assez grand (et en utilisant Cauchy-Schwarz). D’ott (¢|¢) = 0 et H,LH;. A l'aide des
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inclusions déja obtenues : H, L H. et Hy L Hpp. D'on, puisque H = Hpp & He, Ha C
HE = Hpp et Hy C Hép = H.. D’ot les égalités voulues.

3. Par un calcul précédent, pour tout ¢, € H, (ple *Hy) = fi, 4 (t). De plus, pour tout
borélien M :

1o (M)] = |(E(M)@E(M)y| < ||E(M)g]| - [|E(M)$|| = [pp(M)|? | (M)]2.

Supposons a présent i € H,c. Alors py est absolument continue par rapport a la mesure
de Lebesgue et il en est donc de méme pour y,, pour toute ¢ € H. Il vient, par le lemme
de Riemann-Lebesgue,

(ple™p) = flgp(t) — 0.

t—o0

Fixons x € R¥. Soit ¢ valant 1 en x et 0 ailleurs. Alors ¢ € H et (¢ple Hyp) = e Hy(x).
Ainsi, pour tout x € IRd,

—itH
e IP(X) t—)—oo> 0.

On obtient alors le résultat voulu par convergence bornée.

Le second point du théoreme R.A.G.E. admet la généralisation suivante.

Proposition 3.3.3. Soit H un opérateur auto-adjoint. Soit K un opérateur, soit compact, soit tel que
K(H + 1)~ soit compact. Alors, pour tout € H.,

1T —itH ;|2
TLITJ/O ||Ke~itHp| 2t = 0.
Démonstration : Si K est compact, il est limite d’opérateurs de rang fini. Il suffit donc de montrer
le résultat pour des opérateurs de rang fini. Or un tel opérateur est combinaison linéaire
d’opérateurs de la forme K = (¢|-)¢, on est donc ramené par inégalité triangulaire au
point 2 du théoréme R.A.G.E.
Supposons que K(H + i) ! est compact. Comme D(H) N H, est dense dans H. il suffit de
démontrer le résultat pour ¢ € D(H) N H.. On écrit alors

[[Ke "yl | = ||K(H +1)~ e " (H +1)y]],

et on est ramené au cas précédent.
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Opérateurs aléatoires

Dans tout ce chapitre, (€}, A, P) désigne un espace de probabilité complet.

4.1 Familles mesurables d’opérateurs

Nous commengons par définir la notion de mésurabilité pour une famille d’opérateurs
aléatoires bornés.

Définition 4.1.1. Soit H un espace de Hilbert. Soit {H,, } e une famille d’opérateurs bornés sur H.
On dit que {H } weq est mesurable lorsque pour tous ¢, P € H, w — (¢|Hwp) est mesurable.

Le modele d’Anderson discret agissant sur ¢2(Z“) est une famille d’opérateurs bornés mesu-
rable.

Pour passer au cas des opérateurs non bornés on va se restreindre au cas des opérateurs auto-
adjoints afin de pouvoir utiliser le calcul fonctionnel des opérateurs.

Définition 4.1.2. Soit H un espace de Hilbert. Soit { Hy, },eq une famille d’opérateurs auto-adjoints
sur H. On dit que {Hy, },cq) est mesurable lorsque pour toute fonction f : R — IR borélienne bornée,
{f(Hy) }weq est mesurable au sens des familles d’opérateurs bornés.

On peut alors montrer les caractérisations suivantes de la mesurabilité.
Proposition 4.1.3. Soit {H,, }weq une famille d’opérateurs auto-adjoints sur H. Pour tout w € Q,

E., désigne la famille spectrale associée a H,. Alors :

1. {Hy}weq est mesurable si et seulement si, pour tout borélien B de R, {E,, (B) }weq est mesu-
rable.

2. {Hy }weq est mesurable si et seulement s'il existe z € C \ R tel que {(Hy +2) ' }oeq soit
mesurable.

3. {Hy}weq est mesurable si et seulement si pour tout t € R, {eiHw} ,cqy est mesurable.
Démonstration : Pour les détails, voir [3], Proposition V.1.2, page 243.

|

Le premier point de la proposition précédente induit un résultat de mesurabilité des projecteurs
sur les différents types spectraux. Rappelons tout d’abord que le théoréme spectral permet de
définir pour tout borélien B de R un projecteur spectral par la formule E(B) = xp(H). Puisque
E se décompose en une somme E = E,, + Eac + Esc a partir de la décomposition de Lebesgue
de la mesure spectrale de H, on peut définir, pour tout borélien B de R, les projecteurs Epp(B),
E.c(B) et Es.(B).
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Proposition 4.1.4. Soit {Hy, },ecq une famille d'opérateurs auto-adjoints sur H telle que pour tout
w € O, E,, désigne la famille spectrale associée a H,,. Supposons { Hy, },eq mesurable. Alors pour tout

borélien B de R, les familles {E.(B)}weq, {Ewpp(B)}weq, {Ewac(B)}wea et {Ewsc(B)}weq sont
mesurables.

Démonstration : Voir [3], Proposition V.1.7, page 246.

|

Nous allons vérifier que les opérateurs de Schrodinger que nous souhaitons étudier par la
suite sont bien mesurables. Nous avons le résultat général suivant.

Proposition 4.1.5. Soit H = —A + V agissant sur L?(IRY) et essentiellement auto-adjoint sur C3°(RY).
Si { Vi }weq est un processus stochastique mesurable en x et w tel que pour tout w, H, = H + V,, soit
essentiellement auto-adjoint sur C¥ (R?), alors {H, }weq est mesurable.

Démonstration : Voir [3], Proposition V.3.1, page 257.

Exemple 4.1.6. 1. Le modele d’Anderson est mesurable.
2. Le modeéle quasi-périodique est mesurable.
3. Le modeéle de déplacement aléatoire de Poisson est mesurable.

4.2 Familles ergodiques d’opérateurs

Soit (), A, P) un espace de probabilité complet et {T;};.« un groupe de transformations
mesurables et préservant la mesure P. Un ensemble A € A est dit invariant sous l’action de
{T;} lorsque T, A = A pour tout i € Z.

Alors {T;} est dit ergodique si tout ensemble invariant est de mesure nulle ou égale a 1.
{T;} est ergodique si et seulement si pour toute fonction f : () — R mesurable,

(Vi, f(Tjw) = f(w) pour presque tout w) = (f presque surement constante).

Enfin si {T;} est ergodique, on dit qu'un potentiel x — V,(x) pour x € R¥ et w € Q est
Z‘-transitif (par rapport a {T;},;.4) lorsque :

Vie Z%, Vx € RY, Vryp(x) = Vip(x — i)

De méme, si {T },cr est un groupe de transformations mesurables et préservant la mesure P,
on dit que V,,(x) est R?-transitif (par rapport a {Ty} cre) lorsque :

Vy € RY, Vx € RY, Vpo(x) = Vio(x —y)

Définition 4.2.1. On dit qu’une famille mesurable d’opérateurs auto-adjoints { H, } e est Z*-ergodique
(resp. R9-ergodique) lorsqu'il existe une famille d’opérateurs unitaires Uy définie par U,¢p(x) = ¢(x —
y) telle que :

Vi€ Z%, Yw € O, Hr, = U;H,Uj;.

L'intérét de cette définition est qu’alors, pour tout w € Q et tout i € Z4, 0(Hrw) = 0(Hy),
ce qui va conduire a l’existence d’un ensemble déterministe égal au spectre de H,, P-presque
stirement.

On a aussi la propriété suivante.

Proposition 4.2.2. Si la famille {H, }weq est ergodique, alors pour toute f mesurable et bornée,
{f(Hw) }weq est ergodique.
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4.3 Le spectre presque-sir

On commence par un premier résultat qui nous guide vers la notion de spectre presque sfr.

Lemme 4.3.1. Si {Py,}wcq est une famille ergodique de projecteurs orthogonaux, alors le rang de P,
est P-presque-silrement constant.

Démonstration : Soit { ¢y }r>1 une base hilbertienne de #. Pour tout w € () on pose

r(w) =Tr P, = Z(pw§0k|(f’k)'
k>1

Alors r est une variable aléatoire positive et pour tout i et tout w,

r(Tiw) = Y (Proerler) = Y (Ui Polig|gr) = Y (PoUigi|Uipr) = Tr Py = r(w).
=1 =1 =1

Par ergodicité on en déduit que r est presque-stirement constante.

|

On a alors les théoremes de Pastur et de Kunz-Souillard / Kirsch-Martinelli qui nous assure
que pour une famille ergodique d’opérateurs auto-adjoints, presque stirement leur spectre est
indépendant de w.

Théoréme 4.3.2. Soit {H, }weq une famille ergodique d’opérateurs auto-adjoints. Alors il existe un
ensemble & C R fermé tel que . = o (H,,) P-presque stirement.
L'ensemble X est appelé le spectre presque siir de la famille { H, }weq-

Démonstration : Commengons par remarquer que puisque H,, est auto-adjoint il est fermé, son
spectre 0(H,) est donc un fermé de R. D’apres la structure des ouverts de R comme
réunion dénombrable d’intervalles ouverts disjoints deux a deux et a bornes rationnelles,
on peut écrire :

oc(Hy,) =R\ U la,b|
a<b, a,beQ, o(Hy,)N]a,b[=0
Soient donc a < b deux réels. On note :
Oy ={w e Q| o(Hy)N]a,bj= D}.
Remarquons que
(0(Hy)N]a,b[= @) < (E,(]a,b]) =0).

Alors, puisque { Hy } e est mesurable, {E, } e l'est aussi et comme ]a, b est un borélien
de R, (), , est mesurable. Par ailleurs le spectre est invariant par la transformation unitaire
U;. On a donc:

viez4, T Q) = {w € Q| ¢(Hry)Na, b[= @}
={w e Q| o(UH,U)N]a,b[=D}
={w e Q| c(Hy)N|a, b[= D}
= Qg p.

Puisque la famille {T;};.z« est ergodique, on en déduit que

P(Qu,b) =0 ou P(Qa,b) =1
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On introduit I’ensemble :

Q' = m Qa,b \ U Qc,d

a<b, a,beQ, P(Q,;)=1 c<d, ¢,deQ, P(Q4)=0

Par dénombrabilité de Q, P(Q)') = 1.
Soit w € Q. Alors, pour tous a,b € Q, a < b, tels que P(Q,;) = 1, 0(Hy,)N]a, b[= @.
De plus, pour tous ¢,d € Q, ¢ < d, tels que P(Q).5) =0, w & Qy4, ie., 0(Hy)Nc, d[# .
D’on,
Vw € (Y, U la, b= U Ja,bl.
a<b, a,beQ, o(Hy)N|a,b[=0 a<b, a,beQ, P(Q,)=1

On remarque que le membre de gauche dépend de w, celui de droite est indépendant de
w. Posons alors

T =R\ U a, b

a<b, a,beQ, P(Q,;)=1

L’ensemble ¥ est un fermé de Reton a:
Vw € O, 0(Hy) = X.
D’ott le résultat voulu puisque P(QY) = 1.
|

La démonstration que I'on vient de faire se transpose directement aux cas des types spec-
traux en remplagant le projecteur E,, par les projecteurs Ew,pps Ew,ac €t Ew sc-

Théoreme 4.3.3. Soit {Hy, }weq une famille ergodique d’opérateurs auto-adjoints. Alors il existe des
ensembles Tpp, Lsc et L fermés dans R tels que P-presque silrement,

Ypop = Opp(Hw), Zse = 0sc(Hw) et Lae = Oac(Ho)-
On a enfin un résultat sur les spectres essentiel et discret.

Théoreme 4.3.4. Soit {Hy, }weq une famille ergodique d’opérateurs auto-adjoints. Alors le spectre
essentiel et le spectre discret de H,, sont P-presque sfirement constant.

Démonstration : Encore une fois, la démonstration du théoreme d’Ishii-Pastur s’adapte directe-
ment a ces deux types de spectre en considérant les projecteurs spectraux associés.

4.4 Exemples de spectres presques-siirs

44.1 Le modeéle d’Anderson discret

Soit (Q), A, P) un espace de probabilité complet et posons

(Q,AP) = (@ O A QK ﬁ).

nezd nez4 nez4
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Nous allons calculer le spectre presque str de la famille ergodique d’opérateurs {f, } e agis-
sant sur ¢?(Z%) par :

|m—n|=1

oti, pour tout w € O et tout n € Z%, V,,(n) est une variable aléatoire sur Q. On suppose cette
famille de variables aléatoires i.i.d..

Justifions brievement 'ergodicité de cette famille aléatoire. Tout d’abord, on pose pour tout
i€ Z%ettoutw € Q, Ti(w) = (Wyi),ezi- Alors les transformations T; préservent la mesure
produit P puisque P est le produit de copies de la méme mesure. De plus, la famille {T;};c .
ainsi définie est ergodique. En effet, on montre que pour tous A, B € A,

P(T,'ANB) T P(A)P(B). (4.1)
i|]oo—r00
Rappelons que par définition de la tribu produit, A est la tribu engendrée par les cylindres de

la forme
{weQlw, €A,... w, €A}

Si A et B sont de tels cylindres alors par définition de la mesure produit et puisque chaque T;
préserve la mesure, on a bien (4.1). Puisque 'ensemble des A et B tels que (4.1) soit vérifiée
est une tribu et que les cylindres engendrent 4, (4.1) est vraie sur .A. Soit maintenant M un
ensemble invariant sous I'action de {T;};.«. Alors, en appliquant (4.1) avec A = B = M on
obtient

P(M) =P(MNM) =P(T,'MN M) —— P(M)P(M) = P(M)~

[[illoo—>00

On a bien que P(M) vaut 0 ou 1. Finalement, la famille {T;},. . est ergodique.
On peut alors définir les opérateurs unitaires U; comme étant les translations :

Vie Z%, Yu € (2(Z%),Vn € 7%, (Uju)y = ;.
On a alors bien la relation :

Vi€ Z%, Yw € O, hryp = U, U

Comme les V,, (1) sont i.i.d., on note v leur loi commune. Le support de v est par définition
suppv ={x€R| Ve >0, v((x —¢x+e¢)) > 0}.
Posons par ailleurs :
2(Z%) = {u € 13(Z%) | u, = 0 pour tout 1 excepté un nombre fini}.
Comme le laplacien discret est borné, par le théoreme de Kato-Rellich, &, est essentiellement
auto-adjoint sur £3(Z4).
On commence par prouver un lemme sur le potentiel aléatoire.

Lemme 4.4.1. I existe un ensemble Qg C Q) de probabilité 1 tel que : pour tout w € Q, pour tout
ensemble fini A C Z7, pour toute suite (q;);cp d'éléments q; € supp v, et pour tout ¢ > 0, il existe
une suite (j,)nen d'éléments de Z7 telle que ||jn||co ot et

n oo}

sup |g; — V(i +jn)| < &
iEA
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Démonstration : On fixe un ensemble fini A C Z?, une suite (g;);cx d’éléments g; € supp v, et
un ¢ > 0. Par définition du support et par la caractere i.i.d. des V,,(i),ona P(A) > 0ou A
est'évenement A = {w € O | sup,, [9i — Vi (i)| < €}.

Soit une suite (I,),en d’élements de Z¢ telle que la distance entre deux termes I, et I,
(n # m) est supérieure a deux fois le diametre de A. Alors, par invariance en loi par
translation et par indépendance, les événements

Ap={w e Q| suplgi— Vuli+1,)| < €}.
ieA

sont indépendants et vérifient pour tout n, P(A,) = P(A) > 0. Par le lemme de Borel-
Cantelli, I’événement

Op fo1e = {w € Q| w € Ay une infinité de fois}

est de probabilité 1. Par ailleurs, puisque supp v C IR, il contient un sous-ensemble
dénombrable dense que 1'on note S. De plus, I'ensemble F; des sous-parties finies de
7% est aussi dénombrable, donc :

Qo = m QA/('ii)r%
A€F,, (g;,)€S7, neN*

est une intersection dénombrable d’ensembles de probabilité 1, on a donc P(Q)y) = 1.
Donc )y convient.

|

On peut alors calculer le spectre presque-str de {h, }weq-
Théoreme 4.4.2. Pour P-presque tout w € O, o(h,,) = [—2d,2d] + supp v.

Démonstration : Rappelons tout d’abord que le spectre d'un opérateur de multiplication est
donné par la fermeture de I'image de la fonction qui le défini. Ainsi, presque stirement,
0(Vw) = supp v. De plus, le spectre du laplacien discret est déterministe et donné par
[—2d,2d]. Or, comme V,, est borné et symétrique et —Ag;s est borné aussi, on a d’apres
[8, Theorem 4.10, Chapter V], pour presque tout w,

‘7(_Adisc + Vw) - U(_Adisc) + U(Vw) = [—Zd,Zd] +supp v.

Réciproquement, soit A € [—2d,2d] 4 supp v. On écrit A = Ao+ A1, Ag € [—2d,2d] et
A1 € supp v. Comme h,, est essentiellement auto-adjoint sur £3(Z“), par le critere de
Weyl, il existe une suite (1, ),en d’éléments de £2(Z?) de norme 1 et telle que

||(_Adisc - /\O)unH m 0.

Par ailleurs, comme A; € supp v, par le lemme 4.4.1, il existe une suite (j, ),en d’éléments
de Z“ telle que ||jn||c tend vers I'infini lorsque n tend vers l'infini et pour tout n > 1

C 1
sup  |V(i+jn) — M| < =.
iesupp uy n
Posons enfin v, = u,_;,. Alors ||v,|[> = 1 pour tout n et, pour presque tout w,
(B = Monl] < [[(=Adise = Ao)onl| + |[(Veo = A1)
< [I(=Adisc = Ao)un| |+ [[(Vio = A1)l

1
< (—Adise — Ao)unl| + e

Ainsi, pour presque tout w, ||(h, — A)v,|| tend vers 0 et par le critere de Weyl, A € o(hy,).
On obtient donc presque stirement I'égalité voulue.
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4.4.2 Un modeéle d’Anderson continu quasi unidimensionel

Consider the random family of matrix-valued one-dimensional Anderson-Bernoulli opera-
tors

clwgn)l[oll](x — Zl’l) 0
OIN+V+ Y (4.2)

nez

2

Hy(w) = —ia

0 Cng\I]q)l[o,l}(x —li’l)

acting on L*(R) ® CN, where N > 1 s an integer, I is the identity matrix of order N and [ > 0
is a real number. The matrix V is a real N x N symmetric matrix, the space of these matrices
being denoted by Sy (R) . The constants cy, . . ., cn are non-zero real numbers.

Foreveryi € {1,...,N}, (wfn) )nez is a sequence of independent and identically distributed
(ii.d., for short) random variables on a complete probability space (€Y, A;, P;), of common law

v; such that {0,1} C supp v; and supp v; is bounded. In particular, the wl(n)’s can be Bernoulli
random variables. The family {H;(w)}weq is a family of random operators indexed by the
product space

nez nez nez
We also set, for every n € Z, w) = (w%"), ... ,wg’;)), which is a random variable on (Q; ®
0N, A Q@ AN PI®---®Py) oflaw 11 ® - - - ® vy. The expectation value with respect
to P will be denoted by E(-).

As a bounded perturbation of —f—; ® Iy, the operator H;(w) is self-adjoint on the Sobolev
space H2(R) ® CV and thus, for every w € ), the spectrum of H;(w), denoted by ¢(H;(w)), is
included in R. Moreover, because of the periodicity in law of the random potential of H (w),
the family {H;(w) }weq is [Z-ergodic. Thus, there exists £ C R such that, for P-almost every
w € O, X = o(H(w)). There also exist Lpp, Xac and X, subsets of R, such that, for P-almost
every w € O, Yoy = 0pp(Hj(w)), Lac = 0ac(Hj(w)) and Xse = 0s.(Hj(w)), respectively the
pure point, absolutely continuous and singular continuous spectrum of H;(w).

We can give an explicit description of the almost-sure spectrum X of {H;(w)}weq. For

w0 = (wgo),. ) .,wl(\(,))) € supp (11 ® --- @ vy), we denote by Ei"(o), .. .,E%(O) the real eigen-

(0) (0)

values of the real symmetric matrix V + diag(c1w1 se e CNWY ). Then, we have

5 = [0, 400) + U (£, By (4.3)
wO esupp (11®-+-@VN)

In particular, X does not depend on the parameter /. In the proof, we will use the specific form
of the potential, in particular the fact that V is constant and, in the random part, the fact that
the single site potential is of the form 1 ;; instead of a generic single site potential v € L} .(R)
supported on [0, ].

We fix I > 0. Letw € Q and n € Z.1f V is a matrix in Sy (R) , we set

Vom =V+ diag(c1w§n),...,cNaJ§\;1)) € SN(R). (4.4)
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Let x € IR. We set
Vo(x) = Y 1 p(x = In) @ V0. (4.5)

nez

We denote by V,, the maximal multiplication operator by the function x — V,(x). Since
(w™),ez is a sequence of i.i.d. random variables and since for every n € Z the function
x = 1y (x — In) ® V() is constant on [In, [(n + 1)], the almost-sure spectrum of the [Z-ergodic

family { Vi }weq is
(0) (0)
(V) = U {E¢,. . EY L (4.6)
wO esupp (1 ®--@uy)

We recall that if we consider the operator — & on L2 (R) ® C of domain H?(R) ® C, we have

dx2
dZ
ag f— — frd O, —'I—OO . 4.7
(~5) = 0+ )
Now, since the operator — ;—; ® Iy is deterministic, its almost-sure spectrum is

2
) (—;xz ® 1N> = [0, +00). (4.8)

For any w € Q, V,, is a bounded self-adjoint operator on L?(IR) ® CN and —f—; ® IN is
self-adjoint on H?(IR) ® CN. Then, adapting the proof of [8, Theorem 4.10, Chapter V], we get
that every A € X satisfies A € Z(—j—; ® In) + 2(V,,) and thus, ¥ C Z(—% ® In) + (V).
Indeed, if A < min(0,infX%(V,,)) then it is almost-surely in the resolvent set of — ;—; ® IN + V.
At least, a direct application of the result of Kato leads to

o C [—max(|infX(Vy,)], |supZ(Vy)|), +00).

Conversely, let « € Z(—;—; ® In) and let B € %(V,,). Then, « € [0, +00) and in particular,
S cT(—(f—;). One can find a sequence (g,) e of elements of H*(R) ® C such that

@) llgplliz(ryec = 1forevery p € N,

i) || — g; — agpl|l12(r)wc tends to 0 as p tends to infinity,

(iii) supp gy C [~ (p+1),(p +1)] for every p € IN.
To construct such a sequence (g,)pcN, We can consider a solution of the ordinary differential
equation —u"" = au, for example the function u : x +— e!V**, Then, we multiply this solution by
a sequence of functions (x,)pen Which are compactly supported in the interval [—(p + 1), (p +
1)], constant on the interval [—p, p] and such that ||xp||;2(r)ec = 1 for every p € N.

Letm € IN and n € Z. We set

" ={weq; pea(Vyw)and w™ =@l = ... = tmy, (4.9)

where (V) = {E¥", ..., E¥"}. We remark that

(V) = U oV o) = U o(Vym), foranyn € Z.  (4.10)
w® esupp (11®---@Vy) wm esupp (1@ @vy)
We also set
0 ={weQ; Beo(V,w)and w™ = ... = @M for infinitely many n € Z}. (4.11)

Since (a)(”) Jnez is a sequence of i.i.d. random variables, we have

P(Ql(m)) _ P(Q](.m)) for any (i,j) € Z* such that i # j. (4.12)
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Moreover, as € £(V,,), by (4.10) and the fact that the random variables w™ areiid., wehave
P(QY") > 0forany n € Z. (4.13)

nez are independent and we can apply Borel-Cantelli’s lemma to

Finally, the events (QEZL)”)

obtain
P(Q™) =1 forany m € N. (4.14)
We set
O ={weQ;¥meN, gpea(V,wm)and w™ = ... = 0™ for infinitely many n € Z}.
Then, (); is the countable intersection of the Q™) and, by (4.14), P(()1) = 1. We set
M ={weQ; oc(H(w)) =2}

By definition of ¥, we have P(();) = 1. Thus, if we set Qg = 1 N )y, we have P(Q)y) = 1. In
particular, Qg # @. We fix w € Q.

Let p € IN and let m € IN such that m > 2p + 2. Since w € (), there exists n € Z such
that B € o(V,) and w1 = " for every i € {1,...,m}. Since properties (i), (ii) and (iii)
of (gp)pen are invariant by translation, one may assume that supp g, C [1,n + m]. Moreover,
since w1 = ) for every i € {1,...,m}, V i = V, u foreveryi € {1,...,m}. Since
B € o(V, ), one can find an eigenvector f, € CN of the matrix V,, associated to  which
is also an eigenvector of V, .., associated to B for every i € {1,...,m}. We can assume that
|| fullcx = 1, where || - ||cv is any norm on CN.

Then, we set f € L2(R) ® CN which is equal to f,, on [, 71 4+ m] and equal to 0 on R \ [1, 11 +
m]. We have

n—+m

(Vw—B) f= Z ) fut Y (Vo) —B)-0=0, (4.15)

j€z\{n,...n+m}
since f, is a common eigenvector to the matrices V, ( forj € {n,...,n +m}.
Now we can define h, = g,f for every p € lN Then h, € HZ(]R) ® CN because g, €
H?*(R) ® C, supp gy C [n,n+m]and f € L*(R) @ CN is constant on [n,n + m]. We have
th"”%ﬁ(]R)@CN = / |1gp(x) chdx (4.16)
- |gp<x>|2 1follZndlx
[n,n+m]
= [ lgp(@)Pdx = [Igllizmecy = 1
[n,n+m]

since supp g, C [1,n + m]. We also have, using (4.15),

2
() = e B) illisagoes = ||( =gz @ =) Iyt (Vo= )by

L2(R)®CN

= ||(=8p—agp)f +8p(Vr = B) 'f’ L2(R)@CN

= (8 —agp) R)@CN

2
mec” (i‘é{i o)

4

"
< —8p — &&p I

= ||-8,— 8

L2(R)®C
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by sup, g [|f(¥)l[¢y = [Ifulley = 1. By (ii), we obtain that || (H)(w) — (& + B)) - |l r2(r)cv
tends to 0 when p tends to infinity. Combining this with (4.16) and applying Weyl’s criterion
with the sequence (/,),en, we obtain a + B € ¢(H;(w)). Since w € (), we have a +p € X.

Thus, Z(—f—; ® IN) +X(Vp) C X and finally

d2
S—% <_dx2 ® 1N> FR(Ve) = [0, +00) + U (¢ E9"). (@417)
w© esupp (11®---Qvy)
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Chapitre 5

Exposants de Lyapunov

Le but de ce chapitre est de présenter comment s’étudie la convergence des suites de pro-
duits de matrices aléatoires i.i.d.. En particulier, on cherche a comprendre comment se généralise
la loi des grands nombres a ce cadre.

Dans toute la suite, N > 1 désigne un entier.

5.1 Exposant de Lyapunov dominant et théoreme de Fiirstenberg-
Kesten

Soit (Q), A, P) un espace de probabilité complet. Nous commengons par introduire 1’expo-
sant de Lyapounov dominant d"une suite de matrices aléatoires i.i.d. de GLy(R) , soit (AY)eN-

Définition 5.1.1. On suppose que 'espérance E(log™ ||A§ ||) est finie. Alors la limite suivante appar-
tienta RU {—oo0} :

.1
v = lim “E(log||A;; - AF])
Nous I'appelons I'exposant de Lyapounov dominant associé a la suite (A% ) neN-.

Par équivalence des normes en dimension finie, ¥ ne dépend pas du choix de la norme sur
Mn(R).
Démonstration : Posons S, = AY_; --- Ay. Alors, quitte a choisir une norme sous-multiplicative
sur Mn(R), ona
1Sl < Al - [[AF]]
Puis, sous I'hypothese que I'espérance E (log™ || A ||) est finie, on a aussi l'intégrabilité de
log™ ||Su|| par indépendance et multiplicativité de ’espérance dans le cas indépendant.
On peut alors écrire, pour tous p,n € NN,

E(log" |[Snipll) < E(log||A7,, -+ AYl]) + E(log [|A7; - - AF'[])

= E(log" [|Sy[]) + E(log™ [[Snl|)

en utilisant le caracteére i.i.d. dans le premier terme. Ainsi, la suite (E(log™ |[S,||))nen est

sous-additive et 2E(log™ ||S,||) converge vers inf,>1 = E(log™ ||S,||) dans R U {—o0}.

|

Exemple 5.1.2. Si on suppose que chaque matrice Ay est diagonale de coefficients diagonaux ay; pour
i € {1,...,N}, alors v = sup,E(log|ag|) et par la loi forte des grands nombres usuelle, v =

limy,—, oo + log(||Sn||) pour presque tout w.
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Ainsi la convergence en espérance est obtenue aisément. Cette convergence a aussi lieu
presque stirement, ce qui est un résultat moins évident. Il est possible de le démontrer directe-
ment a 'aide de la théorie des cocycles comme cela est fait dans [1]. La convergence presque
siire est aussi une conséquence du théoreme ergodique sous-additif de Kingman.

Soit T un ensemble qui peut étre soit N ou Z, soit R ou [0, +0c0). On consideére alors un
semi-groupe ® = {6; | t € T} de transformations de Q) qui préservent P. On appelle alors le
quadruplet (2, A, ©®, P) un systéme dynamique.

On dit qu'une variable aléatoire Z sur () est invariante par rapport a @ lorsque pour tout
t € T, Z o6, = Z. Enfin, un systeme dynamique (Q), A, ©, P) est dit ergodique lorsque toute
variable aléatoire invariante par © est P-presque stirement constante.

Définition 5.1.3. Un processus aléatoire réel {X(t) | t € T} sur (Q), A, ©,P) est dit sous-additif
lorsque
X(0)=0et Vs,t €T, X(t+5s) < X(t) + X(s) 0 6.

Dans le cas d"une égalité, on parle de processus additif.

Théoreme 5.1.4 (Kingman discret). Soit {X(n) | n € IN} un processus sous-additif tel que
1. pour tout n € N, X (n) est intégrable,
2. Lasuite (LE(X(n)))u>1 est bornée inférieurement.

Alors, il existe une variable aléatoire Z invariante par rapport a © telle que (:X(n))y>1 converge P-
presque silrement et en espérance vers Z. De plus, E(Z) = inf,>1 1 E(X(n)).

A Taide de ce théoreme, on peut démontrer le théoreme de Fiirstenberg-Kesten.

Théoréme 5.1.5 (Fiirstenberg-Kesten). Soit (A% ),eN une suite de matrices aléatoires i.i.d. de GLn(R) .
On suppose que 'espérance E(log™ || A§ ||) est finie. Alors, P-presque stirement la limite suivante existe
et

1
lim —log||AY ... AF|| =1,

n—+oo n

I'exposant de Lyapunov dominant.

Démonstration : Cas 1. Supposons v € R. Alors, le processus (1log(||Sx||))nen est sous-additif
pour © = {Id} etles hypotheses du théoreme de Kingman sont vérifiées par la démonstration
de la Définition 5.1.1. D’ot1 le résultat dans ce cas.

Cas 2. Supposons y = —o0. Dans ce cas on ne peut plus directement appliquer le théoreme
de Kingman. Toutefois, fixons m € IN* et pour tout entier n > 1, effectuons la division
euclidienne de n parm, n = gqm+ravecq > 0et0 <r <m.Ona

1 1 " "
;bg(llsnll)Sglog(llAn_l- Agniall) + log(llA A
1 1= " 1
S; Z log([[A¥]]) + — ZIOg AG aym - Ajmesall)
1 w
S; Z log(||A{]) + ( ZIOg | Afic1ym - ]mml))

La premiére somme a un nombre fini fixé de termes majoré par m qui est indépendant de
n. Donc le premier terme de la majoration tend vers 0 lorsque n tend vers 'infini. Pour le
second terme, on peut appliquer la loi des grands nombres usuelle pour obtenir

lim - Z:log A 1y - Ajmga 1) = E(og([[Ay—1 - - AF]),

g—+o g
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Comme g tend vers l'infini lorsque 7 tend vers I'infini, on en déduit que

. 1 1 w w
vm € N*, limsup — log(|[Su[[) = E(log(|| Ay - - - AY[])).

n——400

En faisant tendre m vers 'infini on obtient finalement

1 1
I | — 1 _
oo < lim inf ~log ([[Sull) < timsup - log([[Sull) < 7 = —ee.

Donc la conclusion du théoreme est vraie avec la limite et y valant —oo.

5.2 Suites de matrices aléatoires dans GL,(IR)

Avant de passer au cas général, voyons ce qui se passe dans le cas de produits de matrices
aléatoires inversibles 2 x 2, les interprétations géométriques étant plus simple dans ce cas.

5.2.1 Théoréme de Fiirstenberg

On souhaite trouver des conditions simples permettant d’affirmer que pour deux vecteurs
non nuls x et y dans RV, les vecteurs aléatoires S,x et S,y tendent a s’aligner dans la méme
direction exponentiellement vite.

Pour x € RN non nul, on considére x sa classe dans P(RN) et si M € GLx(R), on pose
Mx = Mx. Puis, si x et y sont deux vecteurs unitaires dans RY, on définit leur distance par

5(%,7) = (1— (x[y)?)?

qui est le module du sinus de I’angle entre X et i lorsque N = 2. On suppose maintenant que
N = 2. Dans ce cas, si x = (x1,x2) ety = (y1,y2) alors

_ |x1y2—x2y1|
0(X,7) = —(/—— "o
% 9) = =TTl

et cela définit bien une distance sur P(IR?). Quitte a remplacer chaque A par | det(A%) Im2A9,
ce qui ne change rien a S,% (puisque 1’on est dans l'espace projectif), on peut supposer que
| det(A¥)| = 1. Dans ce cas, un calcul direct pour S, = (75) avec |ad — bc| = 1 donne que

el
O(SnSu) = 115 2T TISu O P

Or, siy > 0, on est assuré qu'il existe une seule direction du plan dans laquelle ||S,x|| décroit
exponentiellement. C’est I’énoncé du théoreme d’Oseledets qui nous assure que si ¥ # 7, alors
'une des deux normes ||S,x|| ou ||S,y|| croit exponentiellement vers +oo. Ainsi on a toujours
que la distance 6(S,X, S,,7) décroit exponentiellement vers 0.

Théoreme 5.2.1 (Oseledets dans SL,(IR)). Soit (An)nen une suite de matrices dans SLy(R) telle
que
(i) imy o0 2 In||Ay|| =0

(ii) oy =iy oo 3 In(|| Ay - Ag]]) > 0.
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Alors il existe un sous-espace V_ C R? de dimension 1 tel que
1. Vo € Vo, v #0, limy, o + In(||Ay - - Ay0]]) = —
2. Vo ¢ V_, limy i - In(||Ay - - Ar0]]) =

On cherche donc des conditions pour avoir v > 0. Ces conditions sont données par le
théoreme de Fiirstenberg.

Théoréme 5.2.2 (Fiirstenberg). Soit (A¥),eN une suite de variables aléatoires dans GL,(R) de loi
commune p. Soit Gy le plus petit sous-groupe fermé de GLy(IR) contenant le support de p, appelé
sous-groupe de Fiirstenberg associé a (AY)ueN. Supposons

(i) Pour tout M € Gy, |det(M)| =1,
(i) Gy n'est pas compact,
(iii) il n'existe pas de réunion finie L de droites de R? telle que M(L) = L pour tout M € G.
Alors,

1. Pour tous %, € P(IR?), P-presque stirement,

ngrfwé(s %,Sy7) = 0.
2. Si E(log™ (||AY|])) est finie, il existe v > O tel que pour tout x € R%, x # 0, P-presque
sfirement,

Tim " og(([S,al]) = Tim_og(][Syl]) = 7.

L'hypothese (iii) peut étre difficile & vérifier. Toutefois, si u est telle que (i) et (ii) sont vraies,
alors (iii) est équivalent a la propriété (iii)’ suivante

(iii)) vz € P(R?), #{M.x | M € G,} > 3.

Pour une démonstration de cette équivalence, voir [1][Proposition 4.3], page 31.

5.2.2 Application au modele d’Anderson discret 14 a valeurs scalaires

Nous allons appliquer le théoréme de Fiirstenberg a un premier exemple de suite de ma-
trices aléatoires i.i.d. dans GLy(IR) issu du modele d’Anderson discret en dimension 1 et a
valeurs scalaires.

Soit (0}, A, P) un espace de probabilité complet et soit (wy, ),z une suite de variables aléatoires
i.i.d. de loi commune v telle qu'il existe 2 # b, {a,b} C supp v et supp v est borné. Posons

(Q, A, P) (@Q R A K P)
nez nez nez

Si
L B2 - A@)
“o (un)nEZ — _(un+1+un71>+wnun

alors {h }weq est une famille ergodique d’opérateurs aléatoires de spectre presque-sir [—2,2] +

supp v.
On souhaite étudier le comportement asymptotique des fonctions propres généralisées de
h,. Si E est dans le spectre presque-stir de h,,, on cherche donc a comprendre le comportement

asymptotique des suites (1, )qcz telles que

Vn€Z, —(Ups1+ ty_1) + wntly = Euy,.
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Cette équation s’écrit

Mn+1 o C(Jn—E -1 Up
ez () (3 (). o

e = ()

La matrice T (E) est appelée matrice de transfert en n. La suite (T¢ (E))ncz est une suite de
matrices aléatoires dans SL;(IR) , indépendantes et identiquement distribuées, de loi commune
 induite par la loi v des variables aléatoires wy,.

Le comportement asymptotique de (i,),cz se ramene, par itération de (5.1), a celui du
produit T (E) - - - T’ (E). L'exposant de Lyapunov dominant de cette suite de matrices est bien
défini et nous allons montrer qu'il est strictement positif.

Puisque les matrices de transfert sont i.i.d., le plus petit sous-groupe de SL,(R) contenant
le support de p est décrit par

Posons alors :

G = {Ty’(E) | wo € supp v}).

Tout d’abord, on a bien que les matrices dans G, sont toutes de déterminant 1. Montrons que G,
n’est pas compact. Pour cela, nous allons exhiber une suite non bornée dans G;,. Par hypothese

sur la loi de wg, on a
a—E -1 b—E -1 cG
1 0o )’ 1 0 e
a—E -1\ [(b—E -1\ " (1 a—b cc
1 0 1 0 L0 1 #

et pour toutn € IN,
1 a-=b\" (1 n(a—>b)
(0 1 >_<0 1 )GGP’

qui contient donc une suite non bornée puisque a — b # 0.

Puis,

I1 reste & montrer que pour tout ¥ € P(R?), #{Mx | M € G,} > 3.Soit x = (x1,x2) € R?,
x # 0. Supposons que x, # 0. Alors, on montre par simple résolution de systemes que pour
A= ((1) ”Ib ), les vecteurs Ax, A%x et A3x sont non colinéaires deux a deux ce qui permet de
construire 3 éléments distincts dans {MX | M € G, }.Si x; = 0 alors x; # 0 et on considere B =
(L) = (7Y - ("7E 1) € Gy puis les vecteurs Bx, B%x et B3x qui sont non colinéaires
deux a deux.

Ainsi, le théoreme de Fiirstenberg s’applique et nous assure que 1’exposant de Lyapunov
associé a la suite des matrices de transfert est strictement positif. On a plus précisément : VE &
R, y(E) > 0.

Par le théoreme d’Oseledets, il existe P-presque stirement uniquement des solutions ex-
ponentiellement croissantes ou exponentiellement décroissantes a 1'équation h,u = Eu. Une
solution exponentiellement décroissante (en +o0), ne s’obtient que pour une condition initiale
U4 € V. Toute autre condition initiale conduit a une solution exponentiellement croissante
en +oo.

On peut définir I'exposant de Lyapounov en —co par la formule :

7-(E) = lim llli(logH(Tﬁ’nﬂ(E)Y1 (TS (E) M)

n—oo N
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Puisque (TﬁjnH(E))il T (T(SU(E))i1 = (T’(E) - - - T, 1

E(log ||(T¢,1(E)) ™" -+ (T¢'(E))~']) = E((Su(E))™)

Orsi] = (Y,'), onal(JS,(E)J7!) = (Su(E))™" et comme la transposition, | et ]~ sont
des isométries, on obtient que y_(E) = v+ (E) = y(E). Celui-ci est de méme strictement po-
sitif pour tout E € R par le théoreme de Fiirstenberg. Toujours par le théoréme d’Oseledets,
une solution exponentiellement décroissante en —co, ne s’obtient que pour une condition ini-
tiale v_o, € V_. Ainsi, pour obtenir un vecteur propre dans ¢2(Z), il faut avoir Vect(v ) =
Vect(v_oo).

Il convient de faire attention au fait que ce que I'on vient d’affirmer dépend de E. Si E varie
dans un ensemble non dénombrable (par exemple un intervalle de IR), I'ensemble des w € ()
pour lesquels, pour tout E 'exposant de Lyapounov n’est pas strictement positif pourrait étre
de mesure non nulle et méme de mesure 1. Par exemple, on ne peut pas affirmer que P-presque
stirement, pour tout E € IR, toute solution de h,u = Eu est exponentiellement croissante ou
décroissante. Cela nécessite une analyse plus poussée.

Par contre, nous verrons au chapitre 6 que cela implique déja I’absence de spectre absolu-
ment continu presque str pour la famille {4, }weq.

(E))~!, on a par le caractere i.i.d.,

5.3 Suites de matrices aléatoires dans Sp(R)

5.3.1 Puissances extérieures

Nous allons définir les puissances extérieures d'un espace vectoriel E de dimension finie.
Pour fixer les choses et puisque nous serons de toutes fagons dans ce cadre par la suite, nous
allons considérer que cet espace vectoriel est RN pour N un entier fixé.

Définition 5.3.1. Pour p € {1,...,N}, APRN est I'espace vectoriel des formes p-linéaires alternées
sur le dual (RN)*. L'espace vectoriel A\PRN est appelé puissance extérieure p-ieme de I'espace RN.

Pour uy, ..., u, dans RNet fy,.. ., fp dans (RN)*, on pose :
(u1 FANAN I/lp)(fl, e /f]ﬂ) = det((fl(u]))zlj)

Tout vecteur de la forme u; A ... A uy sera appelé p-vecteur décomposable. A 1'aide de ces
vecteurs p-décomposables, on peut définir une base de I’espace APRN de la maniére suivante.

Proposition 5.3.2. Soit p € {1,...,N}. On a les propriétés suivantes :

1. Si(uy,...,uy) est une base de RN, alors {uy A ... Auj, |1 <iy <...ip < N} est une base
de APRV.

2. Pour uy,...,up dans RN, ug A ... A up est non nul si et seulement si les vecteurs uy, ..., up
sont indépendants.

3. (u1,...,up) et (vy,...,0,) engendrent le méme sous-espace si et seulement si il existe un réel
A # 0 tel que :
U Ao Aup = Av1 AL ADp)

Cette proposition justifiera que les opérations que nous allons définir sur APIRY le seront
simplement sur 1’ensemble des p-vecteurs décomposables.

Nous aurons a étudier dans la suite le comportement asymptotique des normes de suites de
matrices dont on voudra prendre la p-iéme puissance extérieure. Pour I'instant nous n’avons ni
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défini ce qu’est la puissance extérieure d’une matrice, ni la norme sur une puissance extérieure
d’espace vectoriel.

Tout d’abord, nous allons définir un produit scalaire sur APRN. Pour deux p-uplets (i1, ..., up)
et (vy,...,0p) de vecteurs de RN on définit le produit scalaire sur les p-vecteurs décomposables

par:
(Ut Ao ANup, o1 A AN vp) = det(((ug,v)))i )

ot (., .) est le produit scalaire usuel sur RY. On notera || || la norme associée.

Il nous reste donc a définir comment un élément du groupe linéaire GLy (R) agit sur APRN.
Si M € GLn(R) on définit un automorphisme APM de APRN en le définissant sur les p-
vecteurs décomposables par :

(APM)(ur A ... ANup) = Mug A ... A Muy,

On a alors la propriété de multiplicativité : AP(MN) = (APM)(APN).

Puis, la norme de I'application linéaire ou de la matrice AP M est la norme induite par || ||
sur APRN :
| AP M| = sup{||(A"M)o]| | o € APRY, [[o]| = 1}

On la note aussi || || dans la mesure ot dans la suite de notre propos il n'y aura pas, a 'usage,
de confusion possible entre la norme sur APRY et la norme d’opérateur qu’elle induit. Par la
propriété de multiplicativité de la puissance extérieure et la sous-multiplicativité de la norme
d’opérateur, on a pour M et N dans GLy(R) :

[ AP (MN)[| < [[ AP M| [| AP N|

On remarque que si K est une matrice orthogonale pour le produit scalaire usuel sur RY,
alors APK est encore orthogonale. Cette remarque nous conduit a la proposition suivante :

Proposition 5.3.3. Soient M une matrice dans GLN(R) et a;(M) > ... > any(M) > 0 les racines
carrées positives des valeurs propres de 'MM. Alors pour tout p € {1,...,N},ona:

AP M| = a1 (M) ...ap(M)

Démonstration : On écrit une décomposition polaire de M, M = KAU avec K et U des matrices
orthogonales et A = diag(a;(M),...,an(M)). Comme A’K et APU sont encore orthogo-
nales,ona: || A M|| = || A All|.

Orsi (ey,...,eN) estla base canonique de RY :
(/\”A)(eil VAN /\eip) = (lli] . ..aip)(eil VAN /\€ip)
Dot :
[[(APA)|| = sup{a;, e, 1< <...<ip <N} =a1(M)...ap(M)

Ce qui achéve la preuve.

Enfin, on peut aussi estimer le logarithme de la norme de AP M.
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Proposition 5.3.4. Soit M une matrice dans GLx(R) . On pose :
((M) = max(log™ ||M]|,log™ [[M~']])
Alors pour tout p € {1,...,N}, et pour tout vecteur unitaire w de N\PRN, on a :
[Tog (|| AP M[])| < pt(M) et [log(||(A" M)wl[])] < pt(M)

Démonstration : Cela se déduit de la proposition précédente comme expliqué dans [1], Lemma
5.4, page 62.

5.3.2 Théoréme de Fiirstenberg pour GLy(RR)

Notons tout d’abord que le théoreme de Fiirstenberg s’étend directement a au cas de suites
de matrices aléatoires dans GLy(IR) . Il donne alors la stricte positivité de 1’'exposant de Lyapu-
nov dominant.

L’exposant de Lyapunov dominant décrit le comportement exponentiel asymptotique de la
suite (A%),en dans I’espace RN tout entier, en somme, le comportement asymptotique global
de cette suite. Mais a lui seul, cet exposant ne permet pas de connaitre le comportement asymp-
totique exponentiel sur les sous-espaces propres de la matrice A% ;... Ay et donc de com-
prendre réellement la dynamique associée a cette suite de matrices aléatoires. Pour pallier cette
difficulté, on définit d’autres exposants de Lyapounov, intermédiaires, qui permettent d’affiner
I'étude du comportement asymptotique de (AY),en. L'interprétation dynamique précise de
ces exposants de Lyapounov est donnée par le théoréme d’Oseledets.

Définition 5.3.5. Soit (A%),cz une suite de matrices aléatoires, i.i.d. dans GLn(IR) et telle que
U'espérance E(log™ || AY||) soit finie. Les exposants de Lyapounov 7y, . . .,y associés a la suite (AL ) e
sont définis de facon inductive par v; = 7y (I'exposant de Lyapounov dominant) et pour p > 2,

P 1
Y7 = lim E(log || AV (AL, ... A9)]
i=1

On peut voir que les sommes Y_!_ 7; sont en fait les exposants de Lyapounov dominants
associés aux suites (AP (AY)),ecz lorsque p varie. Ainsi, les limites existent et ces sommes ap-
partiennent a8 RU {—oo}. Si de plus E(log™ ||(AY)~!||) < +o0 (ce qui sera vérifié¢ automatique-
ment dans le cas symplectique), alors la proposition 5.3.4 s’applique et pour tout p :

1 P
‘Z'Yi

; < max(E(log™ ||Af']]), E(log™ ||(AF) '])) < +oo
i=1

Par suite, le cas ot1]"'une des sommes vaudrait —oo étant exclu, tous les exposants de Lyapounov
sont finis.

On peut donner une caractérisation de ces exposants de Lyapounov en fonction de la suite
des valeurs propres des matrices {(AY ;... AY)(AY_, ... AY).

Proposition 5.3.6. Si aj(n) > ... > an(n) > 0 sont les racines carrées des valeurs propres de la

matrice symétrique définie positive '(AY | ... AY)(AY ;... AY), alors, P-presque siirement,

.1 .1
Vpe{l,...,n}, vp = ;}E}c}o E]E(logap(n)) = lim —loga,(n)

n—oo 1
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Démonstration : On renvoie a [1], proposition 5.6, page 63.
|

En particulier, cette proposition justifie la numérotation des exposants de Lyapunov et le
vocable d’exposant de Lyapounov dominant puisqu’elle implique que 91 > --- > n. Nous
pouvons maintenant donner une interprétation géométrique de ces exposants de Lyapounov
intermédiaires.

Théoreme 5.3.7 (Oseledets). Soit (AY),cz une suite de matrices aléatoires, i.i.d. dans GLn(R) et
telle que espérance E(log™ || AY||) soit finie. Soient 1 > -+ > « ses exposants de Lyapounov.
Notons r le nombre d’exposants de Lyapounov distincts de valeurs Ay, ..., A,.

1l existe une suite décroissantes de sous-espaces mesurables de RN, (V¥)1<;<, 11 telle que

1
1. {0} =V¥, cVv¥cC---Cc VW RN

2. Vie{l,...,r}, x e VP\ Vi, & limy e L10g([1Sux|]) = As.

3. dim(V{) — dim(V},) est égal a la multiplicité de A,.

On souhaite a présent généraliser le théoreme de Fiirstenberg et obtenir des conditions
pour que les exposants de Lyapunov soient deux a deux distincts. La forte irréductibilité se
généralise ainsi :

Définition 5.3.8. Soit p € {1,...,N}. On dit qu'une partie partie S de GLn(R) est p-fortement
irréductible s'il n’existe pas de famille finie de sous-espaces stricts de \PRN, V3, ..., Vj telle que :

(ANPM)(VTU...UV,) =V U...UV
pour tout M € S.

La condition de non-compacité du sous-groupe de Fiirstenberg se généralise en la notion
de p-contractivité. Avant cela, définissont la notion d’ensemble contractant.

L'indice d’un sous-ensemble T de GLn(IR) est le plus petit entier r tel qu'il existe une suite
(My)nen d’éléménts de T telle que (||My||~'M,)qen converge vers une matrice de rang .
Alors, une partie de GLN(IR) est dite contractante lorsqu’elle est d'indice 1.

Rappelons qu’une mesure de probabilité P sur P(RY) est dite propre lorsque pour tout
hyperplan H dans RN, P({x € P(RN), x € H\ {0}}) = 0.

Alors, si T C GLn(R) est un ensemble contractant, pour toute mesure de probabilité P
propre sur P(RY), il existe une suite (M, ),cn d’éléments de T telle que M, P converge faible-
ment vers une mesure de Dirac.

En effet, soit (M, ),cN une suite d’éléments de T telle que (||M,||~*M,),cn converge vers

une matrice M de rang 1. Pour tout x € R" tel que Mx # 0, on a M, ¥ P Mzx. Mais,
n [ee]

puisque P est propre et puisque {x € RN, Mx = 0} est un hyperplan, on a

lim X = Mx ur P — presque tout .
n—>+ooM” Mx po presque to

Ainsi, si Im M = Vect(z), on a alors

li t=1z P— X.
; iToo Myx =z pour presque tout X

Cela signifie que M, P converge faiblement vers &-.
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Définition 5.3.9 (Ensemble p-contractant). Soient T une partie de GLN(R) et p un entier dans
{1,...,N —1}. On dit que T est p-contractant s'il existe une suite (M, ),cN dans T telle que la limite

suivante existe :

. NP M,
lim ——— =M
wthee [T AP My |

et soit une matrice de rang 1.

On peut voir cette propriété comme 1’analogue de la non-compacité dans le cas ot N = 2.
En effet, en supposant que toutes les matrices du groupe de Fiirstenberg ont un déterminant
de module 1 (hypothése (i) du théoreme de Fiirstenberg), alors la non-compacité de G, est
équivalente a son caractere contractant.

Supposons G, contractant. Alors soit (M;),cn une suite dans G, telle que (||My||~'M,)
converge vers une matrice M de rang 1. Alors,

0 = [det(M)| = lim | det(||My[|"'M,)| = lim_|[M][2|det(My)| = lim [|My]| % (52)

En particulier, ||M,|| tend vers +oo et G, est non borné donc non compact.

Réciproquement, si G, est non contractant, comme c’est un sous-groupe de GL>(RR), il est
forcément d’indice 2 puisqu'il ne peut étre d’indice 0 ou 1. Soit (My,),en une suite d’éléments
de G,. Alors la suite (||M,||~1M,) est une suite d’éléments de la sphere unité qui est compacte,
on peut donc en extraire une sous-suite convergente, soit (||My,, || "1 M,,,), vers une limite M.
Comme G, est d’indice 2, M est de rang 2 donc elle est inversible. Alors par (5.2),

0 # |det(M)| = lim |[My, |72

li
m—r—+o0
En particulier, (||My,,||)men est convergente, donc il en est de méme pour la suite (M, ) meN-
Dongc, de toute suite de G, on peut extraire une sous-suite convergente, donc G, est compact.

La p-contractivité s'interprete encore comme le fait que la partie T est assez “grande” pour
que l'on puisse y trouver une suite convergente vers une matrice de rang 1. Nous donnons
maintenant un moyen simple de s’assurer qu'un sous-ensemble de GLx(R) est p-contractant
pour tout p.

Proposition 5.3.10. Un sous-ensemble T de GLN(IR) qui contient une matrice ayant N valeurs
propres de modules distincts est p-contractant pour tout p € {1,...,N —1}.

Démonstration. Soit M une matrice dans T ayant N valeurs propres de modules distincts, {14, . ..

Alors AP M a une valeur propre simple dominante pour tout p dans {1,..., N — 1}. En effet si
uy, ..., un sont les vecteurs propres associés aux valeurs propres de M, alors :

Vp, (/\”M)(ul/\.../\uN) :Al...AN(ul/\.../\uN)
AP M21
(AP M2
de projection d'image ker(M — (A1 ...An)I) de dimension 1. Donc la suite ((APM)"),, est p-
contractante pour tout p dans {1,...,N —1}. O

Puis il vient, par la décomposition de Jordan de AP M que converge vers une matrice

Bien stir ce critére n’est pas un critere applicable en toute généralité pour prouver qu'un
sous-ensemble de GLN(R) est p-contractant pour tout p, mais dans certains cas simples il peut
suffire.

On peut maintenant énoncer un critére de séparation des exposants de Lyapunov dans
GLn(R) .
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Théoreme 5.3.11. Soit (A¥),eN une suite i.i.d. de matrices aléatoires inversible, d’ordre N et de
loi commune y et soit p un entier dans {1, ..., N}. On suppose que le sous-groupe de Fiirstenberg G,
associé a la suite (A )nen est p-contractant et p-fortement irréductible et que l'espérance E(log || Af'||)
est finie. On a alors :

L vy >7p1
2. Pour tout élément non nul x de APRN et pour P-presque tout w,

.1 P
lim —log || AP (AY_ ... A )x|| = Z’yi
i=1

n—oo 1

5.3.3 Théoreme de Fiirstenberg pour Spy (RR)

Dans les modeéles qui nous intéressent, nous sommes amenés a étudier des suites de ma-
trices de transfert qui sont naturellement dans le groupe symplectique du fait du caractéere
Hamiltonien du flot de ces modéles.

Définition 5.3.12. Le groupe des matrices symplectiques d’ordre 2N est le sous-groupe de GLyn(IR)
constitué des matrices M vérifiant :

'MIM = |

oi | est la matrice d’ordre 2N définie par | = (9 °,'). On le note Spy(R) . Dans la définition de ], I
est la matrice identité N x N.

On peut alors donner des premieres propriétés qui vont nous étre utiles dans la suite.

Proposition 5.3.13. Si M est une matrice dans Spy(R) .
1. 'M est dans Spy(R).
2. Si A est une valeur propre de M, alors % est aussi une valeur propre de M.

3. 11 existe deux matrices orthogonales K et U dans Spy(R) et une matrice diagonale A =
diag(m,...,aN,%,... LY avecay > ... > an > 1 telles que : M = KAU.

’ay
4 ||M[| = [IM~H].

Démonstration : Pour le point 1 on vérifie directement que si ‘MJM = ] alors en passant a
linverse, M~ 1] 1({M)"! = "L OrJ! = —Jetdonc M~ J(!M)~! = J,d’ots | = MJ'M
et 'M est dans Spy(R) .
Pour le point 2, si A est une valeur propre de M associée au vecteur propre v, alors :

1 1
MTo = —tMTMo = —
Jo A Mo )\]U

Ainsi 1 est une valeur propre de ‘M donc de M.

Pour le point 3, on renvoie a la preuve du lemme 3.1, page 88 dans [1], ot 'on voit que
les a; ne sont autres que les racines carrées positives des valeurs propres de la matrice
symétrique définie positive ' MM.

Enfin, pour le point 4, c’est une conséquence immédiate du point 3 car alors ||[M|| =
Al = [JA7H] = [[M~H].
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La définition des exposants de Lyapounov et le théoréeme d’Oseledets sont toujours valides
dans le cadre des suites de matrices aléatoires i.i.d. dans Spy(R). Nous avons méme deux
propriétés supplémentaires dans ce cadre. La premiére est que si E(log™ |[(A$)|]) < +oo alors
par le point 4 de la proposition 5.3.13, on a aussi E(log™ ||(A§) ~!||) < +oo et tous les exposants
de Lyapounov sont finis. La seconde est une propriété de symétrie.

Proposition 5.3.14. Si y; > ... > 7N sont les exposants de Lyapounov associés a une suite i.i.d. de
matrices aléatoires dans Spy (R ), alors, pour tout 1 <i < N :

Y2N—i+1 = —7i-

Démonstration : C’est une conséquence directe du point 3 de la proposition 5.3.13 appliqué a la

matrice symplectique (A% ;... A§)(AY ;... AY), de la proposition 5.3.6 et du fait que

log ﬁ = —log(a;(n)).

|

Cette propriété de symétrie nous dit que les exposants de Lyapounov associés a une suite
iid. de matrices aléatoires symplectiques peuvent se regrouper par paires et nous verrons
qu’alors pour montrer la séparation de ceux-ci, il nous suffira d’étudier les N premiers.

Définition 5.3.15. On dit que les exposants de Lyapounov sont séparés lorsqu'ils sont distincts :

Y1> Y2 > ... > V2N

Nous voulons a présent obtenir un critere de séparation des exposants de Lyapounov ana-
logue a celui obtenu dans GLy(R) . Malheureusement, I'action de Spy(R) sur A2R?N n’est
pas irréductible (donc a fortiori pas p-fortement irréductible). En effet, I’espace engendré par
YN e Aeny; est invariant par tout élément de Spn(R) . La notion de p-irréductibilité n’est
donc pas adaptée au cadre symplectique. Nous allons donc raffiner cette définition pour I’adap-
ter a nos besoins.

Nous introduisons la sous-variété p-lagrangienne de R2N. Soit (e1,...,e2n) la base cano-
nique de R?V.

Définition 5.3.16. Pour tout p dans {1, ..., N}, soit L, le sous-espace de N\PR*N engendré par { Mey A
...\ Mey, | M € Spy(R) }. On I'appelle la sous-variété p-lagrangienne de R*N.

L'espace projectif P(L,) est I’ensemble des sous-espaces isotropes de dimension p dans R*N
pour la forme bilinéaire donnée par le produit scalaire usuel.

Définition 5.3.17 (L,-irréductibilité forte). Soient T une partie de Spy(IR) et p un entier dans
{1,...,N}. On dit que T est Ly-fortement irréductible s’il n’existe pas d’union finie W de sous-espaces
stricts de L, telle que NP M(W) = W pour tout M € T.

La encore, par sous-espace strict, on entend sous-espace de L, différent de L, et de {0}. Le
fait de se restreindre a des sous-espaces stricts de L, permet d’éviter ’écueil sur lequel butait la
premiere définition. Mais cette définition est moins intuitive du point de vue géométrique que
la précédente, c’est pourquoi nous ne 1’avons pas donnée directement.

On peut alors énoncer le théoréeme nous donnant le principal critere de séparation des ex-
posants de Lyapounov.
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Théoreme 5.3.18. Soit (AY),en une suiteii.d. de matrices aléatoires symplectiques d’ordre 2N, de loi
commune y et soit p un entier dans {1,...,N}. On suppose que le sous-groupe de Fiirstenberg G, as-
socié a la suite (A} )nen est p-contractant et Ly-fortement irréductible et que I'espérance E(log || AY||)
est finie. On a alors :

1. vp > vps
2. Pour tout élément non nul x de L, et pour P-presque tout w,

1 P
lim = log || A (A9 ;... A§)x|| = Y
i=1

n—co 1

Ce résultat va surtout nous intéresser sous la forme du corollaire suivant :

Corollaire 5.3.19. Soit (AY),ecz une suite i.i.d. de matrices aléatoires symplectiques d’ordre 2N, de
loi commune y. On suppose que le sous-groupe de Fiirstenberg G, associé a la suite (AY),cz est p-
contractant et L,-fortement irréductible pour tout p € {1,..., N} et que I'espérance E(log || Af'||) est
finie.

Alors, les exposants de Lyapounov associés a la suite (AY) ez sont séparés, en particulier :
Y1>%>...>9n >0

Démonstration : Le fait que y; > 72 > ... > oy est1’application répétée du point 1 du théoreme
5.3.18 ci-dessus, pour chaque p dans {1,...,N —1}. Alors, ¢y est strictement positif car
d’apres la proposition 5.3.14, yn = —yn+1 et d’apres le théoreme 5.3.18, yn > yn41 et
donc on ne peut pas avoir yny = yn4+1 = 0.

Nous constatons donc que le lien est fait entre d’une part une propriété dynamique as-
sociée a une suite i.i.d. de matrices aléatoires symplectiques, en I'occurrence la séparation de
ses exposants de Lyapounov, et des propriétés plus géométriques d'un objet algébrique associé
a cette suite, le sous-groupe de Fiirstenberg. Cela constitue un critére tres puissant en pratique,
puisqu’il permet de ne pas avoir a étudier directement des limites de produits matriciels, mais
plus simplement de se ramener a des produits finis de telles matrices dans le sous-groupe de
Fiirstenberg.

5.3.4 Critére de Gold’sheid-Margulis

Il se trouve que les propriétés de p-contractivité et de L,-forte irréductibilité sont difficiles
a manipuler pour les modeles qui nous intéressent. Nous allons donner dans cette section un
critere algébrique puissant qui nous permettra de traiter nos modeles.

Nous commengons par rappeler la définition de la densité au sens de la topologie de Zariski
dans un groupe de Lie linéaire (i.e. un sous-groupe de Lie de GL,n(IR)). Nous garderons en téte
que nous souhaitons appliquer ces définitions et résultats au groupe symplectique Spy(R).

Définissons tout d’abord la topologie de Zariski sur My (R). On identifie pour cela My (RR)
aRRN’. Alors, pour S une partie quelconque de R[Xj, ..., Xy2], on pose :

V(S)={xe RN |VP €S, P(x) =0}
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Ainsi, V(S) est constitué des zéros communs aux polyndmes de S. On appelle ensemble algébrique
affine défini par S 1’ensemble V(S). On peut alors prouver qu'une intersection quelconque
d’ensembles algébriques affines en est encore un, ainsi que pour les réunions finies.

Ces ensembles algébriques affines sont donc les fermés d"une topologie sur RV ’ que l'on
appelle topologie de Zariski. La topologie de Zariski est celle pour laquelle les fermés sont les
zéros communs de familles de polyndmes.

Si on regarde la topologie de Zariski sur My(RR), cela revient a regarder des polynomes
en les N? coefficients matriciels. La topologie de Zariski sur GLy(IR) est la topologie induite
par la topologie de Zariski que 1’on vient de définir. Il en sera de méme pour la topologie de
Zariski sur tout sous-groupe de GLx(R), comme par exemple Spy(RR) ou le sous-groupe de
Fiirstenberg associé a une suite i.i.d. de matrices aléatoires.

On peut maintenant définir 'adhérence de Zariski d'un sous-ensemble de GLn(R) .

Définition 5.3.20. L'adhérence de Zariski d'un sous-ensemble G de GLn(R) est le plus petit fermé de
GLN(R) pour la topologie de Zariski qui contienne G. On le note Clz(G). Un sous-ensemble G' C G
est alors Zariski-dense dans G lorsque Clz(G") = Clz(G).

En d’autres termes, si G est un sous-ensemble de GLx(IR), Clz(G) est ’ensemble des zéros
dans GLn(R) des polynomes nuls sur G. Ainsi G’ est Zariski-dense dans G si tout polynéme
nul sur G’ est aussi nul sur G.

L’exemple classique de sous-ensemble Zariski-dense dans un autre est Z qui est Zariski-
dense dans R.

Nous donnons maintenant une propriété importante de 1’adhérence de Zariski : elle préserve
la structure de groupe.

Proposition 5.3.21. Si G est un sous-groupe fermé de GLn (R) , alors son adhérence de Zariski Clz(G)
est encore un sous-groupe de GLN(R) .

Comme de plus I'adhérence de Zariski d"un sous-ensemble est aussi un fermé pour la to-
pologie usuelle, on en déduit que I'adhérence de Zariski d"un sous-groupe de Lie de GLx(R)
est encore un groupe de Lie. Cela sera essentiel pour pouvoir considérer 1’algeébre de Lie de
I'adhérence de Zariski du sous-groupe de Fiirstenberg.

Nous disposons maintenant des définitions élémentaires nous permettant de présenter le
critéere de Gol’dsheid et Margulis.

Théoréme 5.3.22 (Gol’dsheid et Margulis). Soit G un sous-groupe de Spy(R) . Si G est Zariski-
dense dans Spy(R) , alors G est p-contractant et L,-fortement irréductible pour tout p € {1,...,N}.

Démonstration : D’apres [5], lemme 6.2 et théoreme 6.3, page 57, il suffit de prouver que la
composante connexe de I'identité de Spy(R) est irréductible dans L, et que Spy(IR) est
p-contractant, et ce pour tout p. Pour la p-contractivité, d’apres la proposition 5.3.10, il
nous suffit de trouver un élément de Sp(R) dont les valeurs propres soient de modules
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deux a deux distincts. Par exemple, la matrice suivante est dans Spy(R) :

2

N+1
€ Spy(R)

N|—
Wl

_1
N+1
et toutes ses valeurs propres sont de modules distincts. Ainsi on a déja prouvé que Spy(R)
est p-contractant pour tout p.

Pour étudier I'irréductibilité dans L, de la composante connexe de I'identité dans Spy (R) ,
on commence par rappeler que Spy(IR) est connexe. Ainsi la composante connexe de
l'identité dans Spy(IR) n’est autre que le groupe symplectique Spy(R) lui-méme. Nous
sommes donc ramené a prouver que Spy(IR) est irréductible dans L, pour tout p. Nous
devons donc montrer qu’il n’y a pas de sous-espace strict V de L, tel que (APM)(V) C V
pour tout M dans Spy(R) .

Supposons par 1'absurde qu’il existe un tel V. On écrit M = KAU avec K, A et U comme
au point 3 de la proposition 5.3.13. Alors si (ey, . . ., exn) est la base canonique de R?Y, on
a:

(ANPA)(er N...Nep) =ay...aper N... Nep

Et donc (APA)(V) C V. Maissie; A... Ae,estdans V, alors Mey A ... A Mey est dans V
et donc V = L,. Ainsi V n’est pas un sous-espace strict de L,. Donc ey A ... A ey est dans
W, I'orthogonal de V dans L. Alors,siw € Wetv € V:

(ANPMw, v) = (w, A’PM*v) =0

pour tout M dans Spy(RR) (car ‘M est aussi dans Spy(R) ). Ainsi, Mej A ... A Me, est dans
W pour tout M et donc W = L,. Cela contredit encore le fait que V est un sous-espace
strict de L. Et donc Spy(IR) est bien L,-fortement irréductible.

|

Avant de poursuivre, nous précisons tout de méme le lemme 6.2 et le théoréme 6.3 de [5]

invoqué dans la preuve précédente. En effet, l'utilisation que 1’on en fait ne correspond pas
exactement aux énoncés trouvés dans [5], mais nécessite quelques petites précisions.

Lemme 5.3.23 ([5], lemme 6.2). Soit p € {1,...,N}. Soient G un sous-groupe de GLon(R), X =
Clz(G) son adhérence de Zariski et X la composante connexe de l'identité de X dans GLyn(R). Alors,
la L,-irréductibilité forte de G est équivalente a l'irréductibilité de Xo dans L.

Démonstration : Pour prouver ce résultat, il suffit d’adapter a L, la preuve de [5]. On fixe p €

{1,...,N}.

Tout d"abord, supposons que la condition de Ly-irréductibilité forte est satisfaite par G.
On prouve alors que Xj est irréductible dans L,. Supposons par I'absurde que ce n’est
pas le cas et soit alors V un sous-espace stricte de L, invariant par tout ¢ € Xo. Rappelons
alors qu’'une variété algébrique n’a qu'un nombre fini de composantes connexes. Soit
alors X, ..., Xi les composantes connexes de X différentes de Xy. Pour touti € {1,...,k},
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on choisit un élément g; € X;. On considére alors 1'union suivante de sous-espaces stricts
de L, :

k
UsiV
i=1

Etant donné que Xy est un sous-groupe normal de X, pour tout couple (i, ) il existe un
s € {1,...,k} tel que giag; = gsc aveca,c € Xo.Or,sig € Xona:g = gjaaveca € Xo
pour un certain j € {1,...,k}. Alors, si x € U, &V, x = gvet gx = ggv = gjagiv =
gs¢v. Or cv € V car c € Xp et V est invariant par tout élément de Xy. D’our :

k
gxegVclJgV
i=1
et cette union est invariante par tout élément de X et donc en particulier par tout élément
de G, ce qui contredit la L,-forte irréductibilité de G.

Réciproquement, supposons que X est irréductible dans L, et soit Uf-‘zl Vi une union finie
de sous-espaces stricts de L, qui soit invariante par tout élément de G. Comme l'inva-
riance de cette union finie est une condition algébrique, cette union est aussi invariante
par X. On rappelle alors que 'action des éléments de X sur tout sous-espace de L, est
continue. Alors, pour ¢ € Xy dans un voisinage suffisamment petit de I'identité, gV; = V;.
Il vient, par connexité, pour tout ¢ € Xo, gV; = V;. Cela contredit la L,-irréductibilité de
Xo.

|

Lemme 5.3.24 ([5], théoreme 6.3). Soit p € {1,...,N}. Soit H un sous-groupe de Spy(R), et
soit X = Clz(H) son adhérence de Zariski. Supposons que X est L,-fortement irréductible et p-
contractante. Alors H est aussi p-contractant.

Démonstration : On peut reprendre point par point la preuve du théoreme 6.3 page 58 dans [5]

en remplagant R"™ par L.

|

Nous avons donc a notre disposition un critere puissant, effectif dans certains cas, permet-

tant de prouver qu'un sous-groupe de Spy(R) est L,-fortement irréductible et p-contractant
pourtout p € {1,..., N}.Ce critere suffit par exemple a étudier la cas d’opérateurs de Schrédin-
ger discrets a valeurs matricielles comme nous allons le voir a la section suivante.

5.3.5 Application au modele d’Anderson discret 1d a valeurs matricielles

Soit N > 1. On souhaite étudier 1'opérateur

?(z,cY) — 2(z,ch

B ) o (gt ) Vo)
w1 0
1
Vi =
1
0 1 ol
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avec les (w%n) Ynez, -, (W 1(\’,7 ) )nez qui sont des suites de variables aléatoires réelles indépendantes
et identiquement distribuées sur un espace probabilisé complet (Q), B,P), de loi commune v
dont le support contient au moins 2 points (par exemple 0 et 1 si ce sont des variables de Ber-

(n)

noulli). On pose aussi wn) = (wy”,.. .,wl(\';)) deloiv® - - Q.
Pour étudier les fonction propres généralisées de I'opérateur hY on résout 'équation

—(un+1 =+ I/lnfl) + Vw(”> u, = Euy,

ce qui conduit a introduire les matrices de transfert

(V,m—E —I
roie) = (% F 1)

Ces matrices de transfert forment une suite de matrices i.i.d. dans Spy(R) de loi commune p
et on peut donc considérer le sous-groupe de Fiirstenberg associé,

G(E) = (supp pE).

On a alors

Gy (E) = (T (E) | 0@ € {0,1}N) C (T, 0 (E) | w® € supp v®N).

w

On veut donc montrer que le sous-groupe engendré par 2 matrices, Gyoay(E), est Zariski-
dense dans Spy (IR) . Notons X (E) son adhérence de Zariski dans Spy(RR) .
On rappelle que l'algebre de Lie de Spy(R) est donnée par

spn(R) = {( ;lz —b}a ) , 4 € Mn(R), by eth symetriques} .

Pouri,j € {1,...,N}, soit E;; la matrice dans M (IR) avec un coefficient 1 a I'intersection de
la i-ieme ligne et de la j-iéme colonne, et 0 ailleurs. On pose aussi

.. 1/0 E;+E; E;; 0
VZ,]E {1,...,N}, Xl']': E < 0 Y 0 I ), Yz']':txi]', Zi]': ( Ol] _E]'i >

Soit d;; le symbole de Kronecker :

5 — 1 si i=j
T 0 sioi#£].

On remarque que la famille { X, Yi;, Zij }; j—1.n est une base de spy(R) . Par un calcul direct on
obtient, pour tous i,j,k,r € {1,...,N},

(W) [Zij, Xyr] = 0 Xir + 05 X

(i) [Yar, Zij] = 0uYrj + 0ir Yy

(iif) [Xij, Yier) = 50 Zir + 0je Ziic + i Zje + i Zje)
out [, | estle crochet de Lie habituel sur les algebres de Lie des groupes de Lie linéaires. De ces
relations on déduit que spy(R) engendrée par

{XiYilije{l... NL[i—jl <1}.

En effet, soit g 1’algeébre de Lie engendrée par cet ensemble. Soit i € {1,...,N}. Alors, Z;; =
2[Xz’i/ Yu] € get Zi,i+1 = Z[Xﬁ, Yi,i+1] €g. Ainsi, pour tous l,] € {1, ceey N}, ’Z — ]‘ <1, Zij cg.
Il vient, Xji1o = [Ziiy1, Yiqrivo), Yiito = [Yiiv1, Zisriv2] € g€t Ziin = 2[Xi1, Viv1,iq2) €
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g. Alors, pour tous i,j € {1,...,N}, |[i —j| = 2, Xjj, Yij, Z; € g. Par récurrence, on prcede
de méme pour les indices i, tels que |i — j| = 3 et plus généralement pour tous les indices
i,j € {1,...,N}. On prouve ainsi que {Xjj, Yij, Zij}ij-1.n est inclus dans g d’ott spy(R) C g.
Finalement, g = spy(R) .

De 14, pour démontrer le lemme 7.3.3, nous sommes ramenés a démontrer que, pour tout E € R,
l'algebre de Lie engendrée par {T, ) (E) | w® € {0,1}N} contient toutes les matrices XijetY;;
pouri,j€{1,...,N}, |i —j| <1.Soit

a(E) = Lie{ T, 0 (E) | w® € {0,1}V}. (5.3)

Pour démontrer que a(E) contient toutes les matrices X;; et Y;; fori,j € {1,...,N}, |i —j| <1,
on procede par étapes successives. Fixons E € R.

Etape 1. On prouve que les matrices de la forme :

(0 7)(p7)

ot D est diagonale, sont dans X(E).
On choisit T; et T, dans G(E) associées aux deux réalisations V; et V, de Vo). X(E) étant
un groupe, il est stable par inversion et produits. On a donc :

B::T1T2_1:<(I) Vl;%)EG(E)

_ I 0
c::Tlszz(Vz_Vl I>€G(E).

Fixonsi € {1,..., N}. On peut choisir V; et V, de sorte que

(1 Ei (10
s () we(L )
I 0 I nE;
n __ n __ 11
B‘(nEﬁ1>etc_<o 1)

Soit P un polynéme dans R[X1 1, ..., Xonon] tel que: Vi € Z, P(C") = 0. On fixe X;; = 1 pour
toutj € {1,...,2N} et X,; = 0 pour r # [ excepté pour X; n; et on considere :

Alors, pour toutn € Z :

o | o0
I - XiNti —

o ] 0
0 I

Pv: Xi,N+i — P

P est un polynéme en une ‘variable avec une infinité de racines, les n € Z. Donc P est
le polynéme nul et : Va € R, P(a) = 0. Cela signifie que P s’annule sur toutes les matrices

I OCEZ'Z' X
(0 I ).Deplus.

Va €R, ( é "‘]Isﬁ ) e X(E).
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Comme on a fixé un 7 arbitraire, on a pour i et j distincts :

I wEqq I anEnN . I wqEqj1+...+anvENN
Voél,...,ctNE]R,<0 I )(0 I )—(0 I >€X(E)

(é ?)EX(E)

pour toutes les matrices diagonales D. L’autre partie de cette premiére étape se traite de maniere
identique en utilisant C au lieu de B.

Cela implique que :

Etape 2 : On écrit :

I Dy _ (10 0 D,
(0 1>—<o I>+1><<O O)eX(E)
?)on obtient :

En dérivant au point ( (I)

On a aussi :

et la somme :
0 D
< D, 0 ) € a(E)
pour toutes matrices diagonales D; et D,. En particulier,
0 I
]—<_I 0>€a(E).

Mais, pour tout t € IR,

vt = (08 LY < xun

Pour t = 7 on obtient ] € X(E).

Etape 3 : Comme nous sommes dans un groupe de Lie linéaire, si z € a(E) et A € X(E),
alors AzA™! € a(E).

. . a
Etape4.Slz—<b2 _t,
1_ (0
]Z] _<I
0
0

—I a b 0 I\ _ [ -'a —b
)-(5 2 )-(2ro)= (50 0 ) e
En particulier, si (

0
> € a(E) alors < 15)1 8 ) € a(E) (puisque siz € a(E), —z € a(E)).

> est dans a(E), puisque | € X(E), en appliquant 1’étape 3 :

o

De méme pour On vient donc de montrer que pour notre construction, by et b,

oo oS

)
jouent le méme role.
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Etape 5: Puisque A = < Vaf‘” —01 > € X(E), A] ' = ( é Vﬁ“’) ) € X(E).

. . 0 0 IV .
EtapeG.Slz_(b2 0>Ea(E)etA—(O I)GX(E)alors.

BN

o

0 I
Vb, 0\ (1 V) [0 0
B o0)\o 1 by 0
Vb, —VbV

< 0 bV >€a(E)

et:
—Vb, —-VbV ) c a(E)

zﬁzA_le—z:< 0 e
2

Finalement :
(z14+27) = ( 0 bV ) € a(E).

E) une matrice avec un bloc hors de la diagonale, on peut placer

N —

—~

Si on peut construire dans a
ce bloc sur la diagonale.
Etape 7 : Montrons que I’on peut faire I'inverse, a savoir que I’on peut déplacer un bloc de

a0 )Ga(E)etAz(é ‘;)eX(EMlorSi

la diagonale hors de celle-ci. Si z = < 0 _tg

(0 Vta4aVv 10
zz—<0 0 >Ea(E)et(O I>—|—tzzeX(E)

pour tout réel t. En effet, zo = z — AzA~! et il suffit de prendre I'exponentielle de I'algebre de

Lie dans le groupe de Lie.

Etape 8 : On applique les étapes 2 et 6 avec b, = D une matrice diagonale et V = I, pour

obtenir :
D 0
21:<0 _D>EO(E).

Etape 9 : On peut donc supposer que D = E;;. On a alors, pour touti € {1,...,N},
Ei;
< 0 —E, > € a(E).
De plus, par le point 1, si D est la diagonale de V), alors < 0
Vi > € X(E) et:

I w
par 5, < 0 1
-1
I V. o I D, _
0 I 0 I o

I Vo0 —D,,o
( 0 [ € X(E).
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Or,
0 1 0
1
V0 — D0 = =W
0 1 0

Alors, si V; est la matrice contenant uniquement la i-iéme ligne et la i-ieme colonne de Vj,
Vi = E;iiVo + WEi; (car son unique élément diagonal qui aurait un facteur 2 est nul...). Alors,

pour ce Vj, par le point 7, on a ( é ‘? ) € a(E).

Etape 10. On rappelle que X;; = Xj; et Yj; = Yj;. Soiti € {1,...,N}. En appliquant encore
I'étape 7 avec E; 1,1 ou E;;1,11 et V; on obtient que Yj;_1 + Yji+1 € a(E). Pour i = 1, cela
signifie que Y1, € a(E). Alors, $Z1, = [Xi11,Y12] € a(E) et Z1, € a(E). Mais on a aussi
2X15 = [Z12,X2p2] € a(E) et Xy, € a(E). Alors, pouri = 2,0ona Yo1 + Yo3 € a(E). Mais on
vient tout juste de montrer que Y21 € a(E), donc Y23 € a(E). Par récurrence, on montre que :

Vi e {1,...,N}, Yiiv1 € CL(E).

On a aussi, pour touti € {1,...,N},

1
[Xii, Yiip1) = Ezi,i+1 ca(E) et [Ziip, Xip1,i11]) = 2Xi41 € a(E).
Cela montre que toutes les matrices X;; et Y;j pouri,j € {1,...,N} et|i — j| < 1sontdans a(E).
D’ot, a(E) = spy(R) .

Cela nous permet donc de déduire que le groupe de Fiirstenberg associé a I'opérateur hlY
est Zariski-dense dans Spy(R). On déduit de cela que les exposants de Lyapounov associés
sont séparés et en particulier ils sont tous strictement positifs et ce pour toute énergie E € R.

En appliquant le théoreme d’Oseledets, on en déduit que pour chaque énergie E fixée, et
pour P-presque tout w, on peut construire N solutions de hYu = Eu qui sont exponentiel-
lement décroissante vers 0 en +o0o. On peut faire de méme en —oo avec L solutions a priori
distinctes des L obtenues en +cc. En effet, dans ce cas les exposants de Lyapounov sont tous de
multiplicité 1.

Comme dans le cas scalaire, cela conduit, en adaptant la théorie de Kotani au contexte des
opérateurs de Schrodinger a valeurs matricielles, a I'absence de spectre absolument continu.
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Chapitre 6

Théorie de Kotani

6.1 Valeurs propres généralisées et spectre

Dans cette section, nous allons énoncer dans les cas discrets et continus des résultats per-
mettant de caractérisér le spectre a 1’aide de la notion de valeurs propres et de fonctions propres
généralisées.

Tous les résultats seront énoncés pour des opérateurs de Schrodinger. Ce sont des résultats
déterministes.

6.1.1 Cas discret

Nous allons commencer par énoncer les définitions et résultats voulus dans le cas d'un
opérateur de Schrodinger discret agissant sur £2(Z%).
Rappelons qu'une fonction u : Z? — R est dite polynomialement bornée lorsqu’il existe
C > 0etp > 0tels que
Ve Z%, lu(n)| < C(1+||n|e)?.

Dans cette section H = —Agjsc + V est un opérateur de Schrodinger discret de potentiel V
quelconque.

Définition 6.1.1. On dit que E € R est une valeur propre généralisée de H s'il existe une fonction
polynomialement bornée u : Z* — R qui vérifie Hu = Eu. Une telle fonction u est appelé fonction
propre généralisée.

Notons 0, _¢(H) 'ensemble des valeurs propres généralisées de H.

Précisons qu'une fonction propre généralisée n’est pas nécessairement une fonction propre de
H puisqu’elle n’est pas supposée dans (2(Z%).

Enfin, on dit que deux boréliens A et B de R sont égaux a un ensemble de mesure spectrale
nulle pres lorsque x 4\g(H) = xp\a(H) = 0. Avec cette notion on peut énoncer le théoreme de
caractérisation du spectre par les valeurs propres généralisées.

Théoreme 6.1.2. Le spectre de H est égal i 0, o(H) @ un ensemble de mesure spectrale nulle pres.
On en déduit le résultat suivant.
Corollaire 6.1.3. Ona o, ¢(H) C o(H). De plus,
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Soit B un borélien de R et soit #(B) = xg(H) la mesure a valeur projecteurs associée a
H. Alors, pour ¢, € (2(Z“), on pose pgyyp(B) = (¢, 1(B)y). En particulier, on pose, pour

m,n e Z4,
i (B) = (Om, u(B)dn).

Soit alors (&, ),cz« une famille de réels strictement positifs et tels que Y.« ¢, = 1. On définit
alors la mesure borélienne positive,

p(B) = Z &npnn(B),

nezd

appelée une mesure spectrale a valeurs réelles de H. On a
p(B) =0 sietseulementsi yu(B) = 0.

En particulier, deux boréliens sont égaux a un ensemble de mesure spectrale nulle pres si et
seulement si p(A \ B) = p(B\ A) = 0. De plus, on a

supp p = o (H)
et ce support ne dépend donc pas du choix de la famille (a,),,c -

La premiere inclusion dans le théoreme 6.1.2 s’énonce sous la forme suivante, connu aussi
sous le nom de Lemme de Sch'nol.

Lemme 6.1.4 (Sch'nol). Soit p une mesure spectrale a valeurs réelles pour H = —Agisc + V. Alors,
pour p-presque tout E € IR, il existe une solution u polynomialement bornée de I'équation Hu = Eu.

Démonstration : Soit B un borélien de R. Par Cauchy-Schwarz, on a

Vi, n € Z%, [tmn(B)| < |tmm(B) |2 | tnn(B)|2.

Comme par construction de p, les y,,, sont absolument continues par rapport a p, il en est
de méme pour toutes les .. On peut donc appliquer le théoréme de Radon-Nikodym
pour obtenir I'existence de fonctions p-intégrables F, ,, telles que

pna(B) = [ Fun(A)dp(A)

Comme ji,, , est une mesure positive, les fonctions F, , sont p-presque stirement positives.
De plus,

p(B) = Z X (B Z “n/an )dp(A / Z &y Fypn(A)dp(A).

nezd nez4 nez4

En particulier, p-presque strement, Y, cz¢ &, Fyn(A) = 1. On en déduit que p-presque
stirement, pour tout n € 74, Fin(A) < 037 On en déduit que

[ Fun0d0 )| = 1 (3)
< (pn,m(B))? (i (B))?

(/me )do(A )(/F A)dp(A )

<ty 2p(B).
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D’ou, p-presque stirement,
11
|Finn| < oom®ay * (6.1)
Or, par le calcul fonctionnel, pour toute fonction mesurable bornée f, on a

(G, F(H)01) = [ FN)Fun(M)dp(2).

En particulier, si ¢ est bornée a support compact, on prend f(A) = Ag(A) et on obtient

[ AW Ena(A)dp(1) = (6, Hg(H)on)
= (Hom, g(H)dn)
= |Z —(6mtp, §(H)8n) + V (m) (8, §(H)S1))
pl=1
- - / MForpn(W)do(N) + [ AgAV () Foa(A)dp(1)
p|=1
- / Ag(MYH™E,, (A)dp(A)

ott I'expression H™F,, ,,(A) désigne ’application de 1'opérateur H a la suite 1 — F,, ,(A).
Ainsi, pour toute fonction ¢ bornée a support compact,

/]R Ag(A) B (A / Ag(A mn(A)dp(A).

Ainsi, pour p-presque tout E € R et pour tout n € Z fixé, la suite de terme général
Um = Fun(E) est une solution de Hu = Eu. De plus, cette suite (i,,),,c« Vérifie d’apres
(6.1),

1
Vm € Z%, |um| < Cotm?.

Pour B > d arbitraire, on choisi alors a,, = c(1+ |m|)~P avec ¢ > 0 la constante de
renormalisation. Soit € > 0. Pour B = d + 2¢ on obtient 'estimation

3C >0, Vm € Z*, |up| < C(1+ |m])2+.

Cela prouve que (Uy;),,c 7z« est une solution polynomialement bornée de Hu = Eu et cette
suite est construite pour p-presque tout E € IR.

L'autre sens du théoréme 6.1.2 est donné par :
Proposition 6.1.5. Si I'équation Hu = Eu admet une solution polynomialement bornée, alors E €
o(H).

Démonstration : Pour L € IN on pose Ap = {m € Z | |m| < L} le cube centré en 0 et de coté
2L +1.SiS C Z% etu € £?(Z%), on note

[lulls = 3 fuml*.

mesS

Etape 1. Montrons par I'absurde que si u est polynomialement bornée et non nulle et si
I > 1, alors il existe une suite d’entiers (L, ),en qui tend vers l'infini et telle que

[l Ay,
[ullay,  nteo
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Dans le cas contraire, il existe 2 > 1 et Ly € IN tels que pour tout L > Lo,

ullar., = allulla,-

En itérant cette relation et en prenant L = Ly au départ, pour tout k € IN,

k
HuHALoJrkz >a HMHALO‘

Or, u est polynomialement bornée, donc on doit avoir 1'existence de C,C; > Oetdep € IN
tels que

I < C1(Lo + Ik)P < CKP.

| ‘AL0+kl

D’ou, pour tout k € IN, ak < CkP ce qui aboutit & une contradiction.

Etape 2. A présent, on se donne u une solution polynomialement bornée de Hu = Eu. On

la tronque en posant
] up si |m| <L
(uL)m_{ 0 sinon
Posons alors v;, = HulTHuL etSp = {m € 74 |L—1 < |m| < L+1}.Soitm ¢ Sp.Si

|m| > L + 1 alors dans 'expression de

((H=E)up)m = — Z <”L)m+p + (Ve — E)(ur)m
p|=1

tous les termes sont nuls donc ((H — E)ur), = 0. Si |m| < L — 1 alors dans cette méme
expression, uy = uetona ((H—E)ur)y, = ((H— E)u), = 0. Ainsi,

(H = E)uc|> < |[ullg, = Y, [unl® = llullA,,, = llullA, -
meSy

Or, par l’étape 1, il existe une suite (L,) qui tend vers l'infini et telle que

HuHAL,,+1 .
7
[[ullAy, , e

Alors

’ 2 B 2

Il — 3,
A, n—s-o0

[[(H = E)or,||* <
Ainsi, (vr, )neN est une suite de Weyl pour H et E, donc E € o(H).

|

Démonstration : On prouve le corollaire. Tout d’abord, on ¢, ¢(H) C o(H) par la Proposition
6.1.5. Comme le spectre est fermé, on obtient la premiere inclusion : 0, _¢(H) C o(H).
Puis, par le théoreme 6.1.2, ona p(R \ ¢, _¢(H)) = 0 d’olt

(R\ 0p—g(H)) No(H) = (R\ 0p—g(H)) Nsupp p = .
Dela, o(H) C 0p_¢(H).

a
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6.1.2 Cas continu

Pour les démonstrations et des références plus poussées on renvoie pour cette section a [19].
On commence par définir la classe de fonctions dans laquelle sera choisi le potentiel.

Définition 6.1.6. Soit V : RY — R. On dit que V € K, lorsque

1. Sid >3,
limsup [ Jx—y| 2|V (y)ldy = 0.
=0 cpa Jx—y|<a

2. 5id =2,
lim sup/ In(|x — y| )|V (y)|dy = 0.
2—=0 Rz J|x—y|<a

3. Sid=1,

sup/ |V (y)|dy < oo.
lx—y|<1

xeR
De plus, on dit que V € K};’C lorsque Vg gy € Kg pour tout R > 0.

Par ailleurs, on posera V_ = max(—V,0) et V. = max(V,0). On a alors le résultat suivant
dti a Sch'nol et indépendamment a Simon. On rappelle quune fonction u : RY — R est dite
polynomialement bornée lorsqu’il existe C > 0 et p > 0 tels que

Vx € RY, |u(x)| < C(1+ |x|)P.

Théoreme 6.1.7. Soit H = —A + V agissant sur H?(R?) avec V. € K¢ et V_ € K. Soit E € R tel
qu’il existe u polynomialement bornée solution de Hu = Eu. Alors E € o(H).

De fait, on peut affaiblir la condition “polynomialement bornée” pour u en :

VA >0,3C >0, Vx € R, u(x)| < Ce?ll,

Il n’est pas vrai en général que réciproquement si E € o(H), alors Hu = Eu posséde une
solution polynomialement bornée. Par contre, on a :

oc(H) = {E € R|Hu = Eu a une solution polynomialement bornée}

ol la barre est 'adhérence pour la topologie usuelle de IR.
Plus précisément, on peut énoncer une version continue du lemme de Sch’'nol comme
donnée dans [19][Théoreme C.5.4].

Théoréme 6.1.8. Soit V, € Kiet V. € Kyjet H = —A+V.On fixe 5 > 2. Alors il existe une
mesure spectrale i valeur réelles p et une famille { Ay, },>1 d’ensembles mesurables deux a deux disjoints
dont 'union est égale au support de p et tels que si E € Ay, il existe n fonctions uy(-,E), ..., uu(-, E)
vérifiant

1. Huj = Euj au sens faible contre la mesure p,
2.3C >0, Juj(x,E)| < C(1+12)3,

3. si E est fixé, les uy(-,E), ..., uy(-, E) sont linéairement indépendantes.

Démonstration : La principale difficulté est de construire dans ce cas la mesure p et de vérifier
le premier point. Elle s’obtient comme une trace :

p(A) =Te((1+ %) 2 E(A)(1+2%)7%)

Opérateurs aléatoires et modeles d’Anderson page 75



Chapitre 6. Théorie de Kotani

g

On retrouve alors 1'égalité énoncé plus haut en remarquant que si Ey € o(H), alors pour
tout e > 0, p(Eg — €,Ep + €) > 0 et pour tout E arbitrairement proche de Ey, Hu = Eu admet
une solution polynomialement bornée (on utilise ici la définition du support de p).

6.2 Théoreme d’Ishii-Pastur

6.2.1 Opérateur de Schrodinger a valeurs scalaires

Soit (0}, A, P) un espace de probabilité et soit T : 3 — ) une transformation inversible
ergodique. Soit f : (3 — IR mesurable et bornée. On pose :

Vwe ), VneZ, Vi = f(T'w).
On considere I'opérateur de Schrodinger aléatoire h,, agissant sur ¢2(Z) par :
(hott)y = —(Up1 + tp—1) + Vilu,.

On considere 1'équation h,u = Eu, E € R et la suite de matrices de transfert associée,

(T} (E))nez, donnée par
w Vi —E -1
e - E ).

A cette suite (T (E))nez est associé 'exposant de Lyapunov y(E) > 0. En effet, posons pour
ne?Z, Sy(wE)=TyE)--TYE)sin > 1etS_n(w,E) = (T 4(E)) - (T§(E)) ! si
n > 1. Alors les deux limites

. 1
7w, B) = lim o dog(]|Su(w, E))

existent pour P-presque tout w € Q. De plus, puisque S_,(w, E) = (T¢(E) - - - T%,,,(E)) !, on

a par le caractere i.i.d.,
E(log||S—n(w, E)||) = E((Sx(E))™")

)]
Orsi]=(9,') onal(JS,(E)J™') = (Su(E)) ! et comme la transposition, | et ]! sont des
isométries, on obtlent que v_(w,E) = 4 (w, E) = ¢(E), P-presque stirement.
De plus, comme det(S,(w, E)) = 1, au moins 1'une de ses valeurs propres est de module plus
grand que 1 et donc la norme de toute ces matrices est plus grande que 1. Donc par passage au
logarithme, (E) est positif.

On pose alors
Z={Ee€R|vy(E) =0}.

On rappelle aussi que si S C R, 'adhérence essentielle de S est définie par :
S ={E€R|Ve>0,Leb(SN(E—¢E+e¢)) >0}

Théoreme 6.2.1. Soit X le spectre absolument continu presque-sitr de la famille ergodique {hy, }weq-
Alors,

—=€ss

Sac C 2 (6.2)
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Démonstration : Nous démontrons cette inclusion par contraposée. Soit (2,b) C R un intervalle
et supposons que y(E) > 0 pour presque tout E € (a,b).
Soit A = {w € Q| y(w, E) = 0}. Alors pour Leb-presque tout E € (a,b), P(Ag) = 0.
On pose alors

A={(w,E) € Ox (a,b)|v4(w,E) # v-(w, E) ou les limites n’existent pas ou y(w, E) = 0}
et
Ay, ={E € (a,b) | v+(w,E) # v—(w, E) ou les limites n’existent pas ou y(w, E) = 0}.

Alors, par Fubini,
b
(P @ Leb)(A) = (Leb ® P)(A) = / P(Ar)dE = 0.
a

D’otl, pour P-presque tout w € ), Leb(A,) = 0. Ainsi, pour P-presque tout w € (),
¥(w, E) > 0 pour tout E € (a,b) hors d'un ensemble de mesure de Lebesgue nulle.

Par ailleurs, on sait par le théoreme 6.2.1 que

ER\a, () (Fo) = 0.

De plus, comme Leb(A,) = 0, par définition du spectre absolument continu, ona E¥ (he) =
0. Or, si E ¢ Ay, par le théoreme d’Oseledets, les seules solutions polynomialement
bornées de h,u = Eu sont exponentiellement décroissantes a 1'infini et sont donc des
vecteurs propres dans ¢%(Z). Comme ¢?(Z) est un espace de Hilbert séparable, il ne peut
y avoir qu'un nombre au plus dénombrable de tels vecteurs propres et on en déduit que

Leb( () N ((a,6) \ Aw)) = 0.

Il vient finalement, en utilisant dans la premieére égalité que E]R\(Tpfg( ) (hy) =0,

Efep) () = E?;b)%fg(hw)(hw) = Elapna, (ho) + Efan)no, o ()0 A, (he) = 0.
Ceci démontre bien l'inclusion voulue.

|

Remarque 6.2.2. Cette démonstration n’utilise pas le fait que I'opérateur de Schridinger est discret.
En effet, moyennant le fait que le lemme de Sch'nol est aussi valable dans le cas continu, a condition de
bien définir les matrices de transfert dans le cas continu (ce qui est aussi possible) cette démonstration
s’adapte directement.

Corollaire 6.2.3. Soit (a,b) C R, a < b, un intervalle. Si pour Lebesgue presque tout E € (a,b),
Y(E) > 0, alors e N (a,b) = .

Exemple 6.2.4. On considere i nouveau l'opérateur de presque-Mathieu HY agissant sur (2(Z.) par :
Yu € 12(Z), Vn € Z, (H )y = tpyq + thy_1 + Acos(w + 27mna)uy,

oil « est irrationnel, A réel et w € [0,277). Le potentiel est ici ergodique en considérant Q) = T muni de
la mesure de Haar. On va alors montrer que

VE € R, 7(E) > log (‘QD . 63)
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Si E € R, on considere la suite de matrices de transfert

w Acos(w +2mnx) — E  —1

Nous allons I'écrire sous une autre forme a l'aide relations trigonométriques.
Pour z € C, on pose z,, = ze27 ot on considere la matrice

A2 _ _
Z,(z,E) = < 7 (23 +21) Ezy (‘)Z” >
n

Pour z = e\, z,, = e2a+w ot

1
cos(w + 2mna) = =(z, + ln) & 2z, co8(w + 2mna) = 22 + 1.

2 Z
Ainsi,
zy(e, ) = ((MneRl I B 5 ro )
Zn 0
Alors,
1Zu(e, E) - - Zo(e, E)|| = |20 - - 20| || T\ (E) - -- TS (E) || = 1+ [[Su(w, E)]].
Si on pose

1 27 w w
7(E) = E(log |5, (. E)ll) = - [ log 1T (E) - i ()

alors, comme f : z +— 10g||Zn(2,E) - - - Zo(z, E)|| est sous-harmonique (elle est semi-continue supérieurement
et f(z) est inférieure a la valeur moyenne de f sur tout cercle centré en z), on a

A n+1
n(E) > 10g|[Zn(0,E) - - - Zo(0, E)|| = log QZD

)

Ainsi, v, (E) > (n+1)log (|4]) et par passage a la limite aprés avoir divisé par n + 1, on obtient
oun((3)

On peut alors appliquer le corollaire du théoréme d’Ishii-Pastur pour obtenir que pour presque tout
w € [0,271), le spectre absolument continu de HY" est vide pour |A| > 2.

car

O N>

2,08) =

6.2.2 Opérateur de Schrodinger a valeurs matricielles

Soit N > 1. On considére des opérateurs de la forme

LN EZ(Z,CN) — fZ(Z,CN)
@ (un) = (_(“n+1+”n71>+vw(n>”n)

ou les V (,) sont des matrices symétriques réelles i.i.d. sur une espace de probabilité complet
(Q, B,P). Ainsi, la famille {iY },,cq est ergodique.
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Pour étudier les fonction propres généralisées de I'opérateur hY on résout 'équation
_(un—H + un—l) + Vw(n)un = Euy

ce qui conduit a introduire les matrices de transfert

Viy—E —I
Tw(“)(E):< “’”I 0>~

Ces matrices de transfert forme une suite de matrices i.i.d. dans Spy(R) de loi commune i et
on peut donc considérer le sous-groupe de Fiirstenberg associé,
G(E) = (supp pe)-

Les exposants de Lyapunov en +oo sont alors bien définis et ils sont égaux et indépendants de
w pour P-presque tout w € Q).
Notation. Soit Qpy,p un sous-ensemble de () tel que :

L. P(Quyap) =1,

2. pour tout w € Opy,p les limites définissant les exposants de Lyapounov existent en +oo
et pour chaque p elles sont égales en +-co et —co,

3. pour tout w € Opyap, ces limites sont indépendantes de w.

On démontre, dans ce cadre des opérateurs a valeurs matricielles, un analogue du théoreme
de Ishii et Pastur sur la caractérisation du spectre absolument continu par les zéros des expo-
sants de Lyapounov.

Rappelons que pour w € Qyy,p, I'opérateur hYy a 2N exposants de Lyapounov qui peuvent étre
regroupés par paires de nombres réels opposés :

m(E) 2 -+ 2 N(E) 2 0 2 yn4a(E) = —=N(E) 2 -+ = 7on(E) = =1 (E).
Pourj € {1,...,N}, on pose
Zi={E€R|3L,...,h €{1,...,2N}, 1, (E) = -+ = 7, (E) = 0}.
Proposition 6.2.5. Soitj € {1,...,N}etsoit E € Z fixé. Soit w € Qpyap. Alors, tout sous-espace de
{pe (CMY2 | nNep =Eq, ¢ ¢ 1*(Z) 2 CN et ¢ est polynomialement bornée }
est de dimension au plus 2j.
Démonstration : On pose

Vool (E) = {9 € (CN)” | k¢ = Eg},

Vp(E) = {¢ € Vio1(E) | ¢ est polynomialement bornée },

et
Ve(E) = {9 € Vaai(z) | p € #(Z) 2 CN}.

Pour démontrer la proposition, il suffit de montrer que
dim Vp(E) < 2j+ dim Vp(E).
Pour ¢ = (¢n)nez et P = (Pn)nez dans Vi, (E), on pose

Wig,w) = (571 ().
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ouj = ((I’ BI ) Alors, W est une forme bilinéaire antisymétrique sur Vo (E). De plus,
puisque ¢ est dans V) (E), elle est déterminée de maniére unique par (if) et puisque

J est inversible, W est non-dégénérée. En effet, soit € Vi, (E) telle que, pour toute
¢ € Vil(E), W(e,¢) = 0. On applique cette égalité avec 2N suites ¢ distinctes, celles
telles que les () ) soient les 2N vecteurs de la base canonique de C?V. En écrivant ces

2N relations, on obtient un systéeme de Cramer de solution unique | (ij’) = 0. Puisque
J est inversible, on obtient < i(l’ ) = 0 et puisque ¥ est déterminée de maniére unique par
(ig’ ), on obtient ¢ = 0.

Comme W est une forme bilinéaire antisymétrique non-dégénérée sur Vg, (E), si V; et V
sont deux sous-espaces de V) (E) tels que

Vo € Vi, Vi € Vo, W(g,9p) =0, (6.4)

alors
dim V] +dim V, < 2N. (6.5)

En effet, V; et JV, sont orthogonaux pour W.

On pose :
Dy = {¢ € Vi (E) | ¢ décroit exponentiellement en =+ co}.

Puisque E € Z;, il y a exactement 2j parmi les 2N exposants de Lyapunov qui s’annulent
en E. Par le théoréme d’Oseledets,

dim Dy =N —j.
Onaaussi Dy ND_ C Vjp(E), donc par la formule de Grassmann,

dim (D4 +D_) = dim Dy +dim D_ —dim (D ND_)
> 2N —2j— dim Vp(E) (6.6)

De plus, si on prend ¢ € Vp(E) et € D, alors, par domination

im ()77 () =o. 6.7)

n—=+oo

Mais on peut par ailleurs montrer que la suite ( (o)) "] ( l/;pi] ) ) Z est constante lorsque
" ne

l’on choisit ¢ et ¢ dans Vo1 (E). En effet, T ) (E) € Spy(R) pour tout n € Z. Ainsi, pour
toutn € Z,

) T(3) = (T ((B) (1)) TTu (B) (1)
= (1) T (BT T ((E) (1)
= ()T(m)
En particulier,

(8T () = tim () T(4) =0 6.8)
Dong, si ¢ € Vp(E) et € Dy +D_, W(¢,¢) = 0 par linéarité a droite de W. Donc par
(6.5),

dim Vp(E) + dim (D4 + D_) < 2N.
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En combinant avec (6.6),
dim Vp(E) < 2j + dim Vj2(E),

ce qui démontre la proposition.

|

Soit Ppqq l'ensemble des nombres réels E tels que 1’équation hw(p E¢ admette une solu-
tion non triviale et polynomialement bornée. On a alors un analogue a valeurs matricielles du
lemme de Sch'nol.

Proposition 6.2.6. Pour P-presque tout w € (),

o(hg) = Poaa = {E € R| 3¢ € Vp(E) \ {0}}

et Eg\p,, (1) = 0, 0it Eg\p, . (1Y) est le projecteur spectral sur R \ Pyaq associé a l'opérateur auto-
adjoint hY
] w-

A T'aide de cette proposition, on peut démontrer un analogue du théoréme d’Ishii-Pastur pour
les opérateurs a valeurs matricielles. Les idées de la preuve sont les mémes que dans le cas
scalaire.

Théoréme 6.2.7. Pour tout w € Qtyap, la multiplicité du spectre absolument continu de hly dans Z,;
est au plus 2j.

Démonstration : Soit w € Qyap. Pour A un borélien de R, on note E, (hY) le projecteur spectral
sur A et E3*(hY) le projecteur spectral sur la partie absolument continue de o (kL) dans A.

Pour démontrer le théoreme , on doit montrer que
g EX(hY) < 2
D’apres la proposition 6.2.6, Eg\p, ,, (hN) =0, donc

Eac (hy) = %Cmpbdd () = B meddms(h ) +EZ MPpganSe (1),

ouS={Ee€R|3p € Vo(E)NVp(E), ¢ #0}.0r,si E € S, alors E est une valeur propre
de hY. Puisqu’il y a seulement un nombre dénombrable de vecteurs propres dans ¢? pour
hY qui est auto-adjoint, la mesure de Lebesgue de S est zéro. Ainsi,

Z medde (h ) 0 et EaC (hN) %CﬂPbddﬂSf (hN) (6.9)
Or, puisque E € Z;, on peut appliquer la proposition 6.2.5 pour obtenir directement que
18 EZnPyggnse (hy) <2j

ce qui implique que

En combinant (6.9) et (6.10), on vient de démontrer que
rg BY (hyy) < 2,

ce qui termine la preuve.
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Le théoréme 6.2.7 implique le corollaire suivant.

Corollaire 6.2.8. Si pour Lebesgue-presque tout E € R, y1(E) > --- > yN(E) > 0, alors £,c = @.

Démonstration : Si E € R vérifie yn(E) > 0, alors aucun des exposants de Lyapunov ne s’an-
nule en E, donc E € Z. Par le théoréeme 6.2.7, E%‘é(hg ) = 0. Si A est un borélien de R,
puisque par hypothése Leb(R \ Zp) =0,

EX(h})) = EX\\z, (hy) =0, pour P-p.tw € Q.

D’ot1 £, = @ par définition de X,.

6.2.3 Enoncé du théoréme d’Ishii-Pastur-Kotani

Les résultats liant les zéros des exposants de Lyapunov et le spectre absolument continu
sont en fait plus profonds que ceux déja énoncés. On reprend les notations introduites précédemment.

Théoreme 6.2.9. 1. L'ensemble Z; est le support essentiel du spectre absolument continu de mul-
tiplicité 2j.
2. 1l n’y a pas de spectre absolument continu de multiplicité impaire.
3. Ona

Tae=2ZN" ={EE€R[1(E) = = 1n(E) = 0} .
On a enfin un résultat local.

Proposition 6.2.10. Si Zy contient un intervalle I, alors le spectre de hl\ est purement absolument
continu dans .

Les démonstrations de ces résultats reposent sur les propriétés fines des fonctions M de
Weyl-Titchmarsch et de la fonction w de Kotani (voir [11]). Elles permettent aussi de démontrer
un résultat de caractérisation partielle des potentiels déterministes.

Soit C; le demi-plan supérieur complexe {z € C | Im(z) > 0} et C_ le demi-plan inférieur
{z € C|Im(z) < 0}.

Proposition 6.2.11. Soit E € C; UC_. On fixe w € Q. Il existe alors une unique fonction x
Fi(x,E) a valeurs dans My (C) (respectivement x — F_(x, E)) satisfaisant :
“F" 4+ VoF, = EF,, F,(0,E) = I, et / I|Ey (x, E) | 2dx < 400
0

respectivement :

0
—F! 4 Voo = EF, F-(O,F) = L et | ||F-(x,E)l[dx < +co.

Définition 6.2.12. Pour E € C; U C_ on définit les fonctions m, My et M_ associées a Hp (w) par :

d d
M. (E) = - Fy(x, E) x-0 et M (E) = ——F_(x, E) x-0.

La fonction M. caractérise le potentiel sur la demi-droite réelle positive.

Théoréme 6.2.13. M. caractérise {V (x) }x>0 au sens oit si Vy et V, sont deux potentiels bornés tels
que M 1 = M.  alors pour presque tout x > 0, Vi(x) = Vo (x).
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Il y a un énoncé analogue dans le cas discret. Voir [11], Theorem 4.1 et Theorem 4.2. Pour
connaitre le potentiel sur la demi-droite réelle négative, on utilise le résultat suivant.

Proposition 6.2.14. Pour presque tout E € Zy et pour presque tout w € ),
M_(E+i0,w) = —M(E+1i0,w)".

La encore on renvoie a [11] pour la démonstration et pour ’énoncé analogue dans le cas discret.
Cela permet enfin d’en déduire :

Théoreme 6.2.15. SiLeb(Zy) > 0, alors V est déterministe.

Démonstration : La connaissance de V sur (—oo, 0] implique celle de M_. Le résultat précédent
implique que l'on connait alors M, sur Zy. Comme Leb(Zy) > 0, cela détermine M
sur tout C . par prolongement analytique des fonctions de Herglotz. Or M détermine V
sur [0, +00). Finalement la connaissance de V sur (—oo, 0] implique celle de V sur [0, +c0)
ce qui signifie que V est déterministe.
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Chapitre 7

Un modéle d’Anderson continu 14 a
valeurs matricielles

7.1 Le modele et son spectre presque-siir

We discuss properties of a random family of matrix-valued one-dimensional Anderson-
Bernoulli operators

clwgn)l[oll] (x —In) 0

QIN+V+ Y, (7.1)
nez

2

H)(w) = 32

0 chg\';)l[O,”(x —In)

acting on L?(R) ® CV, where N > 1 is an integer, Iy is the identity matrix of order N and ! > 0
is a real number. The matrix V is a real N x N symmetric matrix, the space of these matrices
being denoted by Sy (IR) . The constants cy, . . ., cx are non-zero real numbers.

Foreveryi e {1,...,N}, (wl-(") )nez is a sequence of independent and identically distributed
(ii.d., for short) random variables on a complete probability space (€, A;, P;), of common law
v; such that {0,1} C supp v; and supp v; is bounded. In particular, the wfn)’s can be Bernoulli
random variables. The family {Hj(w)}weq is a family of random operators indexed by the
product space

(Q,AP) = (@(ﬁl®"‘®5N)r®(jl®'"®AVN)I®(§1®“‘®§N)>-

nez nez neZ

We also set, for every n € Z, w™ = (w%”), . ~/‘4’1(\7))r which is a random variable on ((); ®
0N A Q- RANPIR - ® Py) of law 11 ® - - - ® vN. The expectation value with respect
to P will be denoted by E(-).

As a bounded perturbation of —;722 ® In, the operator H;(w) is self-adjoint on the Sobolev
space H2(R) ® CV and thus, for every w € ), the spectrum of H;(w), denoted by ¢(H;(w)), is
included in R. Moreover, because of the periodicity in law of the random potential of H;(w),
the family {H;(w) }weq is [Z-ergodic. Thus, there exists ¥ C R such that, for P-almost every
w € O, X = 0(H(w)). There also exist Lpp, Xac and L, subsets of R, such that, for P-almost
every w € O, Yoy = 0pp(Hj(w)), Lac = 0ac(Hj(w)) and Xge = 05(Hj(w)), respectively the
pure point, absolutely continuous and singular continuous spectrum of H;(w).
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We can give an explicit description of the almost-sure spectrum X of {H;(w)}weqn. For

0) = (wgo),. ) .,wg\(,))) € supp (11 ® --- ® vy), we denote by Ei"(o), ... ,E‘I(]’(O) the real eigen-

(0) (0)

values of the real symmetric matrix V + diag(ciw; ’, ..., cnywy’ ). Then, we have

w!

% = [0, +o00) + U (<", B9 Y (7.2)
w0 esupp (1 ®---@VN)

In particular, ¥ does not depend on the parameter /. It is important that V is constant and, in
the random part, that the single site potential is of the form 1jy j instead of a generic single site
potential v € L{. (R) supported on [0,].

If we want to consider the case of a generic single site potential v supported on [0, /], we will
face two problems. The first one is that, from our proof of the structure of ¥, we can not recover
that X is independent of /, which may lead to an empty statement in thge result of localization
that we aim at proving. The second problem is that in this case, or if instead of V we choose a
matrix-valued function x — V(x) from R to Sy(IR) which is not constant, the particular form
of the transfer matrices will not be simple anymore. Indeed, our analysis rests on the fact that
the transfer matrices are exponentials of matrices. If neither V nor the single site potential 1y,
are constant, the transfer matrices become time-ordered exponentials instead of exponentials
of matrices. In this case, we can not compute anymore the logarithms of these time-ordered
exponentials and all the algebraic approach fails.

7.1.1 Matrices de transfert

Let E € R. We want to understand the exponential asymptotic behaviour of a solution
u: R — CN of the second order differential system

H)(w)u = Eu. (7.3)

For this, we transform (7.3) into an Hamiltonian differential system of order 1 and we introduce
the transfer matrix T (E) of H;(w) from In to I(n + 1) which maps a solution (u,u’) of the
order 1 system at time /7 to the solution at time [ (7 + 1). The transfer matrix T, (E) is therefore

defined by the relation
u(l(n+1)) \ _ u(ln)
( w1+ 1)) ) = Tow (E) ( ' (In) > @4

for all n € Z. Since T, (E) is the solution of an Hamiltonian differential system of order
1 at time 1, the transfer matrix T, (E) lies in the symplectic group Spy(R). The sequence

(T, (E))nez is also a sequence of i.i.d. symplectic matrices because of the i.i.d. character of the

wi(n) ’s for every iin {1,..., N} and the non-overlapping of these random variables. By iterating

the relation (7.4) we get the asymptotic behaviour of (u, u’).
Définition 7.1.1. For every E € R, the Furstenberg group of H;(w) is defined by
G(E) = < supp jg >,

where g is the common distribution of the T, (E) and the closure is taken for the usual topology in
Spn(R).

Asthe T ) (E) areiid., pg = (T (E))« (11 ® - - - ® vx) and we have the internal descrip-
tion of G(E) :

G(E)y=<T

w

0(E); w©® €supp (11 ®---®@vy) > forall E € R. (7.5)
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As, foreveryi € {1,...,N}, {0,1} C supp v;, we also have

< T 0(E); w® e {0,1}N > c G(E). (7.6)

We will denote by Gyg1y(E) the subgroup < T, (E) ; w® € {0,1}N > of G(E) with 2N
generators.

We will prove that, for almost every V € Sy(IR) and for all E € R except those in a finite set,
Gyo,11(E) is dense in Spy(R) . Actually, we will prove it for Vy the multiplication operator by the
tridiagonal matrix Vp having a null diagonal and coefficients on the upper and lower diagonals
all equal to 1. Then one can apply a genericity argument to obtain the desired results.

We finish this section by giving the explicit form of the transfer matrices T, (E). Let V €
SN(R),E€R,n € Zand w™ € supp (11 ® - - - @ vy). We set

M, (E, V) =V + diag(c1'”, ..., enw™) — Eln. (7.7)

Then, we set the matrix in the Lie algebra spy(R) € Mon(R)

0 I
X, m(E, V)= ( M. (E,V) g ) (7.8)

By solving the constant coefficients system (7.3) on [In,I(n + 1)], we have

T,w(E) = exp (IX,m(E, V)) (7.9)

w
for every | > 0, every n € Z, every V € Sy(R) and every E € R.

Since the transfer matrices are exponentials of matrices, we cannot directly apply the ap-
proach of the matrix-valued discrete case. Indeed, the morphism property of the exponential
fails in the non-commutative case. Thus, we need an other approach which is based upon a
general result of Breuillard and Gelander.

7.2 Engendrer des sous-groupes denses dans un groupe de Lie

Prouver qu'un sous-groupe de Spy(R) est Zariski-dense dans Spy(IR) reste un probleme
constructif qui peut se révéler assez difficile a mettre en ceuvre. Déja dans les travaux de Gol’d-
sheid et Margulis, la construction qui y est faite pour un opérateur de Schrodinger discret a
valeurs matricielles est relativement ardue. Dans le cas d’opérateurs continus a valeurs ma-
tricielles, on se heurte au fait que les matrices de transfert sont plus compliquées que dans le
cas discret et que la construction de [5] se révéle peu stable par perturbation. Pour étudier le
modele continu il faut donc trouver un moyen de prouver qu'un sous-groupe de Spy(RR) est
Zariski-dense. Dans les travaux de Breuillard et Gelander on trouve un critere plus fort per-
mettant de prouver qu'un sous-groupe de Spy(IR) est dense pour la topologie usuelle dans
Spn(R) . C'est ce critere et ses conséquences que nous présentons maintenant.

Nous présentons un critere permettant de ramener la question de savoir si un sous-groupe
dun groupe de Lie semi-simple G engendré par un nombre fini d’éléments est dense, a un
probléme de reconstruction de 1’algebre de Lie de G. Ce résultat est présenté dans [2] ou sont
explorées certaines de ses conséquences.

Dans les travaux de Breuillard et Gelander, le résultat que nous allons énoncer est donné
dans le cadre des groupes topologiquement parfaits. Commencons donc par en donner une
définition et par voir pourquoi le groupe symplectique réel Spy (R) Lest.
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Définition 7.2.1. Un groupe de Lie connexe G est dit topologiquement parfait lorsque son groupe dérivé
[G, G| est dense dans G.

Dans notre cadre d’étude, on rappelle que le groupe symplectique Spy(R) est connexe et semi-
simple. Or un groupe de Lie semi-simple connexe G vérifie toujours [G,G] = G, il est donc
topologiquement parfait. On pourra donc appliquer le théoréme suivant avec G = Spy(R) .

Théoreme 7.2.2 (Breuillard et Gelander). Soit G un groupe de Lie connexe réel topologiquement
parfait, d’algebre de Lie g. Il existe alors un voisinage de l'identité O C G, sur lequel log = exp~! est
un difféomorphisme bien défini et tel que g1,...gm € O engendre un sous-groupe dense dans G si et
seulement silog(g1), .. .,log(gm) engendrent g.

Ce résultat nous dit que dans un certain voisinage de l'identité (qui par construction ne
dépend que de G), une partie finie est topologiquement génératrice de G si et seulement si elle
est algébriquement génératrice de g.

7.3 Séparation des exposants de Lyapunov

7.3.1 Notations

Before stating our main results, we need to introduce some more notations. Let O be the
neighborhood of Iy in Spy(IR) given by Theorem 7.2.2 applied to G = Spy(R) .
We set

diog 0 = max{R > 0; B(0,R) C log O}, (7.10)
where B(0, R) is the open ball, centered on 0 and of radius R > 0, for the metric induced on the
Lie algebra spy(R) of Spy(R) by the matrix norm induced by the euclidean norm on R?V.

For w® = (w”,...,w) € {0,1}V, let
M,0(0,V)=V+ diag(clwgo), ey chl(\?)).

As M_,0)(0,V) € Sy(R), it has /\‘1"<0>, e, Aﬁ(o) as real eigenvalues. We set,

. . (0) (0)
Amin = min  min AY Amax = max max AY (7.11)
w0 e{0,1}N 1<i<N w0 ef0,1}N 1<i<N

and 6 = (Amax — Amin) /2. We also set

d
Ic :=Ic(N, V) = min <1, 1°§ 0) (7.12)
and, for every I € (0,1¢),
d d
KN, V1) = | = 82, A+ S5 .13

We remark that, as [ tends to 0", I(N, V, ) tends to the whole real line. We can now state our
main result. For E € R, let G(E) be the Fiirstenberg group associated to H;(w) (see Definition
7.1.1).
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7.3.2 Résultats

Proposition 7.3.1. For almost every V € Sy (R), there exists a finite set Sy C R such that, for every
l e (0, Zc),
G(E) = Spy(R) forallE € I(N,V,1) \ Sy.

In particular, Proposition 7.3.1 will imply the separability of the Lyapunov exponents of
H;(w) and the absence of absolutely continuous spectrum in I(N, V,1), for I € (0,1c).

Corollaire 7.3.2. For almost every V € Sy(IR), there exists a finite set Sy C R such that, for every
I € (0,1c), the positive Lyapunov exponents v, (E), ..., yn(E) of Hj(w) verify

Y1(E) > -+ > yn(E) > Oforall E € I(N, V,1) \ Sy. (7.14)

Therefore, H;(w) has no absolutely continuous spectrum in I(N, V1), i.e., for every 1 € (0,1c), ac N
I(N,V,I) = Q.

The model 7.1 is a matrix-valued model with a continuous Laplacian acting on L?(R) ® CN.
The model 7.1 is a continuous analog of the discrete model studied in [5] and presented before.
The main difference between these discrete and continuous models is that, in the discrete case,
one can have energies where some of the Lyapunov exponents may vanish or may not be dis-
tinct. From a technical point of view, the algebraic part of the analysis, where we reconstruct
Spn(R) from the transfer matrices, is more difficult in the continuous case than in the dis-
crete one. It is mostly due to the form of the transfer matrices. In the discrete case, their form
is simple enough to compute directly the Zariski closure of G(E) (in particular, the transfer
matrices multiply well together) and to prove that it is equal to Spy(IR) by showing that the
Lie algebra of the Zariski closure of G(E) is equal to the Lie algebra spy(IR) of Spy(R) . In the
continuous case, the transfer matrices are exponentials of matrices and difficulties arise when
we try to multiply elements of G(E). Indeed, the form of a matrix obtained after multiplication
of two exponentials of matrices is not simply related to the form of the multiplied exponentials.
To avoid this problem, the idea is to work only in the Lie algebra of G(E). This approach is dif-
ferent from what was done in the discrete case where, to prove equality of Lie algebras, it was
allowed to make computations both in the Zariski closure of G(E) and in its Lie algebra. Here,
by using a general result on Lie groups due to Breuillard and Gelander, one is brought to make
computations only in the Lie algebra generated by the logarithms of the transfer matrices. To
avoid problems of determination of logarithms we have to introduce the parameter / in the
model 7.1. All those difficulties do not appear in the case N = 1. When N = 1, we have only
to prove the positivity of one Lyapunov exponent and apply Fiirstenberg’s theorem directly. In
this case, no Lie algebra argument is needed and there is no problem due to the determination
of logarithms of matrices.

7.3.3 Un lemme algébrique

The theorem of Breuillard and Gelander gives us the outline of the proof of Proposition 7.3.1 :

1. We prove that, for every ¢ € (0,{c) and every E € I({,N), T 0 (E) € O, for every
w® € {0,1}N.

2. For ¢ < {c, we compute log T, ) (E).
3. We prove that Lie{log T, (E) | 0(® € {0,1}N} = spy(RR), the Lie algebra of Spy(RR).

Before proving Proposition 7.3.1, we prove the following algebraic lemma which will be used
to prove point 3.
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We assume here that V = V,.

Lemme 7.3.3. Let N > 1and E € R. The Lie algebra generated by {X_ 0 (E) | w© € {0,1}N} is
equal to spy(R) .

Démonstration : First, we recall that :

spy(R) = { ( baz b}a ) , 4 € MN(R), by and by symmetric} .

Fori,j € {1,..., N}, let E;; be the matrix in Mn(R) with a 1 coefficient at the intersection
of the ith row and the jth column, and 0 elsewhere. We also set

Vl,]E{l,,N},Xl]:2<O Z]O ]Z>,Yij:tXi]'IZij:< Ol] _]l)

We also denote by J;; the Kronecker’s symbol :

s [V Q=]
PTV0 i i #£]

We remark that the set { X;j, Yij, Zij }; j—1.n is a basis of spy(R) . By direct computation, we
get the relations, for every i,j,k,r € {1,...,N},
[Zij, Xir] = 0 Xir + 6 Xik
@) [Yir, Zij] = 0uYyj + 6ir Vi
(i) [Xij, Yie] = 1(65Zir + 6 Zik + 6iZir + 6ir Zjx)
where [, | is the usual bracket on Lie algebra of linear Lie groups. From these relations,
we deduce that spy(IR) is generated by

(X0, 1 € (1 N}l <1),

Indeed, let g be the Lie algebra generated by this set. Let i € {1,...,N}. Then, Z; =
2[Xii, Vi) € gand Z; ;11 = 2[Xi, Yii1) € g. Thus, forevery i,j € {1,...,N}, |i—j| <1,
Zi; € g. Then we have, X; ;1o = [Ziiy1, Yis1,it2], Yiisz = [Yiit1, Zisr,iv2] € gand Z;jyp =
2[Xiﬂ'+1,Yi+1,i+2] € g Thus, for every Z,] S {1,. . .,N}, ‘l — ]| =2, XZ']', Yl]/ Zi]' c g By
induction, we do the same for indices i, j such that |i — j| = 3 and more generally for all
indices i,j € {1,...,N}. Thus, we proved that {X;;, Yj;, Z};j—1.~ is included in g and
then spy(R) C g. Finally, g = spn(R) .

According to this, to prove Lemma 7.3.3, we only have to prove that, for every E € R, the
Lie algebra generated by {X_ (E) | w® € {0,1}N} contains all the matrices Xjj and Yj;
fori,je{1,...,N},|i—j] <1.Let

a(E) = Lie{X 0 (E) | 0¥ € {0,1}N}. (7.15)

To prove that a(E) contains the matrices X;; and Y;; for i,j € {1,...,N}, ]i—jl <1, we
will proceed in several steps. We fix E € R.

Step 1. We prove that the matrices Z;; for i € {1,...,N} are in a(E). Let w(©® and @® in
{0,1}N. We have :
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0) _ )y

= diag(c1(@)” — @), en(@y - w§3>>,c1 (@ —a),...,en(@0 - a)).

In particular, for w® = (0,...,0) and @© = (0,...,1,...,0), with a 1 at the ith place
and 0 elsewhere, we get Z;; = [ 0 (E), Xz ( )] € a( ).
Step 2. With the same choice of w( ) and @©), we get

o0 (E) = X0 (E) = Yii.

Thus, foreveryi € {1,...,N}, YZ-Z- € a(E).
Step 3. We fix w(® € {0,1}N andi € {1,...,N}. We have:

0 —2E
X o(E),Zi] = i
Ko (E), Zi ( M, 0 (0)Ej; + E;iM,0)(0) —2EE; 0 )
= 22Xy 42V 1 +2Yi1 4+ 2(0” — E)Y;

with the convention that Yj; is zero if the index j is not in {1,...,N}. Thus, dividing by 2,
one gets,

Vie{l,...,N}, =X;i+ Y1+ Y1 + (0¥ —E)Y; € a(E). (7.16)

Step 4. We prove that the matrix J is in a(E). We fix w(® = (0,...,0). By summing (7.16)
forie {1,...,N}, westay in a(E) and we have:

N N
0 0
—Xii+ Yii1 4 Vi — EYi) = Y (=X +< >€aE.
lzzl( ii i,i—1 i,i+1 zz) 1221( zz) Mw(o)(E) 0 ( )
We can substract X o) (E) € a(E) from this, to get :

N

o (0 —Iy\ [0 —2Iy
yxo+ (5 0% )= (o 5N ) est

Thus, () 0N) € a(E). But, by Step 2, all the Y;;’s are in a(E), so we also have :

iéYii: ( 11(11 8>Ea(E).

By adding these two matrices, | = ( I(I)\T 75“) € a(E).
Step 5. For every i € {1,...,N}, [J, Zi] = 2Y;i +2X;; € a(E). But Yj; € a(E), so 2X;; =
[J, Zii)] —2Y;i € a(E) and, foreveryi € {1,...,N}, X;; € a(E).

Step 6. We recall that X;; = Xj; and Yj; = Yj;. Leti € {1,...,N}. Substracting (w© —
E)Y;; € a(E) and adding X;; € a(E) in (7.16) we get Y;;—1 + Yiiy1 € a(E). Fori = 1, it
means that Y, € a(E). Then, 3Z1, = [Xy,1, Y12] € a(E) and Z;» € a(E). But we also have
2X15 = [Z12,X22] € a(E) and X;2 € a(E). Now, for i = 2, we have Yo1 + Yo3 € a(E).
But we just proved that Y1 € a(E), thus Y3 € a(E). Inductively, we prove that :

Vi e {1,...,N}, Yiiv1 € a(E).
Also, foreveryi € {1,...,N},
1
[Xii, Yijit1) = EZi,iJrl ca(E) and [Zii11, Xit1,i+1) = 2Xii41 € a(E).

It proves that all the matrices X;; and Yj; for i,j € {1,...,N} and |i —j| < 1are in a(E).
Thus, a(E) = spn(R) .
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7.3.4 L'argument de généricité

We start by looking at the geometry of the set of k-tuples in spy (IR) which does not generate
spn(R) in the sense of Lie algebras.

Lemme 7.3.4. Let k € IN* and
Vi = {(Xl,. ., Xe) € (spn(R))F; (X, ..., Xi) does not generate spy (R) } . (7.17)

Then, there exist Qy,, ..., Qr, € R[(spn(R) )¥] such that
Vk = {(Xll‘ . /Xk) € (5pN(R) )k ’ QV] (Xll' . '/Xk) = 0/‘ . '/Qi’k(Xll- . '/Xk) = 0} . (718)

Thus, Vj is the affine algebraic manifold of {Q,,, ..., Q;, } which will be denoted by V ({Q;,, .
We will also identify the ring of the polynomials over (spy(R) )X, R[(spn(R) )¥], with the ring
of polynomials in k(2N? + N) variables, R[Ti, . .., Tyanz4n))-

Démonstration : Let (Xq,...,Xx) € (spny(R))F and let Lie{Xj, ..., X} be the Lie algebra gene-
rated by Xy, ..., Xi. If we denote by {Y3,...,Y], ...} the countable set of all the successives
brackets constructed from {Xj, ..., Xi}, we have

Lie{Xy,..., Xg} =span({Ys,...,Y;,...}), (7.19)
the vector space spanned by {Y3,...,Y],...}. Then we have
Lie{Xy,..., X;} # spn(R) if and only if rk({Yy,...,Y;,...}) <2N?>+N, (7.20)

since dim spy(R) = 2N2 + N. At each Y, € spy(RR), we associate ¥; € RV N whose
coefficients are those which define the matrix Y;. The coefficients of Y; are polynomial in

the k(2N? + N) coefficients which define the matrices X, ... Xi. For m € (IN*)2N*+N e
set

Qu(X1, ..., Xp) = det(Yony, -, Yo ) € R[(spn(R) )] (7.21)
Then, rk({Y3,...,Y},...}) < 2N?+ N if and only if Qu(Xy,...Xs) = 0 for all m €
(N*)2N*+N Thus,

Vo= N {00 X0 € (sn(R)) Qu(Xa, ., Xe) = 0} (7.22)

me(]N*)zNZH\I
With the definition of the affine algebraic manifold, we can rewrite (7.22) as
Ve =V({Qu; me (NN, (7.23)

But, if I({Q, ; m € (IN*)2N**N1) denote the ideal generated by the family {Q,, ; m €
(N*)2N*+N1 we have

V{Qu; m e (N)PNNY) = V(I({Qu s m € (N*)PN' M), (7.24)
Since the ring R[Ty, ..., Tyon24n)] is Noetherian, I({Qn ; m € (IN*)2N*+N1Y s of finite
type, i.e. there exist r,...,r¢ € (N*)2N2+N such that,

I({Qu; m e (NN = 1({Qy,,..., Qp })- (7.25)

Finally,
Vi=V({I{Qr,--,Qn})) =V{HQr,---,Qrl})- (7.26)
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For E € Rand V € Sy(R), we will reindex the family {X ) (E, V)}oeonn s (X1(E, V), ..
Let E € R be fixed and let

Vi) ={V €Sn(R) ; (X1(E,V),..., Xon(E,V)) does not generate spy(R) } . (7.27)
Lemme 7.3.5. We have, Leby(n.1),2(V(g)) = 0.

Démonstration : Let

: Sy(R R) )2"
I VN( ) : géjll\(lé,\)/;,...,XZN(E,V)). (7:28)

Then f¢ is a polynomial in the N(N + 1) /2 coefficients which define V. Indeed, we can
identify Sy (R) ~ RNN+1/2 and (spy(R) )2" ~ R2"@N*+N) and, after this identification,
each of the 2N (2N? + N) components of f is a polynomial in N(N + 1)/2 variables. We
have V(g) = fz ' (V,n). Then, by Lemma 7.3.4, V € Vg, if and only if

Qn(Xi(E,V),...,Xon(E,V)) =0,..., Qr2N (X1(E,V),...,X,n(E,V)) =0,
which can be rewritten
Ve V(E) if and only if (Qy, o f£)(V) =0,..., (Qer ofg)(V)=0. (7.29)

But, we have proven that, if V| is the tridiagonal matrix with zeros on the diagonal and
all coefficients on its upper and lower diagonals equal to 1, then, for any E € R, V} is not
in V(g). Thus, there exists iy € {r1,...,7n} such that (Q;, o fr)(Vo) # 0 and, since the
function Q;, o f¢ is polynomial and does not vanish identically,

Leby(n+1)/2 ({V € Sn(R) 5 (Qjy 0 f£)(V) = 0)}) =0 (7.30)
and, by inclusion,
Lebyn11)/2(V(E)) = 0. (7.31)
O
Finally, we introduce the set
V=) Vg (7.32)

E€R
={V eSN(R) ; (X1(E,V),..., X,n(E, V)) does not generate spy(R), forall E € R}.
Then, by Lemma 7.3.5 and by inclusion, we have
Leby(n-1),2(V) = 0. (7.33)
Now we can prove the last result of this section.

Lemme 7.3.6. Forany V € Sy(R) \ V, there exists a finite set Sy C R such that

(X1(E,V),...,Xon(E, V)) generates spy(R) forall E € R\ Sy.
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Démonstration : Let V € Sy(IR) \ V. Then, there exists Ey € R such that the family (X3 (Eo, V), ..., Xon(Eo, V))
generates spy(R). Thus, there exists ip € {rq,...,rn} such that (Q;, o f)(Eo, V) # 0,
where
fiRxSN(R) = (spn(R))>

(E,V) — (X1(E,V),...,Xon(E, V)). (7.34)

But, for V fixed, E — (Q;, o f)(E, V) is polynomial and, as it is not identically vanishing,
it has only a finite set Sy of roots. Thus, we have

(Qi, o f)(E, V) #0forall E € R\ Sy, (7.35)
which is equivalent to the condition that

(X1(E,V),...,Xon(E, V)) & Von forall E € R\ Sy. (7.36)

7.3.5 Preuve de la proposition 7.3.1

We can now prove Proposition 7.3.1.

Démonstration : [of Proposition7.3.1] We fix V € Sy(R) \ V. We start by constructing /¢ and, for
1 €(0,Ic), theinterval I(N, V,I) as given in (7.12) and (7.13). Now, let /\‘1"(0>,. .. /\‘I*\,’(O) be the
real eigenvalues of Mo (0, V) (see (7.7)). Then, the eigenvalues of X ) (E, V)'X ) (E, V)
are 1, (/\j"(o) —E)?, .., (A%w) — E)2. Thus we have

(0)
|| X0 (E, V)|| = max <1, 122;)}(\] A — E|> , (7.37)

where || || is the matrix norm associated to the euclidian norm on R?N.

Let O be the neighborhood of the identity given by Theorem 7.2.2 applied to the group
G = Spy(R). Then, for dj,e 0 as defined in (7.10), we take I < djog 0 and we set 1} =
(1/1) diog 0 > 1. 1f we set

I(N,V,I) =¢{E€R; max |1, max max ]/\j"(o) —E|| <ry, (7.38)
WO E{01}N 1<i<N

then, since r; > 1, we have

INV,)= N e = A" +7]. (7.39)
w0 e{0,1}N 1<i<N

Let Amin, Amax and 6 be as in (7.11). If § < r; then I(N, V, 1) # @ and we have
I<N/ V/l) - [Amax -1 Amin"’rl]z (740)

which is the definition we took in (7.13). This interval is centered in (Amin + Amax)/2 and
is of length 2r; — 26 > 0, which tends to +oco when [ tends to 0". We also note that Apin,
Amax and dlog o depend only on N and V, and thus I(N, V,[) depends only on N, V and
I. Finally, the condition § < r;, which ensures that I(N, V, 1) # @, is equivalent to

d
0<1l< ngo = Ic(N, V).
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So, we have just proved that
0< l| |Xw(0>(Er V)H < Cllog o (7.41)

forevery ! € (0,1c), for every E € I(N, V,1) and for every w0 e {0,1}N. Thus, for every
1€ (0,Ic)and every E € I(N,V,1),

IX_0)(E, V) € log O (7.42)
for every w® € {0,1}N. From this, we deduce that
T, 0(E) €O (7.43)

for every I € (0,1c), for every E € I(N,V,1) and for every w(® € {0,1}"N. We actually
get more from (7.42). As the exponential is a diffeomorphism from log O into O, we also
have

log Tw(o)(E) = le(o)(E, V), (7.44)

for every I € (0,1¢), for every E € I(N,V,1) and for every w® € {0,1}N. But, from the
beginning, we chose V € Sy(IR) \ V and, by Lemma 7.3.6, there exists a finite set Sy C R
such that

Lie{X 0 (E,V); @ € {0,1}N} = spy(R) forall E € R\ Sy. (7.45)
Now, by (7.44) and (7.45), as | € (0, I¢) is different from 0,
Lie{log T, o (E) ; @ € {0,1}N} = spy(R) (7.46)

forevery ! € (0,Ic) and every E € I(N,V,I) \ Sy. By applying Theorem 7.2.2, we obtain
that

Gyoq1}(E) is dense in Spy(R) foralll € (0,Ic) and all E € I(N,V,I)\ Sy. (7.47)
Now, as the Fiirstenberg group G(E) is the closure of Gy 1,(E), we get
G(E) = Spy(R) foralll € (0,Ic) and all E € I(N, V,I) \ Sy. (7.48)

We have proved Proposition 7.3.1 because V is of Lebesgue measure 0 (see (7.33)) and Sy
is finite.

g

In a previous work we also used Theorem 7.2.2 to obtain the separability of the Lyapunov
exponents for the model studied there. This model corresponds to the case N = 2and ¢/ =1
of Hj(w). The main difference is that we could not let ¢ get small and then just control E, to
ensure that X ) (E) € log O and thus T, (E) € O, uniformely on w® € {0,1}"N. We had
first used simultaneous diophantine approximation to find a suitable power of T, ) (E), say
(T 0 (E))"w© (E) which s in O. Then arised difficulties with the computations of the logarithm.
First, log(exp (1,0 (E) X0 (E))) # m 0 (E) X0 (E) as m0 (E)X,0 (E) & logO in general.
It leads to a problem of determination of the logarithm and the existence of a discrete set of
critical energies S such that, for E € S, log(T,,o (E))"«© () is not defined. Then, for E ¢ S,
the expression of these logarithms being not simple, we could not use an algebraic result like
Lemma 7.3.3 to prove that the Lie algebra generated by the logarithms is spy(R) . That is why
we had to restrict ourselves to N = 2.
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Chapitre 8

Régularité des exposants de Lyapounov
et de la densité d’états intégrée

8.1 Régularité des exposants de Lyapunov

8.1.1 Mesures invariantes

Nous commencons par donner une définition de I’action d"un groupe sur un espace com-
pact. Dans cette partie, G désigne un groupe localement compact d’élément unité e et B est un
espace topologique.

Définition 8.1.1. On dit que G agit sur B si on peut associer continiiment a chaque (g,b) € G x B un
élément gb de B tel que :

1. g1(g2b) = (182)b, Vg1, 42 € Get Vb € B.
2. eb="0b,VYb € B.

Pour un tel couple (G, B) on peut supposer que 1’'on se donne une mesure y sur G et une
mesure v sur B. On peut alors définir la pseudo-convolution de ces deux mesures.

Définition 8.1.2. La pseudo-convolution d'une mesure y sur G et d'une mesure v sur B est I'unique
mesure y x v sur B définie par :

pev() = [ flgh)dn(g)av(b)

pour toute fonction f sur B mesurable et bornée.

Remarque 8.1.3. Si B = G, alors cette pseudo-convolution coincide avec la convolution ordinaire de
deux mesures sur un groupe. On note alors dans ce cas u™ la n-iéme convolution de y par elle-méme :

[ 7

Remarque 8.1.4. Si yy et yp sont des mesures sur G et si v est une mesure sur B, alors on a : (p *
H) v = py * (o *v).

Nous pouvons maintenant définir 'importante notion de mesure invariante sur un espace to-
pologique sur lequel agit un groupe. Dans la suite, on fixe une mesure de probabilité u sur
G.

Définition 8.1.5. Une mesure v sur B est dite p-invariante lorsque : yu x v = v.
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Pour p un entier, nous rappelons la définition de la sous-variété p-lagrangienne L, de R*N :
pour tout p dans {1,...,N}, L, est le sous-espace vectoriel de APR*N engendré par {Me; A
...\ Me, | M € Spy(R) }.

Théoreme 8.1.6. Soit (A% (E)),eN une suite de matrices aléatoires symplectiques d’ordre 2N i.i.d.
dépendant d’un parametre réel E et soit p un entier dans {1,..., N}. Soit g la distribution commune
des Ay} (E). On suppose que le sous-groupe de Fiirstenberg G, associé a cette suite de matrices sym-
plectiques est p-contractant et L,-fortement irréductible et que E(log || A (E)||) est finie. Alors les
assertions suivantes sont vraies :

1. vp(E) > vp+1(E)
2. Pour tout x non nul dans L, :

1 w 3 .
lim log || A7 (A% (E) ... A5 (E))x| = Y- %(E)
i=1

3. Il existe une unique distribution de probabilité yg-invariante, notée vy, g, sur P(L,) = {% €
P(APR?N) | x € Ly} telle que :

|| AP Mx]|

1 LA B
%8 ]l

dup(M)dv,e(x) = ) vi(E)

I

‘/SPN(]R) xIP(Ly)

Le fait que 1’on ait une représentation intégrale des exposants de Lyapounov mettant en
jeu la mesure vy, g, implique que pour étudier la régularité en fonction de E de ces exposants il
nous suffira d’étudier la régularité de cette mesure vue comme fonction de E.

8.1.2 Continuité

Nous allons tout d’abord démontrer la continuité des exposants de Lyapunov par rapport
au parametre d’énergie E.

Théoreme 8.1.7. Soit (AY(E)),en une suitei.i.d. de matrice symplectiques dépendant d’un parametre
réel E. Soit g la loi commune des AY (E). On fixe un intervalle compact I dans R et on suppose que
pour tout E € I:

1. Gy, est p-contractant et Ly-fortement irréductible pour tout p € {1,...,N}.
2. Ilexiste C; > 0, C; > 0 indépendantes de n, w, E telles que pour tout p € {1,...,N}:

| AP AT (E)|? < exp(pCr + plE| +p) < Co. 8.1)
3. Il existe C3 > 0 indépendante de n, w, E telle que pour tous E,E’ € I et tout p € {1,...,N}:

AP A (E) = APAG ()| < GS|E — E'|. (8.2)

Alors, pour tout p € {1,... N}, E — 7, (E) est continue sur I.

Les méthodes pour démontrer ce résultat peuvent étre trouvées dans [3], chapitre V. Dans
cette référence, ce résultat de régularité est écrit pour une suite de matrices de transfert as-
sociées a des opérateurs de Schrodinger dsicrets et a valeurs matricielles. Or, cette restriction ne
concerne que les estimations (8.1) et (8.2). Elles sont clairement vérifiées dans le cas de matrices
de transfert associées a des opérateurs discrets. Ces estimations s’averent étre aussi vérifiées
dans le cas continu.
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Les principales étapes de la preuve sont les suivantes. Tout d’abord, on démontre la conti-
nuité de la fonction
IxP(L,) — R
(E, %) — @,p(f) =E (log H(/\”A;"(E))XH)

(1]

(Dp,E .

pour tout p € {1,...N}. On utilise seulement les estimées (8.1) et (8.2) a ce stade. Ensuite
on démontre la continuité faible de E +— v, ¢ en utilisant le théoreme de Banach-Alaoglu et
I"unicité de la mesure pg-invariante vy, p. En combinant ces deux propriétés de continuité et en
remarquant que

Y1(E) 4 ...+ 9p(E) = vpe(PpE),
on obtient la continuité des exposants de Lyapounov.
On fixe un entier p € {1,..., N} et un intervalle compact I comme dans le théoréme 8.1.7. Pour

E € Tonpose:
P AW
Vx € P(L,), pr(%) = E <1<>g [I(A ﬁZF\E))m)

Dans la proposition suivante nous résumons les propriétés de la fonction ®, k.
Proposition 8.1.8. La fonction @, a les propriétés suivantes :

1. X > &, p(X) est continue sur P(Ly).

2. 3C >0, VE,E' € I, sup;p( (L) ) [ PpE(X) = @pp (%) < CIE—E'.

3. La fonction

®: I xP(L,) — R
(E, %) — @y (%)
est continue.

Démonstration : D’apres (8.1) on a:

!I(/\”Aﬁ‘(E))XH
[Ix[]

log <logl|[(APAF(E))|| <log+/C2

De 14, si X — % dans IP(L,) par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue (une
constante est intégrable sur un espace de probabilité!) :

@y (%) = E (1og ||WA¢:<E>>xzr|> L E <10g (AP A5 (E >>x||> &, 5(%)

||| [1x[]

Cela prouve le premier point.

Pour deux matrices A et B, B étant supposée inversible : || Ax|| = || AB~'Bx|| < ||AB~!||||Bx]||.
Dot : |“|‘;§“‘| < ||AB71||. 1l vient alors :
|ABY| = [[(A =B+ B)B~Y| < [|A—BI[|IB7||+||1]| = [|A = BI| ||B~*|| +1

En utilisant cette inégalité et en utilisant a la derniere inégalité, (8.2), on a:

[[(AP AT (E))x|
(12 )

|PpE(%) — Py (X)| = B1[(AP A (EN)x]|

i
< E (log || (AP A% (E)) (AP A (E) 1)
< E (log(||(AP A (B)) — (APAG (B (AP A (E) 7| +1))
< E ([[(AWPAS(E) = (AP AL ENI] (AP AL (D) 7]
< GIEE-E|VG
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Cela prouve le point (ii).
Pour prouver le troisiéme point il nous faut juste combiner les points (i) et (ii). Soit € > 0
et choisissons (E, ¥) et (E’, ) suffisamment proches pour que :

[ Ppe(%) = Ppe (@) < |Ppe(X) = Ppp (%) + [Py e (X) — Pp e ()]
< C|IE-FEl|+e
< Ctee

Cela termine la preuve.

|

A l'aide de cette proposition nous allons pouvoir prouver la continuité des exposants de
Lyapounov.

Proposition 8.1.9. L'application E — (7y1 + ...+ Yp)(E) est continue sur I.

Démonstration : On fixe E € 1. Soit E; une suite de réels dans I, convergent vers E. Par le
théoréeme 8.1.6 il existe une unique mesure v, g, pg-invariante sur P(L,) et pour tout

I € N, il existe vy, g,, pg,-invariante sur P(L,). Par (8.1), on a : ji, —>ljoo UE.
Par le théoreme de Banach-Alaoglu, la suite (vp,E,) leN contient une sous-suite, disons

(Vp,E, )ien, faiblement convergente vers une limite 7. Comme la convolution est faible-
! .
ment continue :

w ~
= * *
VpE, = ME, *VpE, > PE*V
Alors par unicité de la limite faible : 7 = ug * 7. Ainsi 7 est une mesure pg-invariante et
par unicité dans le théoreme 8.1.6 : 7 = vy, . On en déduit que v, ZL> vpe et donc
— 00

E — vy e est faiblement continue.
D’apres la représentation intégrale donnée par le théoreme 8.1.6 on a:

(r1+-- -+ 1) (E) = vpe(PpE)

Alors en utilisant le (ii) de la proposition 8.1.8 et la faible continuité que nous venons juste
de prouver il vient :

lim (,Yl + ...+ f)’p)(El) = lim Vp,E ((Dp,El)

1 00 [—c0
= llggo (Vp,El(CI)p,E) +Vp,E (PpE, — (bp,E))
= Vp,E(q)p,E>

= (m+-.-+1)(E)

Cela prouve bien la continuité des sommes d’exposants de Lyapounov.

g
On a alors le corollaire suivant :
Corollaire 8.1.10. Pour tout entier p € {1,...,N}, E — 7, (E) est continue.
Démonstration : En effet on peut écrire :
WwE) =+ +7)(E) = (n+...+7p-1)(E)
|
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8.1.3 Sous-harmonicité des sommes d’exposants de Lyapounov

Dans toute cette section, on suppose que les exposants de Lyapounov que 1'on étudie sont
associés a une suite (A% (E)),en de matrices symplectiques i.i.d. qui dépendent analytiquement
du parametre E. Cela est vérifié pour les matrices de transfert associées a un modele continu
(ou discret) car son expression met en jeu uniquement des solutions de —u" + V,,u = Eu qui
sont analytiques en E.

Tout d’abord on remarque que la définition des exposants de Lyapounov nous permet de
les définir pour des valeurs complexes de 1’énergie E. En fait la formule :

(11 + .+ 1)(E) = lim “E (log | A7 (A% (E) ... AS (E)) ]

a aussi un sens pour E € C.

Nous allons maintenant définir les fonctions sous-harmoniques et en donner les premiéres pro-
priétés.

Définition 8.1.11. Une fonction f C — [—oo, +00] est dite sous-harmonique si :

1. f est semi-continue supérieurement, i.e. : VE € C, f(E) > lim supyﬁgf(]/)
2. VE€C, Vr>0, f(E) < 5% [; f(E+re)dd.

Remarque 8.1.12. Bien silr une fonction continue est semi-continue supérieurement et la premiére
hypothese de la définition est satisfaite par les sommes d’exposants de Lyapounov comme prouvé dans la
proposition 8.1.9.

Nous allons a présent prouver une proposition qui donne les principales propriétés de stabi-
lité de I'ensemble des fonctions sous-harmoniques et le principal exemple de fonction sous-
harmonique.

Proposition 8.1.13. 1. Si f et g sont deux fonctions sous-harmoniques égales presque partout au
sens de la mesure de Lebesgue de R?, elles sont égales partout.

2. Si fy est une suite de fonctions sous-harmoniques localement minorées, alors l'infimum pris
point par point de cette suite est une fonction sous-harmonique.

3. Si A(z) est une fonction entiere i valeurs matricielles, la fonction z +— log ||A(z)|| est sous-
harmonique.

Démonstration : (i) Onfixe E € C. Par le principe du maximum pour les fonctions sous-harmoniques

ona:
1

Vr >0, f(E) < — /D(E,r)f(z)dz

Puis par semi-continuité supérieure :

F(E) = lim —- / o, fEOE

r—0 7Tr?

De lasi f = g presque stirement, il vient :

.1 .1
f(E) =lim — /D(E,r) f(z)dz = lim — /D(E’r) g(z)dz = g(E)

Et le premier point est prouvé.
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(ii) Une fonction semi-continue supérieurement est minorée sur tout sous-ensemble com-
pact K C C. On fixe un compact K C C. On peut alors appliquer localement le théoréme
de convergence dominé de Lebesgue pour obtenir :

1 27 . 1 27 .
VEE€K, inf fu(E) < inf — E-+re)do = o " (inf f,)(E+re)ds,
ne]Nf”( )_ne]N27T 0 fulE +7et) 27 Jo (ne]an)( +ret)
et I'infimum d’une famille de fonctions semi-continues supérieurement est encore une
fonction semi-continue supérieurement.

(iii) Ce point vient de la formule de Jensen sur le logarithme des fonctions holomorphes.

|

Nous avons a présent tout ce qu’il nous faut pour prouver la sous-harmonicité des sommes
d’exposant de Lyapounov.

Proposition 8.1.14. Pour tout p = 1,...,N, la fonction E +— v (E) 4. ..+ 7, (E) est sous-harmonigque.

Démonstration : Tout d’abord, la fonction E +— A% (E) est entiere par hypothése. Puis, comme
un produit de fonctions entiéres est une fonction entiere, E — AP(AY(E)...A§(E))
est aussi entiere. Finalement par le point (iii) de la proposition 8.1.13, E — log|| A?
(A%Y(E)... A (E))|| est encore sous-harmonique.
Par le lemme de Fatou, ’application E — E (log || AP (A% (E) ... Af(E))||) est aussi sous-
harmonique. Or la suite (1E (log || AP (A% (E) ... A§(E))||))nen est une suite sous-additive
de nombres strictement positifs, sa limite est donc donnée par un infimum et le point
(ii) de la proposition 8.1.13 s’applique pour donner que 1(E) + ... + 9,(E) est sous-
harmonique.

|

Pour terminer cette section nous rappelons sans preuve 1'une des propriétés les plus intéressantes
des fonctions sous-harmoniques, 'existence de limites non-tangentielles.

Proposition 8.1.15. Pour presque tout E € R, pour tout p = 1,...,N, la limite suivante existe et
vaut :

lim(yy +...+7p) (E+ie) = (11 + ...+ 1) (E)

Démonstration : On utilise le fait que toute fonction sous-harmonique sur C est non-tangentiellement
continue en presque tout point de la droite réelle au sens de la mesure de Lebesgue.

8.1.4 Régularité Holdérienne

Avec beaucoup plus de travail, on peut obtenir le théoreme général suivant de régularité
holdérienne des exposants de Lyapunov.

Théoreme 8.1.16. Soit (A% (E))nen une suite i.i.d. de matrice symplectiques dépendant d'un pa-
rametre réel E. Soit ug la loi commune des AY(E). On fixe un intervalle compact I dans R et on
suppose que pour tout E € I :

1. Gy, est p-contractant et Ly-fortement irréductible pour tout p € {1,...,N}.
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2. Il existe C; > 0, C; > 0 indépendantes de n, w, E telles que pour tout p € {1,...,N} :
A7 AT ()| < exp(pCi+ p|E| +p) < Ca. (83)
3. Il existe C3 > 0 indépendante de n, w, E telle que pour tous E,E’ € I et tout p € {1,...,N}:

| AP AL (E) — AP AY(E))|| < GS|E — E|. (8.4)

11 existe alors deux réels x > 0 et 0 < C < 4-o0 tels que :
Vpe{l,...N}, VE,E' € I, |v,(E) —7,(E")| < C|[E - E'|".

Pour prouver ce résultat, on utilise un résultat sur les cocycles négatifs comme énoncé dans
[3], Proposition IV 3.5, p.187. On a aussi besoin d’estimations sur les opérateurs de Laplace
sur les espaces de Holder comme dans Proposition V 4.13, p.277 dans [3] et qui utilisent les
estimées (8.3) et (8.4). Finalement en utilisant la décomposition donnée dans Proposition IV
3.12, p.192 de [3] on peut démontrer la continuité Holdérienne de E +— v, g sur [.

8.1.5 Application au modele d’Anderson continu a valeurs matricielles

Dans un intervalle pour lequel on aurait déja montré que le groupe de Fiirstenberg est
p-contractant et L, irréductible pour tout p, il reste a montrer les estimées (8.3) et (8.4) pour
pouvoir appliquer le théoreme 8.1.16.

Estimations générales

Lemme 8.1.17. Soit V une fonction a valeurs matricielles dans L}, (R, M,,(C)) et soit u une solution
de —u" 4+ Vu = 0. Alors pour tous x,y € R :

max(x,y)
@I+ 1P < Q)P+ I )l exe ([ 1viey + 1))

Démonstration : On pose R(t) = [|u(t)]|? + ||u'(t)||*. 1l vient avec cette notation :
R'(t) = <u(t)u'(t)>+<u'(t),ult) >+ <u"(t),u'(t) >+ <u'(t),u"(t) >
= 2Re(< u(t),u'(t) >)+2Re(< (), V(t)u(t) >)
2Re(< u/(t), (V(t) + 1)u(t) >)
< 2Re([[u/ (O] [[V(E) + 1| [[u(t)]])
2 1R\ ]]2
< a1y (L IWOIFY

= [IV(#) + 1[R(#)

Nous avons utilisé I'inégalité de Cauchy-Schwarz a la quatrieme ligne et I'inégalité arithmético-

géométrique a la cinquiém. Finalement on a 'inégalité :
RI() < [[V (1) + 1][R()

qui par intégration nous donne l'inégalité voulue.
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Lemme 8.1.18. Pour i = 1,2 soit V; € L}
telles que :

(R, M, (C)) et soit u; une solution de —u" + Viu = 0

loc

Fy € R, ur(y) = ua(y) ety (y) = uz(y)
Alors pour tout x € R :

(I (x) = ua ()| 4 | [ (x) — uq ()| )
ax(x)

1 max(x,y) m. ,
< (IR 1) exp (L7 " ol + vl +28e) s [ 1vi0) = vago) s
Jmin(x,y) Jmin(x,y)

NI—

Démonstration : Sans restreindre la généralité on peut supposer que y < x. Dans C?N on a, de
par les hypotheéses faites sur les solutions u1 et u5 :

up(x) — up(x) ) _ V( 0 ) ; y( 0 I ) ( up (t) — up(t) > ;
( uy(x) —up(x) ) /x V(D) — V(D)) () ) ¢ +/x va(t) 0 )\ () - upe) )¢
Alors, en prenant la norme des deux cotés de 1'égalité, on obtient 1'inégalité suivante :

[ e )] < [ o -wol o [aveon | (6 e )

Puis par le lemme de Gronwall :

(e ) < (L v - vl ) ee ([ @vaoii+nar) - 63)

Or, le lemme 8.1.17 nous dit que pour tout t € [y, x] :

a1 < O+ 1401 < (a1 + i 1P) exp ([ (11 + D

1 1 (v
(011 < (liaC) P+ 1 )P exp (5 7o)+ 1))
Sil’on réinjecte dans 'inégalité (8.5) il vient :
(I (2) = w2 () + [y () — ()] %)

1 max(x,y) 1 1 ‘max(x,y)
2 / 2)2 - - —
< (1P + I 1R) exp ([ "SI+ 5+ 1va(oll 18 ) [ " 1vi(e) = va(o

On a ainsi prouvé l'inégalité voulue car : 3 || Vi (t)|| + 1 < [|Vi(#)[| + 1.

Nl—

Estimations de la norme des matrices de transfert

A partir des estimations générales que 1’on vient de prouver, on peut obtenir des estima-
tions pour la norme des matrices de transfert, uniformes en le parametre E lorsque celui-ci
varie dans un intervalle compact de R. On fixe un intervalle compact I C R. Soit E € I. Tout
d’abord, u!,..., u?N désignent les solutions de —u" + V,,u = Eu avec les conditions initiales :

1 0 0
0 1 0

i'm,Ey=| 0 |, 2m,E)=| O |, N E) =] : (8.6)
: : 0
0 0 1
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ou#'(n,E) =*(u'(n,E) (u')(n,E)).

La matrice de transfert est la matrice dont les colonnes sont les vecteurs #' (1 + 1, E) :

ul(n+1,E) w(n+1,E) ... uN(n+1,E)
A(E) = u}\](nz+1,E) u%\,(ni—l,E) u%\]N(nz%—l,E)
" WY +1,E) () (n+1,E) ... (2N)(n+1,E)
W) (n+1LE) () (n+1,E) ... () (n+1,E)

Lemme 8.1.19. I] existe des constantes C; > 0 et C; > 0 indépendantes de n, w, E telles que :
145 (E)|? < exp(C1 +|E[ +1) < G
Démonstration : Soit it'(n + 1, E) la colonne de AY(E) de norme maximale. Alors :
147 (E)II? = [[#(n+ 1, E)|[ = [[u(n + 1, E)|[* + || (u')' (n + 1, E)|
En appliquant le lemme 8.1.17 avecx =n+1lety =n:

[l (n+1, E)|[2 + [ (') (n+ 1, E)[>
n

< (Il (n, E)I P+ 11 (o, E)|P) exp </

Or, ||u'(n, E)|[> = 1 et ||(u) (n, E)||* = 0 ou ||u(n, E)||* = O et ||[(«')' (1, E)||* = 1. Dans
tous les cas : ||#(n, E)||?> = 1. Donc

+1
[V (t) — E|| +1dt>

n+1
NP <exp ([ 1Vl ~ Ell+ 10t)

Or Vy(x) = Yhez v (x — k) est invariant par la translation par 1. Ainsi :

n+1 1
[ Vel = Bl 1t = [ [Vit) Bl + 10t < <sup ||vw<t>||> +|E|+1
n tE[O,l]

Puis comme dans V,, les w; prennent leurs valeurs dans {0,1}, il existe une constante
C1 > 0 indépendante de w, n, E telle que :

(sup HW)H) <

te[0,1]

Et:
|45 (E)|]* < exp(C1 + |E| +1)

Puis, étant donné que I est borné,
indépendante de w, n, E telle que :

E| est aussi bornée et il existe une constante C; > 0

exp(C1 + |[E|+1) < Ca.
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Remarque 8.1.20. Comme A% (E) est symplectique, sa norme est la méme que celle de son inverse et
ainsi :
147 (E)7M]? < G

Nous allons maintenant prouver une estimation nous donnant la variation de la norme de
A% (E) lorsque E varie dans I.
Lemme 8.1.21. Pour tous E, E' € 1, il existe une constante C3 > 0 indépendante de n, w, E telle que :
1A% (E) — A7 (EN)| < GS|E — E|
Démonstration : On a:
145 (E) — A7 (EN|| = ||& (n +1,E) — i’ (n + 1, E')]|
Et d’apres le lemme 8.1.18 :
|#'(n+1,E) — ' (n+1,E")]|
. n+1 , n+1 ,
<17 B (" 1V~ E = (Vi) = Bl ) exp ([ 1Vaot) = Ell + 1 (va(t) — B+ 2t
Ainsi :

1
143(8) — 43| < 1B~ Elexp ( [ 21V (0l1+ |El+ 1 +2t)

Mais, comme dans la preuve du lemme 8.1.19, sup, (o, ||V (t)]| < Cq et |E|et|E'| sont
bornées car I 1’est, disons par une constante M. Alors il existe C3 > 0 indépendante de
n,w, E telle que :

n+1
exp </ [|Vo(t) — E|| + ||(Vo(t) — E')]| +2dt> <exp(2C; +2+2M) < C;

Notre estimation est prouvée.

Nous terminons en donnant les estimations portant sur les puissances p-iemes extérieures
des matrices de transfert.

Lemme 8.1.22. I existe des constantes C; > 0, C, > 0 et C; > 0 indépendantes de n, w, E telles que
pour tout entier p € {1,...,N}:

| AP AR (E)II? < exp(pCi + pIE| + p) < G

et pour tous E,E' € I :
| AP A (E) — APAS(E')|| < GSIE — E'|

Démonstration : Pour la premiére inégalité on utilise simplement le fait général suivant: si M €
GLyn(R) alors : || AP M|| < ||M]|]P. Cela vient de la décomposition polaire de M. On peut
en trouver la preuve dans [1] lemmes 5.3 et 5.4, page 62. Ainsi en appliquant ce résultat
et le lemme 8.1.19 on obtient :

| AP AS(E)| < (exp(C1 + [E| +1))P = exp(pC1 + p|E| + p) < C
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Pour la seconde inégalité, le résultat est un peu plus technique. Nous allons prouver que
pour deux matrices inversibles M et N :

| AP M = APNI| < [IN = MI[([IN]]P7+ [[M]L]INTPZ2 4+ ([P
Pour cela on part de :
APM — APN = APM(I — AP(MTIN)) = APM(1 — AP(M™Y(N — M) + 1))

Ainsi on est ramené a calculer AP(M~}(N — M) + I). Pour uy A ... A up un vecteur p-
décomposable on a:

AP(M YN =M)+I)(ug A...Auy)

= (m+MYN=Mu)A...A@up+MY(N-M)up,)
= Ao A(up+ M YN =Muy) + M Y(N=MugA... A (up+ M YN = M)uy)

; WA AU+ U A AMTH(N = M)uy,
Ainsi on trouve l'expression suivante pour APM (I — AP(M~Y(N — M) + 1)) :
ANPM(I=AP (MY N=M)+1))(ug A...Aup)
= —((N=M)ug ANugA...ANNup+ Mug AN(N—M)ug A... ANNup+...
coi - Mug Ao AMuy 1 A (N — M)up)
Finalement, en prenant les normes, on obtient 1’estimation suivante :
| AP M = APN|| < [IN = MI[([IN]]P7+ [[MILIINTP=2 4+ [P

A présent, en appliquant les lemmes 8.1.19 et 8.1.21 et cette estimation avec M = A%¥(E)
et N = AY(E’), on obtient :

| AP A% (E) = AP A (E')|| < pCE ™ GS|E — E/|

etC} = ngfng est indépendante de n,w et de E, E'.

8.2 La densité d’états intégrée

On veut étudier I'existence de la densité d’états intégrée et sa régularité pour des opérateurs
d’Anderson continus et a valeurs matricielles de la forme :

Ha(w) =A@ In+ Y V) (x —n) (8.7)

ncz4

agissant sur L>(IRY) ® CV, d et N sont des entiers naturels, Iy est la matrice identité d’ordre N
et A; est le laplacien continu en dimension d.
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Soit (), A, P) un espace de probabilité complet et soit w € Q). Pour tout n € Z, les fonc-
tions x > Va(,n) (x) sont & valeurs dans les matrices symétriques, a support dans [0, 1]%, et uni-

formément bornées en x, n et w. On pose aussi :

Vx e RY, Vo(x) = Y VI (x—n)

nez4

et on note V,, 'opérateur de multiplication maximal par x — V,,(x). La fonction x — V,,(x) est
uniformément bornée sur R en x et en w. Le potentiel V,, sera aussi choisi de sorte que Hy (w)
soit Z%-ergodique. En tant que perturbation bornée de —A; ® Iy, Hz(w) est auto-adjoint sur
I'espace de Sobolev H?(IRY) @ CN.

8.2.1 Existence de la densité d’états intégrée

On veut définir une fonction de la variable réelle qui compte le nombre de valeurs spec-
trales de Hp(w) en-dessous d'une énergie E fixée. Pour définir cette fonction, on commence
par restreindre H(w) & des cubes de volume fini dans R?. Soit L un entier plus grand que 1 et

soit D = [~L,L]* C R? le cube centré en 0 et de c6té 2L. On pose :
HP (w) = AP o v+ Y v (x —n) (8.8)
nezd

la restriction de Hy (w) agissant sur L?(D) @ CN avec conditions de Dirichlet au bord de D.

Définition 8.2.1. La densité d'état intégrée de Hu(w) est la fonction de R dans Ry, E — N(E) ol
N(E) pour E € R est défini comme la limite thermodynamique :

N(E) = lim —#{A<E|A € o(HP (w))} 89)

L=+ |D|
ot |D| est le volume de D.

Il y a un double probléme d’existence dans ’expression (8.9). On doit tout d’abord prouver
que le cardinal #{A < E| A € U(HI(LXD) (w))} est fini pour tout E fixé et on doit ensuite prouver
I'existence de la limite. La réponse a ces deux problemes est donnée par 1’existence d’un noyau

(D) .
L? pour le sous-groupe a un parametre (e ‘4 (©)), 4. Ce noyau est obtenu a l'aide d'une
formule de Feynmann-Kac mettant en jeu une exponentielle ordonnée.

Une formule de Feynmann-Kac a valeurs matricielles

On commence par présenter comment on obtient une formule de Feynman-Kac a valeurs
matricielles pour le semi-groupe & un parametre (e *H4(“)),_y. On en déduit ensuite une for-

mule de Feynman-Kac pour (e_tHEam (@) 150.

Soit W = C(RR4,R) l'espace des fonctions continues de R dans R. Pour tout f > 0 on
considere la fonction coordonnée :

W — R

X Xi(w) = w(t)

Soit W la plus petite c-algebre sur W pour laquelle les applications X; sont mesurables. Pour
s,t >0etx,yc R? on note par W x 1, la mesure de Wiener conditionnelle, definie sur (W, W),
associée au mouvement brownien partant de x au temps s et arrivant en y au temps . On note
aussi [E; 1,y I'espérance associée a la mesure Wy 1 .
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On étudie maintenant le semi-groupe a un parametre (e tH4(“)),_o. On fixe t > O etw € Q.
Par la formule de Lie-Trotter, on a :

vf e LA(RY) @ CN, e M) f = lim (em("MOMie Vw%)"f. (8.10)

n——+00

Pour n € N fixé, 'opérateur :
<e—(—Ad®IN)£e—Vw%) n

a un noyau intégral donné par l'intégrale de chemin :
/He (Ve dwg oy (w). (8.11)

Mais, lorsque 1 tend vers l'infini, par definition de I’exponentielle ordonnée de Dyson :

lim He (5)-Va w(5) = expP,.q (— /Ot Vi (w(s)) ds) . (8.12)

n*H*OO
Alors, par convergence dominée,

Vfe L2(RY) @CN, vy e RY, e tHal@) f(x) = /]Rd Ki(x,y)f(y)dx (8.13)

ot
Vx,y € RY, Vt > 0, Ki(x,y) = /expOrol <—/0 Vo (w(s)) ds> AW,y (W). (8.14)

On vient donc de démontrer que e *H4(@) a un noyau intégral, K;(x, y). Voyons comment on

. . . s _1gD) ’s N
en déduit I'existence d’un noyau intégral pour e *H4" (¥}, On note Tp(w) I'instant de premiére
sortie de D du cheminw € W :

Tp(w) = inf{t > 0, X;(w) ¢ D}. (8.15)

Puisque 'on utilise des conditions de Dirichlet au bord de D, pour définir HI(L‘D) (w) on peut
utiliser les résultats sur les mouvements browniens tués qui conduisent a la formule :

V>0, Vf e 2R @CN, vx € RY, e i @) f(x) =

lx—y?

1 bt
ﬁ/m ) / Xit<To i} expord( / Vi (Xs (w )dwo,x,t,y(w)e 7 f(y)dy. (8.16)

On a donc démontré le résultat suivant.

- (D) iy 5
Proposition 8.2.2. Pour tout t > 0, e Ha (@) q un noyau intégral donné par :

vx,y € R, vt >0, KD (x,) =

! ! x—y?
ﬁ (/ X{t<TD(w)}(W) €XPord <_/O Vi (Xs(w)) dS> dWO,x,t,y(W) eZt) (8.17)

et Kt(D) est dans L?(D?) @ Mn(C) pour tout t > 0.
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Existence de la densité d’états intégrée

. PR r oA —t1P
Puisque le noyau est dans L2, on en déduit que pour tout t > 0, 'opérateur e *Ha (<) est

Hilbert-Schmidt sur L?(D) ® CV. En particulier il est compact et son spectre est de la forme :
NG ,
{1, j >0}
ou (/\](D) (w));j>0 est une suite croissante de nombre réels bornée inférieurement et qui tend vers

+00. Cette suite n’est autre que le spectre de HI(L‘D) (w). En particulier, pour E € R fixé :
(D) — (D)
#HA<SE[Aeo(Hy (w))} =#{A"(w) < E} < foo.

Cela répond au premier probleme soulevé pour démontrer 'existence de N(E).

IL reste a démontrer que la suite (‘lﬁ#{)t]@)(a)) < E})L>1 c

indépendant de w : N(E). Pour cela on introduit la mesure de comptage des valeurs propres
(D) (Y -
de H, " (w):

onverge vers un nombre réel

1
IlD,w = ﬁ Z(SA(D)(W) (818)

j20 7

. . D
ou é 4(0) () €St la mesure de Dirac en A\?

"’ (w).On a alors :
©)(,) i (W)

Proposition 8.2.3. La suite de mesures (np )1 >1 converge vaguement vers une mesure n indépendante
de w lorsque L tend vers l'infini et ce pour P-presque tout w dans Q). De plus, la transformée de Laplace
de cette mesure limite est donnée par : ¥Vt > 0,

1 t
L) = e / /Q Trew expg (— /0 Vi (Xs(w)) ds> dw dWo.0(w). (8.19)
Corollaire 8.2.4. Pour tout E € R, la limite :

N(E) = lim =

(D)
L too |D‘#{A S E| A€ O-(HA (w))}

existe et est P-presque siirement indépendante de w. La fonction E — N (E) est la fonction de répartition
den:
VE € R, N(E) = n((—oo, E]).

On termine en donnant une fomule qui fait le lien entre la mesure n et la mesure spectrale
Ep, (w) associée a I'opérateur auto-adjoint H (w).

Proposition 8.2.5. Soit f une fonction continue a support compact sur R?, positive et telle que || f|| 2 (rs) =
1. Soit My l'opérateur maximal de multiplication par f. Alors, pour tout borélien borné B de R,
I'opérateur M¢Ey , . (B) My est de classe trace P-presque stirement en w et :

I‘L(B) = IE(TI'(MfEHA(w)(B)Mf)) (820)
ou IE est I'espérance associée a la mesure de probabiité P.

On veut maintenant, dans le cas ott d = 1, faire le lien entre N(E) et la somme des exposants
de Lyapunov en E. Avant cela, nous allons présenter la fonction w de Kotani.

Dans toute la suite on suppose d = 1.
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8.2.2 Fonction w de Kotani

Avant de définir la fonction w de Kotani on défini les fonctions m. Soit C le demi-plan
supérieur complexe {z € C | Im(z) > 0} et C_ le demi-plan inférieur {z € C | Im(z) < 0}.

Proposition 8.2.6. Soit E € C. UC_. On fixe w € Q). Il existe alors une unique fonction x
Fi(x,E) a valeurs dans My (C) (respectivement x — F_(x, E)) satisfaisant :

~FL 4 VoFe = EFy, Fr(0,E) = Lot [ ||Fu(x,E)|Pdx < +oo
0

respectivement :

0
—F! 4 VoF = EF, Fo(0,E) =L et [ |IF-(x,E)[[%dx < +oo

Définition 8.2.7. Pour E € C UC_ on définit les fonctions m, M et M_ associées i Hu(w) par :
d d
M+(E) = %FLF (X, E) |x:0 et M,(E) = —aP, (x, E) ‘x:().
Ces fonctions permettent de calculer le noyau de Green de la résolvante de H4 (w) hors de la
droite réelle.

Proposition 8.2.8. Soit E € C UC_. Alors (Ha(w) — E) ! a un noyau intégral continu Gg(x,y, w)
donné par :
_ | “F(0)(My+M_)"NE(y) st x<y
Gelo ) = { (M M E () 5y e
On peut a présent définir la fonction w de Kotani. C’est cette fonction qui fera le lien entre
les exposants de Lyapunov et la densité d’états intégrée. En effet, sa partie réelle sera (a la
limite) la somme des N exposants de Lyapunov positifs, tandis que sa partie imaginaire sera
(toujours a la limite) égale a TN (E).
Définition 8.2.9. Soit E € C U C_. On définit la fonction w de Kotani par :
1
w(E) = EIE(Tr(MJr(E) +M_(E))).
La fonction w a les propriétés suivantes :
Proposition 8.2.10. Pour E€ CL UC_:
1. w(E) = E(Tr(M- (E))) = E(Tr(M_(E))).
2. Sw(E) = E(Tr(Ge(0,0,w))).
3. —Rew(E) = (11 +...+9n)(E).

4. E (Tr(Im M+ (E,w) 1)) = _ZRIenqu(E) — 2(71+.I.;E7N)(E),

Dans le point 3, précisons que la formule :

3 1 w w
11(E) + ...+ n(E) = lim —E(log || A" (471 (E) ... AF (E))|])
a un sens pour tout E € C.

On peut alors utiliser des résultats d’analyse harmonique valables pour des opérateurs de
Schrodinger a valeurs matricielles. On introduit tout d’abord l'espace des fonctions de Her-
glotz :

H = {h | h estholomorphesur Cy eth : C; — C,}.

On considere alors le sous-espace de H :

W={weH|w o, —iwe H}.
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Proposition 8.2.11. La fonction de Kotani w est dans WV.

Démonstration : Tout d’abord, puisque H(w) est auto-adjoint, son spectre est inclus dans R et
E — M (E) est holomorphe sur C \ R. Il en est alors de méme pour E — Tr(M (E)). Or,
siImE > 0,ona:

400

Im M, (E) = (ImE) /0 F. (x,E)*F. (x,E) > 0.

Alnsi, E — Tr(M4(E)) estdans H etw € H.

Ensuite, par le point 2 de la proposition 8.2.10, w’(E) = E(Tr(Gg(0,0,w))). Or, G(0,0, w)
est holomorphe hors du spectre de Hs(w) donc Tr(Gg(0,0,w)) 1’est aussi. Si ImE > 0,
I'opérateur Im(H 4 (w) — E) ! est défini positif et ImTr(Gg (0,0, w)) > 0. Alors, Imw'(E) =
ImTr(Gg(0,0,w)) > O0etw’ € H.

Finalement, —iw est holomorphe sur C puisque w l'est. SiE € C_. :
Im(—iw(E)) = —Re w(E) = (ImE)E(Tr(Im M (E,w) ™))

par le point 4 de la proposition 8.2.10. Or,si E € C, Tr(Im M, (E,w)~!) > 0 et Im(—iw(E)) >
0. Ainsi, —iw € H.

O
8.2.3 Formule de Thouless
Soit n la mesure définie dans la proposition 8.2.3.
Proposition 8.2.12.
E/
VE € C\R, E(Tr G£(0,0,w)) = ‘é‘f( E> (8.21)
R E —

Démonstration : Puisque R est réunion dénombrable de boréliens bornés et que la distribution
de Dirac en 0, Jp, peut étre approchée par des fonctions continues a support compact,
positives et de norme L? égale a 1, en utilisant la proposition (8.2.12), on a :

dn E’

E, d]E Tr(< 50, Ett (wy((—00, E']) 0 >)).

Alors, par le théoreme spectral,

dn(E')
CEF—E IE(Tr(

1
g < 00 Eug o ((—29, ) >)

- e(n <50,</ g (- ED) ) & >))

- (Tr < 8o, (Ha(w) — E)~ 16 >))
= E(Tr(Ge(0,0,w))).

|
On déduit de cette formule le lien entre la partie imaginaire de w et E — N(E).
Proposition 8.2.13.
VE € R, lir(r)l+ Im w(E +ia) = nN(E). (8.22)
a—»
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Démonstration : Tout d’abord, par le point 2 de la proposition 8.2.10 :
Vz € C\R, w'(z) = E(Tr(G:(0,0,w))).
Alors, par la proposition 8.2.12 :
dn(E)
R E' —z

_ N(E")
- /]R(E,_Z)2 dE

Vze C\R, w'(z) =

en intégrant par parties. En intégrant cette expression, il existe une constante ¢ € C telle
que:
1+E'z
w(z) =c+ /IR F—2(+E2)
Or, siz € Rn’est pas dans le spectre de Hy (w) alors w(z) € R (voir Carmona Saint-Flour,

lemma 5.10, p84). On doit donc avoir ¢ € IR. Alors, en prenant la partie imaginaire dans
(8.23) eten écrivantpourz € C;,z=E+ig, EER,a > 0:

N N(E') :
Imw<E+1ﬂ) = QAWdE

- /N<E+W>du
R 1+u?

N(E")dE'. (8.23)

ouu = E/;E. Or N(E) étant une fonction de répartition, elle est continue & droite et :
VE € R, ali}rgl+ Im w(E +ia) = N(E) /]R 1_:u2 du = nN(E).
g
On a un résultat analogue pour la partie réelle de w(E).
Proposition 8.2.14. Pour Lebesgue-presque tout E dans R, on a :
lim Rew(E +1ia) = —(11 +...+n)(E). (8.24)

a—0t

De plus, si I C R est un intervalle sur lequel E — —(y1 + ...+ vn)(E) est continue, alors (8.24) est
vraie pour tout E € I.

Démonstration : Tout d’abord, par le point 3 de la proposition 8.2.10, on a :
VzeC\R, Rew(z) = — (71 +... 4+ 7n)(2). (8.25)

La fonction z — — (1 + ... + n)(z) est sous-harmonique et pour presque tout E € R la
limite tangentielle existe :

lim(y + ...+ ) (E+i0) = (11 + ...+ ) (E). (8.26)

Soit E un réel tel que (8.26) soit vraie. En posant z = E 4 ia avec a > 0 dans (8.25) on
obtient I’existence de la limite suivante :

lim Re w(E 4ia) = —(y1 + ...+ vn)(E). (8.27)

a—0t

De plus, si I est un intervalle sur lequel E — (7y1 + ...+ yn)(E) est continue, la relation
(8.27) est vraie pour tout E dans I puisqu’elle I’est pour presque tout E < I.
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g

Nous avons a présent tous les outils nécessaires pour démontrer une formule de Thou-
less adaptée au cas des opérateurs de Schrodinger aléatoires continus a valeurs matricielles.
Puisque (71 + ...+ vn)(E) et N(E) sont respectivement les parties réelles et imaginaires de
la fonction w qui est dans 1’espace W, I’analyse harmonique développée pour cet espace par
Kotani nous donne que ces deux fonctions sont liées par une relation intégrale.

Théoreme 8.2.15 (Thouless formula). Pour Lebesgue-presque tout E € R, on a :

(r14---+7N)(E) = —a+/Rlog<’i,__ﬂ> dn(E") (8.28)

oti w est un nombre réel indépendant de E et n est la mesure dont la densité d’états intégrée est la fonction
de répartition. De plus, si I C R est un intervalle sur lequel E — —(y1 + ...+ yn)(E) est continue,
alors (8.28) est vraie pour tout E € 1.

Démonstration : Comme w € WV, par les résultats de Kotani, et en utilisant aussi la proposition

8.2.13, o
Vz € C\ R, w(z) = w(i) + /]Rlog (;:;) dn(E'). (8.29)
Alors : .
Re w(z) = Re w(i) + /]Rlog < 57:; > dn(E). (8.30)

Soit z = E +1ia avec E € R tel que (8.24) soit vraie et a > 0. Alors, lorsque a tend vers 0,
par la proposition 8.2.14,

"—i

et ) (B) = Rewli) + [ g (| F=

> dn(E’). (8.31)

En posant « = Re w(i) on obtient (8.28) pour tout E dans R tel que (8.24) soit vérifiée,
i.e pour Lebesgue-presque tout E dans RR. Enfin, si I est un intervalle sur lequel E
(71 + ...+ vn)(E) est continue, par la proposition 8.2.14, (8.28) est vraie pour tout E
dans I.

On peut alors utiliser cette formule de Thouless pour démontrer que la fonction E — N(E)
a la méme régularité que les exposants de Lyapounov.
8.2.4 Régularité Holdérienne

On commence par quelques rappels sur la transformée de Hilbert et sur ses principales
propriétés.

Définition 8.2.16. Si ¢ € L?(IR), sa transformée de Hilbert est la fonction définie sur R par :

(T$)(x) = lim ~ PO g

e—0t 7T Jjx—t|>e X — £

Proposition 8.2.17. Soit € L*>(R).
1. T*p(x) = —(x) pour Lebesgue-presque tout x dans R.
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2. Si i est holdérienne sur l'intervalle [xo — a, Xo + a], a > 0, alors T est holdérienne sur 'inter-
valle [xo — 5, x0 + 5.

On déduit de ces propriétés le résultat de régularité suivant.

Théoréme 8.2.18. Soit I un intervalle compact de R et soit I un intervalle ouvert contenant 1. On
suppose que le potentiel Vi, dans Hx (w) pour d = 1 et N > 1 est tel que le groupe de Fiirstenberg G,
de Ha(w) est p-contractant et Ly-fortement irréductible pour tout p € {1,...,N} et tout E € 1. Alors
la densité d’états intégrée associée d H s (w) est holdérienne sur 1.

E'—E
E'—i

le terme de renormalisation E’ — i au dénominateur contrebalance le fait que le support
de n est non-compact. Ainsi, ona:

Démonstration : Tout d’abord, I'application E’ — log (‘

) est n-intégrable sur RR. En effet,

E+e

VE € R, lim

e—=0t JE—¢

E'—E
log <’ 3 D ‘ dn(E’) =0 (8.32)
dont on déduit :
VE € R, lir(gl+ |log(e)|(N(E+¢) — N(E—¢)) =0. (8.33)
e—>

Cela implique que E — N(E) est continue sur R. Soit Ey € I fixé et soit a > 0 tel que
[Eg — 4a, Eg + 4a] C I. Par le théoréeme 8.2.15, pour E €]Eq — 4a, Ey + 44| :

E' —E , Eg+4a
E' —i D dn(E) = /507411 10g<

(’Yl+...+’YN)(E)+4x—/ log<
JIE —Eg|>4a

g:’fD dn(E)).

Alors :
o (1B EN dn(e) = 1 " Jog |E' — E| dn(E'
/150—4a 8 (‘ E'—i > n< ) N 81}1’(1]1 </Eo—4a Og’ a ‘ n( )
E0+4ﬂ 1 E0+4ﬂ
+/ log |E' — E| dn(E’)> - = log(1+ (E')?) dn(E).
Ete 2 JEy—4a
On pose :
1 Eo+4a
T(Ep) = = log(1+ (E")?) dn(E).
2 JEy—4a

Alors, en intégrant par parties les deux premiéres intégrales,

Eog+4a E'— E
lo -
/Eg—4ﬂ g <‘ E' —i

) dn(E)

) B E—¢ NE/) Entd
= i | os = IE S - [ F g+ INGE o '~ B
T NE)
_/E+£ E/EdE] — Z(Ep).

On pose (E) = N(E)x{|g—Ey|<aa} € L*(R). Par définition de la transformée de Hilbert :

Eo+4a
/ log |[E' — E| dn(E')
E

0—411
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= n(TY)(E)+ lim [(N(E—¢) — N(E+¢))loge+ N(Ey + 4a)log|Ey — E + 4a|

e—0+
—N(Eg — 4a)log |Ey — E — 4a|] — Z(Ey)
— 7(Ty)(E) + N(Eo +4a) log |Eg — E + 4a| — N(Eo — 4a) log |E — E — 4a| — Z(Eo)

par (8.33). Finalement :

E)—
E E—i ) dn(E')
N(Eo + 4a) log |Eg — E + 4a| + N(Eg — 4a) log |Eg — E — 4a| + Z(Eo)

= (’Yl-O—...—i—'yN)(E)—i—a—/lElE0>4alog< - D dn(E") + Z(Ep).

ATE) = et m®a- [ g (BT

E'—i

Puisque [Eg —4a,Eo+4a] C I C I, E — (y1+ ...+ vn)(E) est holdérienne [Ey —
4a,Eq + 4a d'apres le théoreme 8.1.16. De plus, E 1= fip . -y, log (|5=E|) dn(E') est
holdérienne d’ordre 1 sur l'intervalle |Ey — 4a, Eg + 4a].

Ainsi Ty est holdérienne sur tout intervalle compact inclus dans |Eg — 44, Eg + 44|, en
particulier sur [Eg — 24, Eg + 2a]. Par le point 2 de la proposition 8.2.17, T? is holdérienne
sur [Eg — a,Eg + a]. Or, par le point 1 de la proposition 8.2.17 et par continuité de E —
N(E) (par (8.33)),

VE € [Eg — a,Eo +a], (T*p)(E) = —N(E).

Ainsi E — N(E) est holdérienne sur [Eg — a, Eg + a]. Or I est compact, il peut donc étre
recouvert par un nombre fini d'intervalles |Ey — a, Eg + a[C I avec Ey € I. Dong, E +—
N(E) est holdérienne sur I.
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Chapitre 9

Localisation d’Anderson en dimension
1

9.1 Définitions mathématiques de la localisation

Il y a plusieurs définitions mathématiques pour traduire le phénoméne de localisation
d’Anderson. Dans toute la suite, ({2, A, P) est un espace de probabilité complet.

Définition 9.1.1. Soit I un intervalle de R. On dit que la famille d’opérateurs aléatoires auto-adjoints
{Hy }weaq est spectralement localisée dans I lorsque le spectre de H,, dans I est non vide et purement
ponctuel pour P-presque tout w € Q).

Définition 9.1.2. Soit I un intervalle de R. On dit que la famille d’opérateurs aléatoires auto-adjoints
{Hu }weq a la propriété de localisation d’Anderson dans I ou encore est exponentiellement loca-
lisée lorsque :

1. le spectre de H, dans I est non vide et purement ponctuel pour P-presque tout w € (),
2. les fonctions propres (généralisées) associées aux valeurs propres (généralisées) dans I décroissent

exponentiellement vers 0 a l'infini.

C’est cette seconde définition sur laquelle nous baserons notre intuition et notre analyse dans
la suite de ce cours.

Définition 9.1.3. Soit I un intervalle de R. On dit que la famille d’opérateurs aléatoires auto-adjoints
{Hy }wea sur H est dynamiquement localisée dans I lorsque :
1. le spectre de H, dans I est non vide pour P-presque tout w € ),

2. pour tout intervalle compact Iy C 1 et tout ¢ € H,

Vn >0, E (sup [[(1+ |x|2)ge_itH‘“110(Hw)1p|]2> < o0,
tER

Cette définition est de nature dynamique et suit I'évolution des paquets d’ondes au cours du
temps. Cela nous dit que la particule reste au voisinage de sa position initiale uniformément

au cours du temps.
Pour comprendre 1’évolution de 1’électron dans le cristal on regarde en fait la quantité :

(r)? = [ et x) P,
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Si elle diverge, cela signifie que x part a l'infini, si elle converge cela signifie que x reste borné.
Il peut y avoir plusieurs comportements pour cette quantité. Parmi ceux-ci on retient le com-
portement ballistique ot (r(#))?> ~ t? qui correspond & un milieu conductant, I'électron se
comporte comme un point mobile. Lorsque (7(t))? est bornée, on parle d’état localisé.

La question de 1’étude du spectre pour le modele d’Anderson n’est pas aisée. En effet, si le
laplacien a un spectre purement absolument continu, 1'opérateur de multiplication par V,, est
(dans le cas discret) une matrice aléatoire diagonale et son spectre est donc discret. Les deux
effets se contrebalance lorsque 1'on regarde le spectre de la somme de ces deux opérateurs. De
nombreux résultats mathématiques sont de nature perturbative et inclus un coefficient devant
le terme V,. Lorsque ce parametre est grand, le potentiel aléatoire I'emporte sur le laplacien et
a priori il y aura localisation. Lorsque ce parametre est petit, c’est I'inverse. Intuitivement, plus
le désordre est grand, plus il y a de chance de voir apparaitre des états localisés.

Ce qui est surprenant, c’est qu’en dimension 1, méme un tout petit terme aléatoire va entrainer
la localisation d’Anderson. L'idée est qu’en dimension 1, il n’y a pas la “place” pour contourner
une impureté dans le cristal alors qu’en dimension supérieure si.

En général, il y aura localisation au bas du spectre ou au bord des bandes spectrales lorsqu’il y
a un spectre de bandes (par exemple dans le cas discret avec un support de loi commune finie,
on a alors un nombre fini de translatés de [0,4d]). A I'intérieur des bandes par contre, il y aura
du spectre absolument continu et donc de la diffusion pour 4 > 3. En dimension 2 on pense
qu’il y a localisation partout comme en dimension 1 (sauf éventuellement dans un ensemble
discret d’énergies).

Enfin, une autre interprétation de la localisation d”Anderson tient au fait qu’elle décrit I’absence
d’effet tunnel entre deux valeurs propres.

9.2 Localisation pour les modeles d’Anderson quasi-unidimensionnels

Dans la suite, nous allons présenter un critere de localisation pour des opérateurs de la

forme :
2

H(w) =42

oI+ Y VI (x— tn), 9.1)
nez

agissant sur LZ(JR) ®CN, ott N > 1 est un entier, Iy est la matrice identité d’ordre N et ¢ > 0
est un nombre réel. Soit (€, A, P) un espace de probabilité complet et soit w € Q. Pour tout
n € Z, les fonctions x — VLE,") (x) sont a valeurs dans 1’espace des matrices réelles symétriques,
a support dans [0, /] et uniformément bornées en x, n et w. La suite (Vu(,”))nez est une suite de
variables aléatoires i.i.d. sur (). On suppose aussi que le potentiel x — ), .~ Vu(,n) (x — fn) est
tel que 'opérateur H(w) soit Z-ergodique.

Comme perturbation bornée de —f—; ® IN, Vopérateur H(w) est auto-adjoint sur 1’espace de
Sobolev H%(IR) @ CN et ainsi, pour tout w € ), le spectre de H(w) est inclus dans R.

Par Z-ergodicité, il existe ¥ C R tel que pour P-presque tout w € ), ¥ = o(H(w)). Il existe

aussi Xpp, Zac et X, sous-ensembles de IR, tels que, pour P-presque tout w € Q, Lpp =
Opp(H(w)), Zac = Oac(H(w)) et Lge = 05c(H(w)).

Nous allons montrer que sous certaines hypotheses portant sur le groupe de Fiirstenberg de
H(w), cet opérateur va présenter de la localisation d’Anderson sur un certain intervalle de R.

Pour E € R, soit G(E) le groupe de Fiirstenberg de H(w).
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9.3 Un tour rapide de I’analyse multi-échelle

Théoréme 9.2.1. Soit I C R un intervalle compact tel que © N I # @ et soit [ un intervalle ouvert
contenant I et tel que pour tout E € I, G(E) est p-contractant et L,~fortement irréductible. Alors,
H(w) a la propriété de localisation d’ Anderson et est dynamiquement localisé sur 1.

En dimension 1, pour démontrer un théoreme tel que le théoreme 9.2.1, on peut suivre le plan
suivant :

1. On montre que les exposants de Lyapounov de H(w) sont séparés.
On démontre la régularité holdérienne de ces exposants.
On en déduit la méme régularité pour la densité d’états intégrée.

De la, on en déduit une estimée de Wegner.

ATl

On peut alors appliquer un schéma d’analyse multi-échelle.

La régularité holdérienne de la densité d’états intégrée est un ingrédient clé dans la preuve
d’une estimée de Wegner adaptée aux cas des opérateurs dont 1’alea peut étre singulier comme
H(w). Soit L € IN* et soit H(") (w) la restriction de H(w) a L*([—/L,¢L]) ® CN avec conditions
de Dirichlet aux bords.

Théoreme 9.2.2. Soit I C R un intervalle compact et I un intervalle ouvert, I C 1, tel que, pour tout
E € I, G(E) est p-contractant et L,~fortement irréductible. Alors, pour tout B € (0,1) et tout x > 0,
il existe Ly € IN et ¢ > O tels que,

(W) P (d (E,U(H(L)(w))> < e—WL)“) < e ClLF 9.2)

pour tout E € I et tout L > L.

On peut comparer cet énoncé avec des estimées de Wegner classiques, valables pour des
opérateurs dont 1’alea est régulier, mettant en jeu des variables aléatoires a densités.

Par exemple, on peut démontrer pour un opérateur d’Anderson h,, discret et scalaire avec
des variables aléatoires a densité une estimée de Wegner optimale :

E (Tr (11 (hg))) < Cw-|I]-|A| (9.3)

avec Cyy > 0, |I| qui est la longueur de l'intervalle I et |A| est le volume du cube A auquel on
a restreint h,, pour définir hZ.
On peut aussi obtenir une estimée de Wegner améliorée,

E (Tr (11 (hﬁ))) < Cw - N(I) - |A| (9.4)

ot N(+) est la densité d’états intégrée associée a h,.

9.3 Un tour rapide de I’analyse multi-échelle

On commence par énoncer une propriété qui assure I’existence de fonctions propres généralisées
en un sens a préciser pour H(w). Soit H l'espace de Hilbert L>(R) ® CN, et soitv > 1. On définit
les espaces a poids H 4 par:

Hi = L3R, < x > dx) @ CN,

ot < x >= /14 |x|?, pour tout x € R. On définit sur H x H_ la forme sesquilinéaire
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<, >H,. H_ Ppar:

VP, p) € He X Ho, <@ >up = [ 9PER)x

Soit aussi T 'opérateur auto-adjoint sur  donné par la multiplication par < x >2'. On rap-
pelle que E, (.) désigne le projecteur spectral de H(w) et on définit la propriété de “Strong
Generalized Eigenfunction Expansion”.

Définition 9.3.1. Soit I C R un intervalle ouvert. On dit que H(w) vérifie la propriété (SGEE) sur 1
si, pour un v > i,
(i) pour P-presque tout w € Q, I'ensemble Dy (w) = {¢p € D(H(w)) N Hy | H(w)p € Hy }est
dense dans H . et est un coeur pour H(w),
(ii) il existe une fonction f continue et bornée sur R, strictement positive sur o(H(w)) telle que :

E <(trH(T—lf(H(w))Ew(I)T_1)>2) < 0.

Définition 9.3.2. Une fonction mesurable  : R — CN est une fonction propre généralisée pour H(w)
associée i la valeur propre généralisée A si p € H_\ {0} et :

V(P € D+ (w)/ < H(C(J)¢,1P >7‘l+/7{7: X < 4)/170 >’H+,’H7 .

On introduit des notations pour les restrictions de H(w) a des intervalles de longueur finie R
non nécessairement centrés en 0. Pour x € Z et L > 1, soit I (x) = [x — L, x + (L], centré
en x et de longueur 2/L. Soit 1, la fonction caractéristique de I (x) et soit 1, la fonction
caractéristique de I1(x). Pour L € 3IN*, on pose aussi,

out in
lx,L = 1x,L - 1x,L—2 et 1x,L = 1x,%'

Pour tout x € Z ettout L > 1, soit H*L) (w) la restriction de H(w) a L2(I(x)) ® CN avec condi-
tions de Dirichlet aux bords et, pour E ¢ o(H%Y) (w)), soit R (E) la résolvante de H™!) (w)
en E, R®WL)(E) = (H®D)(w) — E)~1. Soit enfin EXM le projecteur spectral de H*!) (w). Avec
toutes ces notations, on peut énoncer une inégalité de type Simon-Lieb.

Définition 9.3.3. Soit I C R un intervalle compact. On dit que H(w) a la propriété (SLI) s'il existe une
constante Cj telle que, étant donnés L,L',L" € Net x,y,y € Z, avec I;»(y) C I _»(y") C I—2(x),
pour P-presque tout w € O, si E € I, E ¢ o(HWL) (w)) Uo(HY'E) (w)), ona:

[194 RO (E)1, 1] <C1H10’L/R(y BNy 0] 19RO (E)1 ol

La propriété (SLI) permet d’estimer comment les résolvantes restreintes R*)(E) varient en
norme lorsque 1’on passe d'un intervalle donné a un intervalle plus long le contenant. Ce type
d’estimée est aussi appelée “Geometric Resolvent Inequality” dans la littérature. On peut main-
tenant énoncer une estimée pour les fonctions propres généralisées en terme de résolvantes
restreintes appelée “Eigenfunction Decay Inequality”.

Définition 9.3.4. Soit I C R un intervalle compact. On dit que H(w) a la propriété (EDI) s'il existe
une constante C; telle que, pour P-presque tout w € Q, étant donnée une valeur propre généralisée
E € I, ona pour tout x € Z et tout L. € N avec E ¢ o(H™! (w)),

1Lyl < IR ()14l 1959

La propriété suivante est une estimée du nombre moyen de valeurs propres de H*) (w).
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Définition 9.3.5. Soit I C R un intervalle compact. On dit que H(w) a la proprété (NE) s'il existe
une constante finie Cy telle que, pour tout x € Z et tout L € IN,

E (tr%(E((f’L)(I))) < GyLL.

La derniere propriété nécessaire a faire fonctionner I'analyse multi-échelle est d'une nature
différente. Il s’agit d"une propriété probabiliste d'indépendance d’intervales éloignés les uns
des autres. Un évenement A € A est dit basé sur I (x) s'il est déterminé par des conditions
portant sur H*!) (w). Etant donné dy > 0, on dit que I1(x) et I;;(x') sont dg-non recouvrant si
d(IL(x), IL/(X/)) > dp.

Définition 9.3.6. On dit que H(w) a la propriété (IAD) sil existe dy > O tel que tout couple d’évenements
basés sur des intervalles do-non recouvrant sont indépendants.

Avant de donner la définition de 1’ensemble de I'analyse multi-échelle Xys4, il nous faut une
derniere définition.
Définition 9.3.7. Soient v,E € Ret w € Q. Pour x € Z et L € 3IN*, on dit que l'intervalle I (x)
est (w, 7y, E)-bon si E ¢ o(H®L) (w)) et
(MR (E) 1 || < e,

On suppose que H(w) vérifie la propriété (IAD).
Définition 9.3.8. L'ensemble Xysa pour H(w) est 'ensemble des E € X pour lesquels il existe un
intervalle ouvert I tel que E € I et, étant donnés {,0 < { < 1, et ap € (1, g—l), il existe une échelle de
longueur Ly € 6N et un nombre réel iy > 0, tels que si on pose Ly = max{L € 6N | L < L°} pour
tout k € IN, on ait :

P{weQ|VE €I, I(x) ouI.(y) est (w,y,E’) —bon}) >1— e L.
pour tout k € N et x,y € Z tels que |x — y| > Ly + d.

On termine en donnant I'énoncé du théoréme d’analyse mutli-échelle de Germinet et Klein
pour les opérateurs mettant en jeu des mesures de probabilité singulieres comme H(w).

Théoreme 9.3.9. Supposons que H(w) a les propriétés (IAD), (SLI), (NE) et vérifie une estimée de
Wegner (W) telle que (9.2) sur un intervalle ouvert I C IR. Etant donné v > 0, pour tout E € I, il
existe un entier L., (E), borné sur les sous-intervalles compact de I, tel que, pour Eg € ¥.N I donné, on
a:

P({w e Q|I,(0)est (w,,E) —bon}) >1—e %L, (9.5)

pour Ly € N, Ly > L, (E) et & > 0, alors Ey € Zysa.

L’hypothese (9.5) est aussi connue sous le nom d’estimée de pas initial ou encore “Initial Length
Scale Estimate” (ILSE).

On peut finalement résumer les ingrédients d'une preuve par analyse multi-échelle de la
localisation d’Anderson et dynamique :

(IAD) + (SLI) + (NE) + (W) + (ILSE) (9.6)

4
(MSA) + (SGEE) + (EDI)

4

Localisation d’Anderson et dynamique
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