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Exercice 1. (Compétences de bases).

1. Soient m ∈ N et d ≥ 1. Soit Ω un ouvert de Rd. Donner la définition d’une distribution
d’ordre au plus m sur Ω.

2. Soit f : R→ R la fonction définie par :

∀x ∈ R, f(x) =

{
x2 si x ≤ 0

1 si x > 0.

(a) Justifier que la fonction f est localement intégrable sur R. On note Tf la distribution
associée à f .

(b) Calculer la dérivée de Tf dans D′(R).

3. Pour n ≥ 1, on considère la distribution Tn ∈ D′(R) définie par

Tn =
√
n
(
δ 1√

n
− δ− 1√

n

)
où pour tout réel a, δa désigne la distribution de Dirac en a.

Montrer que la suite (Tn)n≥1 converge dans D′(R) et calculer sa limite.

4. (a) Justifier que la distribution associée à la fonction de R dans R, x 7→ cos(2x), est
tempérée.

(b) Déterminer la transformée de Fourier dans S ′(R) de la distribution associée à la fonction
x 7→ cos(2x).

5. Soient f une fonction localement intégrable sur Rd et a ∈ Rd. On note τaf la fonction définie
pour tout x ∈ Rd par : (τaf)(x) = f(x−a). On note Tf la distribution associée à f . Montrez
que, dans D′(Rd),

δa ? Tf = Tτaf .

Exercice 2. (Compétences attendues).

1. Soit ϕ ∈ C∞0 (R). Montrer qu’il existe une fonction ψ ∈ C∞(R) telle que :

∀x ∈ R, ϕ(x) = ϕ(0) + xϕ′(0) + x2ψ(x).

2. En déduire l’existence de la limite :

lim
ε→0+

(∫ +∞

ε

ϕ(x)

x2
dx− ϕ(0)

ε
+ ϕ′(0) log(ε)

)
:=< Pf

(
H

x2

)
, ϕ > .

3. Justifier que la forme linéaire sur C∞0 (R), Pf
(
H
x2

)
: ϕ 7→< Pf

(
H
x2

)
, ϕ > est une distribution

d’ordre au plus 2 sur R.

4. Déterminer le support de Pf
(
H
x2

)
.

1



5. Pour tout n ≥ 1, soit ϕn une fonction dans C∞0 (R), telle que 0 ≤ ϕn ≤ 1, supp ϕn ⊂ [ 1
2n , 2]

et ϕn est égale à 1 sur [ 1n , 1]. En minorant < Pf
(
H
x2

)
, ϕn >, montrez que Pf

(
H
x2

)
n’est pas

une distribution d’ordre 0.

6. Soit ϕ ∈ C∞0 (R). Justifier l’existence de la limite :

lim
ε→0+

(∫ +∞

ε

ϕ(x)

x
dx+ ϕ(0) log(ε)

)
:=< vp

(
H

x

)
, ϕ > .

7. Justifier que la forme linéaire sur C∞0 (R), vp
(
H
x

)
: ϕ 7→< vp

(
H
x

)
, ϕ > est une distribution

d’ordre au plus 1 sur R.

8. Montrer que, dans D′(R),

vp

(
H

x

)′
= −Pf

(
H

x2

)
− δ

′

0.

9. (*) On considère pour tout n ≥ 1 la fonction définie par : ∀x ∈ R, ψn(x) =
(∫ x

0
ϕn(t)dt

)
χ(x)

où χ ∈ C∞0 (R) est une fonction à support dans [−1, 3], identiquement égale à 1 sur [0, 2] et
telle que 0 ≤ χ ≤ 1.

En utilisant la suite (ψn)n≥1, montrez que Pf
(
H
x2

)
est une distribution d’ordre 2.

Exercice 3. (Compétences attendues).

1. Déterminer toutes les solutions dans D′(R) de l’équation différentielle y′ + y = 0.

2. Déterminer toutes les solutions dans D′(R) de l’équation différentielle y′ + y = δ0 où δ0 ∈
D′(R) désigne la distribution de Dirac en 0.

3. Montrer qu’il existe une unique distribution tempérée u0 ∈ S ′(R), que l’on déterminera
explicitement, solution de l’équation différentielle y′ + y = δ0.

4. Soit ε > 0. Montrer qu’il existe une unique distribution tempérée uε ∈ S ′(R) solution de
l’équation différentielle

−εu′′ε + u′ε + uε = δ0.

5. Montrer que (uε)ε>0 converge vers u0 dans S ′(R) lorsque ε tend vers zéro par valeurs positives.

Exercice 4. (Compétences attendues). On considère la distribution de D′(R2) donnée par la
fonction localement intégrable :

∀(t, x) ∈ R2, E(x, t) =

{
1
2 si t− |x| > 0

0 si t− |x| ≤ 0
.

1. Calculer (∂2tt − ∂2xx)E dans D′(R2).

2. Soit u ∈ D′(R2) une solution de l’équation aux dérivées partielles :

∂2ttu− ∂2xxu = f,

où f ∈ D′(R2) est à support compact. Donner une expression de u en fonction de E et de f .

3. Si f ∈ C∞0 (R2), que peut-on dire de plus de u?
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