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Probléme 1

On rappelle que, pour une fonction f : R — R et pour a € R, on note 7, f la fonction définie par :
Ve e R, 17,f(z) = f(x — a).

Soit T' € §'(R). On note 7,7 la forme linéaire définie par

10.

11.

Vo € S(R), < 1T, 0 >=<T,7_qp > .

. Montrer que 7,7 € S'(R).

Lorsque T =Ty pour f € Li (R) donnée, que vaut 7,7 ?
On dira que T' € §'(R) est a-périodique lorsque 7,7 =T

On considere & présent P =3 jez d;, ou d; désigne la distribution de Dirac au point j € Z.
Alors P € §8'(R) et on I'appelle le peigne de Dirac.

Montrer que P est une distribution périodique de période 1.

Soit E =" jez I g+1- Montrer que E est localement intégrable sur R et que la distribution
associée a F est tempérée.

Montrer que P = E’ dans §'(R). En déduire que P est une distribution tempérée.

Dans toute la suite, on prendra la normalisation suivante pour la transformée de Fourier dans
S(R) :

Yo € S(R), B(€) = /R o2 (1) .

Montrer que la transformée de Fourier dans S'(R) de P, notée P, est une distribution
périodique de période 1.

On pose pour tout x € R, u(x) = e?™*. Montrer que :

Vo € SR), (uP,¢) = (P, ).
Soit T € §’(R) une distribution telle que (v — 1)T" = 0. Montrer qu’il existe une famille de
nombres complexes (a;)jez telle que T' =37, 7 a;d;.

Déduire des questions précédentes ’existence d’un nombre complexe a tel que
P =a Z (Sj.

—71':82

En appliquant P & la fonction ¢ T—e , montrer que a = 1. En déduire que P=r.

Indication : on pourra utiliser que (Z; = ¢.

En déduire la formule sommatoire de Poisson :

Vo € S(R), > oli) =D &3j).
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Probléme 2
Soit w un nombre réel strictement positif. On considere I’équation différentielle sur R
(E) zT" + (1 — w?z)T = 0.
On désigne par A, l'espace vectoriel des solutions (E) qui sont des distributions tempérées sur R.
1. Montrer que si T' € A, sa transformée de Fourier T vérifie I’équation différentielle

(E) (&2 +w)T" + (26 +1)T = 0.

2. Montrer que I'ensemble des solutions de (E) dans D'(R) est 'ensemble des distributions
associées aux fonctions c
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3. Justifier que toutes ces solutions sont tempérées.

4. En déduire la dimension de A,,.

Dans toute la suite, T désigne un élément de A,,.

5. Montrer que T'= Ty ou f est une fonction continue sur R et de carré intégrable sur R.

6. Soit S = «T. Montrer, en utilisant (E), que 'on a dans S’(R),

L1 - 26 .
S=areel

7. En déduire que la fonction & laquelle est associée S, x + xf(x), est dans L?(R), puis en
déduire que f € L'(R).

8. On suppose f non identiquement nulle. Posons

|z s

W) = e

Montrer que g(w) = 2.

+oo df T
o TETHDT = 5

Indication : on pourra utiliser la formule de Plancherel et ’égalité [ =



