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Feuille de TD 3 : Espaces de Sobolev.

Exercice 1
Etudier l'appartenance des distributions suivantes a
I’espace de Sobolev H*(R?) en fonction de s € R et de

d>1: b, 9, (5 (k € N4). Puis, pour d = 1, H la
fonction de Heav151de

Exercice 2
Soit u € LQ(Rd) telle que A(Au) +2Au —u € L2(R?) ot
A= Z] , 9. Montrer que u € H4(RY).

Exercice 3

Soit A > 0. Montrer que l'opérateur différentiel P =
—A + X est un isomorphisme de H**2(R%) dans H*(R?)
pour tout s € R.

Exercice 4
Pour f € 8'(R) et ¢ > 0, on pose u(t) = F~L(e*" f).
1. Montrer que pour tout ¢ > 0, u(t) € S'(R).
2. Montrer que si f € H*(R) alors, pour tout ¢ > 0, on
u(t) € H°(R) et
@l ae @) < |1F1 20 ®)-

3. On suppose que f € L?(R). On note D, = la@
Montrer que, pour tout ¢ > 0 et tout £ € N, on a
DFu(t) € L%(R) et qu’il existe une constante Cy > 0
telle que

C
IDEu(t)]| L2y < W”JCHLZ(R)-

4.a. On suppose que f € L*(R). Montrer que pour tout
t>0,ona

_(z—y)” y)

u(t) = \/ﬂ / f(y)dy.

Indication : On pourra m;iliser que la transformée de
Fourier de u T +— e~ pour a > 0 est donnée par
) = ‘\?e_%ﬂ.

b. En déduire une majoration de u(t) dans L>°(R) pour
t>0.

5. On suppose que f € LY(R) et que zf € L'(R).
a. Montrer que f € C! (R) N L (R).
b. Montrer que pour tout £ € R, on a

1£(6) = FO) < [¢] 1|2f]| 1 gy

~

c. On pose v(t,&) = (F(&) — £(0)) e~ 2%
existe C' > 0 telle que

°. Montrer qu’il

v(t, §)] < \[fo\lu(nz)

d. En déduire que 'on peut écrire

\/4% ( /R f(x)d:c) e 4 R(t)(x)

ou R(t) € L*(R) et qu’il existe une constante C' > 0
telle que

Vo € R, u(t)(z) =

C
¥t >0, [|ROlpe @ < 7 ll2 |l @).

Exercice 5
Soit u € HY(R?). Pour £ > 0, on pose u. = +/|u|? + £2.
1. Montrer que u. € §'(R%) et que
Re(aVu)
VP

2. Montrer que Vu,. converge dans L?(R%) lorsque ¢ tend
vers 0, et déterminer sa limite.

Vu, =

3. Montrer que u. tend vers |u| dans S'(R?) lorsque
tend vers 0. En déduire que |u| € H*(RY) et que

IVIul [[z2 < |[Vull2.

Exercice 6 - Paramétrixe des opérateurs ellip-
tiques

Soit P = Ela\<m aaD* avec D = +-2 pour x € RY.
P est un opérateur différentiel a coefﬁmentb constants,
d’ordre m, sur R,

On associe a P le polynéme p défini par :

p(§)= Z aq&”,

lal<m

puis on pose : pp,(§) = Z|a\:m ao&®. On dit alors que
Popérateur P est elliptique si : p,,(§) = 0= £ =0.

1. Montrer qu’il existe Cy > 0 tel que [py, ()] > Col&|™
puis qu’il existe C7; > 0 et R > 0 tels que |p(&)| > C1]&™
pour |¢] > R.

2. Soit x € C(RY), x = 1 sur {|¢| < R}. On pose
v(€) =

Montrer que v € S'(R?) et en déduire qu'il existe E €
S'(RY) et w € S(RY) tels que : PE = 6y + w.

On dit que E est une paramétrize de P.

3. Soit f € N?. Montrer quil existe o € N? tel que
0% (x*E) soit continue.

En déduire que E € C*(R4\ {0}).

4. Soit f € C>(R%). Montrer que si u € S'(RY) est telle
que Pu = f, alors u € C™(R?).



