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Feuille de TD 4 : Points fixes

Exercice 1
Soient (E,|| ||) un espace de Banach et soit K un
convexe compact de E. Soit f : K — K qui vérifie

V(@,y) € K2, ||f(z) = fFW)ll < [lo —yl|.

Soit a € K. Soit n > 1 un entier. On pose :

vz € K, fn(x):f<71la+ (1—2)33)

1. Démontrer que pour chaque n > 1, f,, admet un
unique point fixe noté t,.
2. Démontrer que f admet un point fixe.

Exercice 2
On munit R? de la norme :

V(@,y) € R, |(z,9)|h = |2] +[yl.

On définit f: R? — R? par : V(x,y) € R?,

flx,y) = <i sin(z +y), 1+ g arctan(z — y)) .

1. Démontrer qu’il existe une constante k €]0, 1]
telle que, pour tous (z,¥), (z/,%') € R?, on a

1f (2, y) = @)l < Ell(2,9) — (@91

2. En déduire que le systeme

isin(z+y) = =z
1+ %arctan(x —y) = vy

admet une unique solution dans R2.
3. Aurait-on pu utiliser la méme méthode en rem-
plagant la norme || ||; par la norme || ||oo?

Exercice 3

Soient E l'espace des fonctions continues sur [0, 1]
muni de la topologie de la convergence uniforme,

K € C(]0,1]?) vérifiant |K| < a < 1 et Papplication
de F dans E qui & f associe K f, définie par

1
v € 0,1], (Kf)(x) = /0 K(x,y)f(y)dy.

1. Montrer que pour tout g € F, il existe une unique
fg € E vérifiant ’équation

fg+ng =g

( On pourra montrer que lapplication T' : E —
E, T(f) =g — Kf, admet un point fixe ).
2. Montrer que la solution f, est donnée par

fo = Z(—l)nKng-

n>0

Exercice 4

Soient 0 < v < 1 et a > 0. Soit F 'espace des
fonctions continues de [0, a] dans R. Pour f € E et
X

x € [0,al], on pose : Tf(x) = f(~yt)dt.
0
Enfin, pour f € E on pose ||f|| = sup |f(z)].
z€[0,a]

Alors (E,|| ||) est un espace de Banach.

1. Montrer que T est une application linéaire con-
tinue de E dans F.

2. Montrer que ||[T"||zp) < %, pour tout n > 1
entier.

3. En déduire que pour n assez grand T™ est une
contraction de E dans E.

4. Montrer que 'équation f =1+ T'(f) admet une
solution unique dans F.

5. En déduire que I’équation y'(x) = y(yz) admet
sur [0,a] une solution unique telle que y(0) = 1.
Donner explicitement la solution dans le cas v =0
et dans le cas v = 1.



