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Probléme 1

Soit £>°(N) I'espace vectoriel des suites réelles bornées. On le munit de la norme ||u||oo = Sup,,en |tn|
pour u = (up)nen € £°(N). Alors (£*°(N), || ||oo) est un espace de Banach.

1. Montrer que la boule unité de (¢>°(N), || ||co) n’est pas compacte.

2. Soit F'= {u € £®(N) | Vn € N, |u,| < 1}, que I'on munit de la norme || || induite par celle
sur *°(N).
(a) Soit K = {1},eny U {0}. Montrer que K est un compact de R.

(b) Soit G ={f : K >R |Vz e K, |f(x)] <z}, que 'on munit de la norme || ||x définie
par, pour toute f € G, || f|[x = sup,cf [f(2)].
Montrer que G est fermé dans C'(K,R), 'espace des fonctions continues de K dans R, pour
la norme || ||x.

(c) On considere 'application

F —- G
K — R
Tu>—> f:%»—>un
0 — 0

Montrer que T est une ismoétrie. Montrer que T est bijective et calculer 7-!'. En déduire
que T est un homéomorphisme de (F,|| ||»o) dans (G, || ||x)-

En déduire que F' est compacte si et seulement si G est compacte.

Montrer que, pour tout z € K, {f(z) | f € G} est bornée.
Montrer que G est équicontinue.

En déduire que G est compacte et que F' est compacte.



Probléme 2

Soit (X,.A, pt) un espace mesuré tel que p(X) < 4+o0o. Soit F' un sous-espace vectoriel de L™ (X, u),
fermé dans LP(X, ) pour un p € [1, +00].
On se propose de montrer que F' est de dimension finie.

1. (a) Montrer que F est fermé dans L (X, u).
(b) Montrer qu'il existe un réel C' > 0 tel que, pour toute f € F,

fl[zee < ClIf] Lo
2. On suppose que p < 2. Montrer qu’il existe un réel B; > 0 tel que, pour toute f € F,

A llze < Ballf]lL2-

3. On suppose que p > 2.

(a) Montrer que, pour toute f € F,

2 p=2
AL < (1172 A1 g% -

(b) En déduire qu'il existe un réel By > 0 tel que, pour toute f € F,

Fllze < Ball flI 2

4. Déduire des questions précédentes que, pour tout p € [1,+o0], il existe un réel B > 0 tel que,
pour toute f € F|

Nz < B[] L2

5. On munit F du produit scalaire de L?(X, ). Soit N > 1 un entier et soit (eq, ..., ex) un systéme
orthonormé dans F.

(a) Montrer que, pour u-presque tout z € X, pour tous cy,...,cy € C,

N N
> giei@)| <[> ey
=1 j=1

o

Indication : on pourra utiliser la densité de (Q +iQ)N dans CV.

(b) En déduire que, pour u-presque tout = € X, pour tous c¢q,...,cy € C,

2

N N
> cei(@)| < B> gl
s i=1

(c) Montrer que, pour p-presque tout x € X,

N
> lej(@)]* < B2
j=1

(d) En déduire que N < B2u(X).

6. Montrer que F est de dimension finie et que dim(F) < B?u(X).



