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Feuille de TD 2 : Opérateurs bornés - Opérateurs compacts

Exercice 1

Soit H un espace de Hilbert. Montrer que si (Tn)n∈N
est une suite d’éléments de L(H), alors Tn ⇀ T si
et seulement si T ∗n ⇀ T ∗.

Exercice 2

Soit H un espace de Hilbert. Soit T ∈ L(H). Mon-
trer que le graphe de T ∗,

Γ(T ∗) = {(u, T ∗u) | u ∈ H} = (R(Γ(T )))⊥

où R : H × H → H × H est définie par R(u, v) =
(−v, u).

Exercice 3

Soient (H1, (·|·)H1) et (H2, (·|·)H2) deux espaces de
Hilbert. On dit que U : H1 → H2 est un isomor-
phisme d’espaces de Hilbert lorsque U est linéaire
et

∀x, y ∈ H1, (Ux|Uy)H2 = (x|y)H1 .

Montrer que U : H1 → H2 est un isomorphisme
d’espaces de Hilbert si et seulement si U est in-
versible et U−1 = U∗. On dit encore que U est
unitaire.

Exercice 4

Soit H = L2(X,C) et soit K ∈ L2(X ×X,C). Soit
TK l’opérateur défini sur H par

∀u ∈ H, ∀x ∈ X, TKu(x) =

∫
X
K(x, y)u(y)dy.

1. Montrer que TK est bien défini.
2. Montrer que ‖TK‖L(H) ≤ ‖K‖L2(X×X,C).
3. Calculer l’adjoint de TK .

Exercice 5

Vérifier que l’opérateur de multiplication T , défini
sur L2([0, 2],C) par

∀u ∈ L2([0, 2],C), ∀x ∈ [0, 2], (T (u))(x) = xu(x),

n’est pas compact, mais qu’il est borné et auto-
adjoint.

Exercice 6

Soit H un espace de Hilbert et soit U un opérateur
unitaire sur H.
1. Montrer que H = Ker(U − I)⊕ Im (U − I).
2. Soit P le projecteur orthogonal d’image Ker (U−
I). Soit, pour tout n ≥ 1,

Sn =
I + U + . . .+ Un

n+ 1
.

Montrer que, pour tout u ∈ H, Snu → Pu lorsque
n tend vers l’infini.

Exercice 7 - Trace d’un opérateur positif

Soient H un espace de Hilbert et (en)n∈N une base
hilbertienne de H.
Soit T un opérateur positif sur H, i.e. T est borné,
auto-adjoint et pour tout u ∈ H, (Tu|u) ∈ R+.
On admettra qu’il existe un unique opérateur positif
S tel que S2 = T . On le note T

1
2 .

On pose

tr T =
∞∑
n=1

(Ten|en) ∈ [0,+∞].

Le réel tr T est appelé trace de l’opérateur T .
1. Montrer que la trace est indépendante du choix
de la base hilbertienne de H.
2. Montrer que, pour tous opérateurs positifs T et
S, tr (T + S) = tr T + tr S et que, pour tout λ ≥ 0,
tr (λT ) = λ tr T .
3. Montrer que si T et S sont deux opérateurs posi-
tifs tels que 0 ≤ T − S, alors tr S ≤ tr T .
4. Montrer que, pour tout opérateur unitaire U ,
tr (UTU−1) = tr (U−1TU) = tr T .
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Exercice 8 - Opérateurs de Hilbert-Schmidt

Soit H un espace de Hilbert. Un opérateur T sur H
est dit de Hilbert-Schmidt lorsqu’il existe M ≥ 0 tel
que, pour toute famille orthonormée (en)n∈N de H,
on a

∀N ≥ 0,
N∑

n=0

||Ten||2 ≤M.

On note ‖T‖HS le plus petit M vérifiant cette
inégalité. Soit B2(H) l’ensemble des opérateurs de
Hilbert-Schmidt.

1. Montrer que T ∈ B2(H) si et seulement si
tr (T ∗T ) <∞.

2. Soient T ∈ B2(H), ε > 0 et {e0, . . . , eN} une

famille orthonormée de H tel que

N∑
n=0

‖Ten‖2 ≥ ‖T‖HS − ε
2.

Si PN désigne le projecteur orthogonal sur V =
Vect(e0, . . . , eN ), montrer que ‖T − TPN‖L(H) ≤ ε.
3. En déduire que T est compact.
4. Si H = L2(X,C), soit K ∈ L2(X ×X,C). Mon-
trer que l’opérateur TK défini sur H par

∀u ∈ H, ∀x ∈ X, TKu(x) =

∫
X
K(x, y)u(y)dy

est de Hilbert-Schmidt.

Remarque : On peut montrer que réciproquement,
si T : H → H est dans B2(H), il existe K ∈
L2(X ×X,C) tel que T = TK .
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