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Feuille de TD 1 : Applications linéaires - Théoreme de Baire

Exercice 1
On considere l'espace E = C([0,1];R) et on définit
Papplication v : £ — R par u(f) = f(1).
1
1. On munit E de la norme ||f||; = / |f(z)|dx.
0

Montrer que u n’est pas continue.

Indication : on pourra utiliser la suite (fn)n>0
définie par : Vx € [0,1], fo(x) =+/n ™.

2. On munit maintenant E de la norme

flloo = sup |f(z)].

z€(0,1]

L’application u est-elle continue de E dans R ?

Exercice 2

Soit E' = C([a,b]) munit de la norme || - ||oo. Soit
p une fonction continue sur [a,b]. Pour f € E, on
pose :

[@(f)](z) = /9«“ f(&)p(t)dt, pour tout a < x <b.

1. Montrer que si f est continue, alors ®(f) est
continue.

2. Montrer que lapplication ® qui a f associe @(f)
est un endomorphisme continu de E. Montrer que

b
@l < [ lpto)]at.
a
3. On suppose que p > 0. Par un choix simple de f,

b
montrer que ||®[|z () :/ p(t) dt.

4. (Dans cette question, on ne suppose pas que
p > 0). On pose

np(t) .
1+n%(p(t))?

Montrer que f, € E. Calculer ||®(f,)||co- En
b

déduire que ||®] (z) = / Ip(1)] dt.

Vn €N, Vt € [a,b], falt) =

Exercice 3

Trouver une suite (O)neny d’ouverts denses de R
telle que (),,cy On ne soit pas ouvert.

Exercice 4

Montrer que si (Fy,)nen est une suite de fermés d’'un
espace complet F dont la réunion est égale a E, alors
louvert UpenInt(F),) est dense dans E.

Exercice 5

Soit f : Ry — R une fonction continue telle que
pour tout a > 0,
li =0.

Soit € > 0. En appliquant le théoreme de Baire aux
fermés

Fp:{aZO, vnzp) |f(na)’ §€}7
montrer que f admet une limite nulle en +ooc.

Exercice 6

Soit f une fonction entiére, c’est-a-dire holomorphe
sur C. Montrer que si en chaque point z € C, il
existe n € N tel que f((z) = 0, alors f est un
polynome.

Indication : on pourra utiliser les fermés

Exercice 7

Soit (Vi )nen une famille d’ouverts denses de R.

1. Rappeler pourquoi V = N,enV;, est dense dans
R.

2. Montrer que si (x,)pen est une suite réelle, alors,
pour tout n € N, W,, = V,, \ {zo, ..., 2, } est un ou-
vert dense dans R.

3. En déduire que V ne peut étre fini ou
dénombrable.



Exercice 8

Soit 7 € R% . Un réel z est diophantien d’exposant 7
lorsqu’il existe une constante ¢ > 0 telle, pour tous
p EZet qge N

On note D(1) l'ensemble des réels diophantiens
d’exposant 7. Soit D = U;~oD(7). Un élément de
D est dit diophantien. Enfin, un réel x est liouvil-
lien 8’il n’est ni rationnel ni diophantien. On note £
I’ensemble des nombres liouvilliens.

1. Pour n € N* et 7 > 0, posons

p

L,(1)= {x €eR | 3(p,q) € Z x N¥,

Montrer que L, (7) est un ouvert dense de R.

2. En déduire que D est contenu dans une réunion
dénombrable de fermés d’intérieur vide. On dit que
D est maigre.

3. Montrer que L contient une intersection
dénombrable d’ouverts denses de R. On dit que £
est résiduel de R.
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Exercice 9

Soit (E,d) un espace métrique complet et soit
(fn)nen une suite de fonctions continues de E dans
R, qui converge simplement vers une fonction f.

1. Pour m € N et n € N*, on pose

Apn={z€E, |fn(x)-filz)| <L VIeN, 1 >m}.

Montrer que A, , est un fermé de E.

2. Soit n € N* fixé. Montrer que E = UpenAm n-
3. On pose Onyn = Int(4,,). Montrer que
Opn = UpenOm,n est un ouvert dense de F.

4. Nous allons montrer que f est continue en tout
point de G = Nyen+Oy. Soit a € G et soit € > 0.

a. Montrer qu’il existe n € N* et m € N tels que,
pour tout z € Opy , |fn(x) — f(2)] <e.

b. Pour cet entier m, montrer qu’il existe un voisi-
nage V de a tel que pour tout x € V, |fi(x) —
fula)] <.

c. Déduire des questions précedentes que f est con-
tinue au point a.

5. Montrer que ’ensemble des points de continuité
de f est un résiduel de F.

6. La fonction caractéristique de Q, 1g, est-elle la
limite simple sur R d’une suite de fonctions contin-
ues?



