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Feuille de TD 3 : Théoreme d’Ascoli et espaces de Hilbert

Exercice 1

Soit E = C([0,1],R) l'espace des fonctions con-
tinue sur [0, 1] & valeurs réelles, muni de la norme
Iulloo = Supyefo (@)

1. Montrer que la boule unité de (E,|| ||o) n'est
pas compacte.

2. Pour k € Ry et M > 0, on pose

Finr ={u € E||u(0)] < M et u k—lipschitzienne}.

a. Montrer que, pour tout x € [0,1], {u(z) | u €
Fi. ar} est bornée.

b. Montrer que Fj, ps est équicontinue.

c. En déduire que F}, js est compacte.

Exercice 2

Soit ¢*°(N) l’espace vectoriel des suites réelles
bornées.

On le munit de la norme ||u||sc = sup, ey |tn| pour
U = (Up)nen € L°(N). Alors ((*°(N), || ||oc) est un
espace de Banach.

1. Montrer que la boule unité de (¢/*°(N),|| ||o0)
n’est pas compacte.

2. Soit F = {u € (*(N) | Vn € N, |u,| < 1}, que
lon munit de la norme || || induite par celle sur
0>°(N).

a. Soit K = {1},cny U {0}. Montrer que K est un
compact de R.

b. Soit G={f : K >R |VzeK, |f(x)| <z},
que 'on munit de la norme || ||x définie par, pour
toute f € G, |[fl|x = supzex [f()]-

Montrer que G est fermé dans C'(K,R), I'espace des
fonctions continues de K dans R, pour la norme

|-
c. On considére 'application

F - G
T - I1(—>R
U F oo = uy
0 — 0

Montrer que T" est un homéomorphisme de (F || ||o)
dans (G, || ||x)-

d. En déduire que F' est compacte si et seulement
si G est compacte.

3.a Montrer que, pour tout z € K, {f(x) | f € G}
est bornée.

b. Montrer que G est équicontinue.

c. En déduire que G est compacte et que F est
compacte.

Exercice 3

On considere H = L?([0,1],R) qui, munit du pro-
duit scalaire usuel, est un espace de Hilbert. On
considere

~0,1] = H
v t —> 1[0775].

ot 1jg 4 est la fonction caractéristique de l'intervalle
[0,¢], qui vaut 1 sur [0,¢] et O partout ailleurs.

1. Montrer que ¢ est continue. Montrer que ¢ est
nulle part dérivable.

2. Montrer que si 0 < s < s/ <t <t <1, alors
©(s") — p(s) est orthogonale & ¢(t') — o(t).

Exercice 4

On définit une application ¢ : C[X] x C[X] — C

par
1 ™
o= [

—T

P(e®)Q(e?)do

1. Montrer que ¢ est un produit scalaire hermitien
sur C [X].

2. Montrer que la famille (X*)cn est une base or-
thonormée pour le produit scalaire précédent.

3. Soit Q = X" +a,_ 1 X" '+ ... +ag. Calculer
Lol

4. On pose

M = |S‘113 1Q(2)]

Montrer que M > 1 et étudier le cas d’égalité.



Exercice 5

On définit une application ¢ : R[X] x R[X] - R
par

+oo
or@) = [ P
0
1. Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur
R[X].

2. Soient p et ¢ deux entiers naturels. Calculer

P(XP, X19).
3. Déterminer

400
inf “t(#2 — (at +b))2 dt.
L /0 Ut — (at + b))

Exercice 6

Soit £2(N, C) I'espace des suites de carré sommable,
munit de la norme définie par :

+oo %
v(xn)nEN € EQ(Nv C)? H(mn)HQ = (Z ’xn|2> .
n=0

Pour tout entier N € N fixé, on note My le sous-

espace vectoriel de £2(N, C) formé des suites (z,,)nen
N

telles que >, = 0.

1. Montrer que l'application T : (Zp)pen —
N o .

Y on—oZn est une forme linéaire continue sur

£2(N,C). Que peut-on en déduire sur My?

1
2. Justifier que £2(N,C) = My & My.

3. Soit E = {(Yn)nen | VO < i < j < N, y; =
yj et Yn > N, y, = 0}.

a. Montrer que F C Mﬁ

b. Montrer que M~ = E. Indication :
quera que pour 0 < i < j < N, la suite (Tp)nen
telle que z; = 1, zj = —1 et x, = 0 pour n # i,j
appartient a Mpy.

on remar-

Exercice 7

Soit (H, (:|-)) un espace de Hilbert et A un endo-
morphisme continu de H.

1. Soit y € H fixé.

a. Montrer que la forme linéaire ¢, : = — (y|Ax)
est continue.

b. En déduire qu’il existe un vecteur A*y tel que :

Ve e H, (ylAz)= (A%y|x).

2. Montrer que I'application de H dans H, y — A*y
est un endomorphisme continu de H. On appelle A*
I’adjoint de A.

3. Vérifier que (A*)* = A et que |||A*]|| = ||| A]]].
4. Soit H = C™ muni du produit scalaire

n
(zly) = Z TiYi.
i=1

Calculer la matrice de A* dans la base canonique en
fonction de celle de A.

5. Soit T I'application linéaire définie sur ¢?(Z, C)
par

Vu € (2(Z,C), ¥n € Z, (Tu)p = Upt1.

a. Justifier que T est continue.
b. Calculer I'adjoint T* de T'.



