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Probleme 2 : Réduction de Jordan-Dunford

A rendre pour le mardi 17 septembre 2019.

Soit K un corps, K € {R,C}. Soit m > 1 un entier. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie m. Soit v € L(E).
Si B est une base de E, on note Matg(u) la matrice de u dans la base B.

Rappelons qu’un sous-espace vectoriel F' de F est dit stable par u lorsque u(F) C F.

1. Supposons que E se décompose en une somme directe £ = F; @ --- @ E, ou p > 1 est un entier et ot chacun
des E; est un sous-espace vectoriel de F stable par u. Pour tout i € {1,...,p}, soit B; = (e},..., 6217_») une base
de F; et posons
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la base obtenue par concaténation ordonnée des bases By, ..., B,. Montrer que :
MatBl (u|E1 ) 0
Matg(u) =
0 Matg, (u|Eg, )
2. Notons Aq,..., A, les valeurs propres de u de multiplicités respectives a;,...,a,. Supposons que le polynéme

caractéristique de u, noté y, est scindé sur K, i.e.,
Xu = (=1)™(X = Ap)™ - (X = Ap)7r.

Pour tout i € {1,...,p}, on pose Ny, = Ker(u — A;)*. Les Ny, sont appelés les sous-espaces caractéristiques de
u.

Montrer que, pour tout ¢ € {1,...,p}, Ex, = Ker(u — \;) C Ny,.
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Montrer que, pour tout ¢ € {1,...,p}, Ny, est stable par u.

Montrer que, pour tout ¢ € {1,...,p}, (X — X;)* est un polynéme annulateur de ul Ny, -

—
o o
NN Nt

—
ol

En déduire que, pour tout ¢ € {1,...,p}, le polynéme minimal de U‘NA,: est de la forme (X — \;)7 avec
i < a; puis que le polynoéme caractéristique de uln,  est de la forme (—1)%(X — \;)% avec &; > ;.
(e) Montrer que E = Ny, ©---® N,,.

En déduire que, pour tout ¢ € {1,...,p}, §; = o; et déterminer la dimension de Nj,.
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(g) Montrer que, pour tout ¢ € {1,...,p}, il existe une base B; de Ny, telle que :
Ai *
MatBi(u|NAi) = € M(Xi(K)
0 Ai

soit triangulaire supérieure.



(h) En déduire l'existence d’une base B de E telle que

L o

O A1
—_———
oy
Matp(u) =
Ap %
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On rappelle quun endomorphisme n € L(E) (resp. une matrice N € M,,,(K)) est dit nilpotent s’il existe k € N
tel que n* = 0(g) (resp. N¥ = 0,, olt O, est la matrice carrée nulle de taille m). Le plus petit entier ko tel que
nko = Oz(p) est dit indice de nilpotence de n.

3. Soit u € L(F) dont le polynéme caractéristique est scindé sur K. Montrer qu’il existe un endomorphisme d
diagonalisable et un endomorphisme n nilpotent tels que :

u=d+n et don=nod. (1)

4. En déduire que pour toute matrice A € M,,(C), il existe une matrice D diagonalisable et une matrice N

nilpotente telles que
A=D+N e DN=ND.

Nous allons dans la suite montrer que la décomposition (1) est unique.

5. Soit d et n obtenus & la question 3. Supposons l'existence de d’ diagonalisable et de n’ nilpotent tels que :
u=d+n=d +n', don=nod e don =n"od.

(a) Montrer que d et d’ commutent avec wu.

(b) Soit la décomposition de £ en somme directe des sous-espaces caractéristiques de u : E'= Ny, ©--- @ Ny,.
Pour tout i € {1,...,p}, soit g; le projecteur sur Ny, parallelement & Ny, ©@--- @ Ny,_, @ Ny, ©--- BNy,
csie =1+ -+, € E avec pour tout i € {1,...,p}, x; € Ny,, alors ¢;(x) = ;.

Montrer que d = Ai1q1 + -+ + Apgp.
(c¢) Montrer que pour tout ¢ € {1,...,p}, d’ laisse stable Ny,.
(d) Soit x =z + -+ x, € E avec pour tout i € {1,...,p}, x; € Ny,. Montrer que, pour tout 7 € {1,...,p},

giod(z;) = d(z;)
god(z;) = 0 sii#j
(e) Montrer que pour tout ¢ € {1,...,p}, gsod =d og,.
(f) En déduire que d et d’ commutent.

Puisque n’ commute aussi avec u, la méme démonstration montre que d et n’ commutent.

(g) Montrer que n et n’ commutent.
6. Montrer que n’ — n est nilpotent.

7. Soient f et g deux endomorphismes diagonalisables de E qui commutent. Notons pi, ...,y (resp. vi,...,7)
les valeurs propres de f (resp. g) et Fi,..., F), les sous-espaces propres correspondants (resp. Gi,...,Gy).

(a) Montrer que chaque G est stable par f et que chaque F; est stable par g.
(b) Pour tous i € {1,...,p} et j € {1,...,¢}, soit H;; = F; N G,. Montrer que pour tout i € {1,...,p},
F,=H & ---® H, et que 'un au moins des Hj1, ..., H;y n’est pas réduit & {Og}.

¢) En déduire que E est somme directe des H;; et qu’il existe une base de E formée de vecteurs propres a la
J
fois pour f et g. On dit que cette base est une base de diagonalisation simultanée pour f et g.

(d) Montrer que la somme de deux endomorphismes diagonalisables qui commutent est un endomorphisme
diagonalisable.

8. Montrer que d — d’ est diagonalisable.
9. En déduire que n =n’ et d = d’.



