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Exercice 1. Soit la matrice

A =

 0 1 0

0 −1 0

−1 −1 −1

 .

1. Trouver les valeurs propres et une base de vecteurs propres pour A.

2. Diagonaliser A. En déduire An pour n ∈ N.

Exercice 2. Pour tout m ∈ R, on définit la matrice Am par

Am =

 1 m m + 2

1 1 m

2 m + 1 1

.

1. Déterminer le rang de Am selon les valeurs de m.

2. Pour quelles valeurs de m la matrice Am est-elle inversible ?

3. Calculer A−10 .

4. Avec un minimum de calculs, déterminer la solution du système :
x + 2z = 2

x + y = 3

2x + y + z = 1

.

Exercice 3. Soit n ≥ 1 un entier. On considère l’application

u :
Cn[X] → Cn[X]

P 7→ P − P ′
.

1. Montrer que l’application u est linéaire.

2. Montrer que l’application u est injective.

3. En déduire que u est bijective.
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Exercice 4. Soit la matrice M ∈M3(R) définie par

M =

 0 1 0

−3 2 −2

1 −1 1

 .

1. Écrire M sous la forme M = I3 + N où N ∈M3(R).

2. Calculer N2, N3 puis Nn pour tout n ≥ 4.

3. En déduire l’expression de Mn, pour tout n ∈ N∗.

4. On considère les suites réelles (xn)n∈N, (yn)n∈N et (zn)n∈N définies par :x0

y0
z0

 =

 1

0

0

 et ∀n ∈ N,


xn+1 = yn

yn+1 = −3xn + 2yn − 2zn

zn+1 = xn − yn + zn

En utilisant les questions précédentes, donner les expressions de xn, yn et zn en fonction de
l’entier n.

Exercice 5. On considère la matrice A définie par

A =

 6 −2 2

−2 5 0

2 0 7

 .

1. Justifier sans aucun calcul que la matrice A est diagonalisable.

2. Soit X =
(

x
y
z

)
∈ R3. Montrer que tXAX ≥ 0 et tXAX = 0 si et seulement si X est le

vecteur nul.

3. Calculer les valeurs propres de A. En déduire que A est définie positive.

4. Diagonaliser A dans une base orthonormée de R3.
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