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Feuille de TD 1 : Rappels de calcul intégral

Exercice 1 Existe-t-il une fonction g intégrable sur
R telle que, pour tout n € N et tout x € R,
ne "7l < g(x) ?

Exercice 2 Etablir que

1 1 +oo  \n+l
/ nt dt:E:L_
o 1412 (2n + 1)2

n=0

Exercice 3 1. Montrer que, pour tout u € [0, 1],
u+log(1 —u) <0.

2. Soit ¢ € C§°(R). Calculer

2
- 3100 (1 P\ ] o (¥
yim ] exp P log <1 /\3” w(A) dy.

Exercice 4 Soit a € R. Montrer que, dans R?,

1. f B0 1_dz est convergente si et seulement

2. fRd\B(O,l) Ha:1||adx est convergente si et seule-

ment si o > d.

Exercice 5 Pour R > 0 on note By(R) la boule
fermée de centre 0 et de rayon R dans R?. On note
bq(R) son volume:

ba(R) = /Rd 1p,(rydAd

ol Ay désigne la mesure de Lebesgue sur R,

Exercice 6 Dans cet exercice, on souhaite cal-
culer l'intégrale de Gauss a 'aide des intégrales a
parametres.

1. Montrer que :

e—a(1+t?)
1+¢2

1

Vo >0, Vt € R, < .
1442

2. En déduire que, pour tout = > 0, l'intégrale

00 p—z(1+t?)
/ ———5—dt est convergente.
0 1+t

Dans toute la suite, on pose, pour x > 0,

+oo e—x(1+t2)
F(x) = ———d¢t.
(z) /0 112

3. Montrer que la fonction F' est continue sur
[0, 400].

4. A laide du théoréme de convergence dominée,
montrer que lim F(x) = 0.
T—+00

5. Montrer que F est de classe C'! sur I'intervalle
10, +00[ et que :

+o0
Vo >0, F'(z) = —e_x/ e~ dt.
0

6. Montrer que :

ves 0, Fla) = - [ e
x>0, r)=——~= e du
vV Jo
+o0 T
7. Montrer que F'(z)dz = —5
0

8. Montrer que :

/;OO F'(z)dz = — (/Om e_uzdu> (/Om e\;;dx> .

9. A laide du changement de variables u? = z,

montrer que :

“+00 efx —+o00 5
/ —dz = 2/ e “du
0 NG 0

1. Que valent b1(1) et bo(1)?
2. Exprimer by(R) en fonction de by(1).

3. Pour d > 2, Déterminer une relation entre
ba(1) et ba—a(1).

4. En déduire la valeur de b4(1) puis de by(R).




10. Déduire des questions précédentes que :

/+Oo e du = ﬁ
0 2

Exercice 7 Soit a > 0. On pose pour tout = € R,
+oo 2
F(x) = / e et gt
—00
1. Montrer que F est bien définie sur R.

2. Montrer que F est de classe C' sur R et que
pour tout = € R,

Fl(z) = —%F(x).

3. En déduire que pour tout réel z, F(x) =

12
F(0)e™4a puis que

T _ 2
Ve eR, F(x) = \/7e4a.
a

On rappelle que f_J:;o e dy = VT

Exercice 8 Soit f € L'(R). On considere

I’application
R — R
v ooy f@—y)dy

1. Montrer que, si f est continue a support com-
pact, T'f est continue.

Tf -

2. Soit (fn)nen une suite de fonctions continues
a support compact qui converge vers f dans
L'(R). Montrer que (Tf,)nen converge vers
T f uniformément sur R. En déduire que T'f
est continue sur R.

3. En déduire que le produit de convolution sur
L'(R) n’admet pas d’élément unité.

Exercice 9 Le but de cet exercice est de montrer la
proposition suivante (Proposition 3.3.13 du cours):

Proposition 1 Soit Q un ouvert de R%. Soit K
un compact de et O un ouvert tel que K C O et
O C Q. 1l existe alors x € C§°() telle que x = 1
sur K, x =0 sur O¢ et 0 < x < 1.

B(zo,R) = {:1: eR t.q. |z — x| < R}

B(zo, R) = {w eR? t.q. |z — x| < R}.

1. Soit y € K. Justifier qu’il existe €, > 0 tel
que B(y,2¢e,) C Q.

2. En utilisant D'existence d’une fonction pic,
montrée dans le cours, montrer qu’il existe une
fonction x, € D(R) telle que

o Vz e Q, xy(z) >0.
® supp xy = E(y,ay) c Q.
o Vx € B(y,ey/2), xy(z) > 1.

3. Justifier qu’il existe un sous-ensemble fini K’
de K tel que

K c | By,ey/2).
yeK'

4. Soit

g(@) =Y xyl2), f(z) = plg(x)),

yeK’

ou p est une fonction marche, construite dans
le cours, C*°, croissante, et valant 0 pour sur
| —00,0] et 1 sur [1,00[. Montrer que f vérifie
les conclusions de la proposition.



