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Feuille de TD 1 : Espaces vectoriels normés

I. Inégalité triangulaire
Exercice 1

Soit (E,|| ||) un espace vectoriel normé. Soient
x,y € E et r > 0. Montrer que =z + B(y,r) =
B(x +y,r).

Exercice 2

Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé, E # {0g}.

Montrer que deux boules fermées de F, B(a,r) et

B(a',7") sont égales si et seulement si a = d’ et
/

r=r.

I1. Equivalence de normes
Exercice 3

Pour z € R" on pose :
n n 1
Ni(w) = lal,  Nao(a) = (D |al*)?,
i=1 i=1

et Noo(z) = sup |z
1<i<n

1. Montrer que N1, N3y et Ny sont des normes sur
R™.

2. Etablir les inégalités : N < N <
TLNOO et N2 S N1 S \/’ENQ

Exercice 4

Soit F 'espace vectoriel des fonctions continues sur
[0, 1] & valeurs dans R. On définit pour tout f € F,

1
flle = sup 1£(@)] et [Ifll = / F(B)dt.
z€[0,1] 0

1. Vérifier que || - ||oo €t || - ||1 sont deux normes sur
E.

2. Montrer que, pour tout f € E, ||f||1 < ||f]|oo-
3. En utilisant la suite des fonctions = +— ",
n € N, montrer que ces deux normes ne sont pas
équivalentes.

Exercice 5

Sur l'espace vectoriel des polynomes a coefficients
réels, £ = R[X], on définit les applications N; et
Ny par :

sup | P(t)[-

+00
Ni(P) =Y [P®)(0)] et No(P) =
k=0 te[_lvl]

1. Démontrer que Ny et Ny sont des normes sur F.
2. Etudier pour chacune de ces deux normes la con-
vergence de la suite (1 X"),>1.

3. Les normes N7 et Ny sont-elles équivalentes?

Exercice 6

Soit E = CY([0,1],R) l'espace des fonctions con-
tintiment dérivables sur R.

1. Montrer que les expressions suivantes définissent
des normes sur E :

1
HleZ/O [f(@)ldz, || flloc = sup [f(2)],

z€(0,1]

1 flls = 1£(0)] + sup |f'(z)].
z€[0,1]

On notera d; les distances associées et E; les espaces
métriques correspondants.
2. Montrer que pour tout f de E, ||f|l1 < ||f]lco <
|| f]l3, et que la convergence pour les normes || - ||,
et || - ||s, implique la convergence simple. Montrer
que 'application identique de E3 dans F, est uni-
formément continue.
3. Soit (fn)n>1 la suite d’éléments de E définie par
:Vn > 1, Ve € [0,1], fu(z) = Sm(Tm) Montrer que
cette suite tend vers 0 dans F,. En est-il de méme
dans F3 ? En déduire que 'application identique de
FE, dans F3 n’est pas continue.
4. Montrer qu’aucune suite extraite de (fy)n>1 n’a
de limite dans Ej3.
5. Soit @ € R. Soit (gn)n>1 la suite d’éléments
de E définie par : Vn > 1, Vz € [0,1], gn(z) = Z;.
Pour quelles valeurs de « la suite est-elle convergente
pour chacune des normes précédentes 7 On montr-
era dans chaque cas que pour les autres valeurs de
a la suite n’a aucune limite.



Exercice 7

Soit ¢}(N) Iensemble des suites de nombres réels
x = (zp)nen pour lesquelles la série Ni(z) = > |z,
est convergente.

1. Montrer que ¢!(N) est un espace vectoriel sur R.
2. Montrer que I'application x — Ni(z) de ¢}(N)
dans RT est une norme sur ¢*(N).

3. Montrer que Papplication  — Nyo(x) = sup |x,|
neN

de £}(N) dans RT est bien définie et est une norme
sur /1(N).

4. Déterminer pour quelles valeurs de a € R la suite
r = (1,a,a?,--- ,a",---) appartient a £}(N) et cal-
culer Ni(x) et Noo(x).

5. Les normes N7 et N, sont-elles équivalentes ?
ITI. Convergence simple et uniforme

Exercice 8

Soit (fn)nen la suite de fonctions de C([0, 1]) définie
par f,(x) = z" pour tout z € [0, 1].

1. Montrer que la suite (fy,)nen converge simple-
ment vers une fonction f que 'on déterminera.

2. Pour 0 < a < 1 y a-t-il convergence uniforme sur
[0,a] ?

3. Y a-t-il convergence uniforme sur [0,1] 7

Exercice 9

1. Montrer que les applications définies sur C([0, 7])
par :

| flloc = sup If(ﬁc)letIIfIhZ/0 |/ ()|dx

z€[0,7]

sont des normes.

2. On considere la suite de fonctions de C([0,7]),
(fn)nen ou fn(x) = \/ncosxsin™ z, pour tout = €
[0, 7].

a. Montrer que (f,(z))nen est convergente pour
tout = € [0, 7].

b. Montrer que (f,)neny n’est pas uniformément
convergente.

c. Lasuite (f,,)nen converge-t-elle au sens de || || oo ?
au sens de || - ||1 7



