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Feuille de TD 6 : Calcul différentiel

Dérivées partielles

Exercice 1

Soit f : R? 5 R3et g : R? — R définies par

f(z,y) = (cosx + siny, —sinx + cosy, 2sin x cos y)

g(u, v, w) = u? +v* + w.

Calculer les matrices jacobiennes Jy(f) et Jn(g)
aux points M = (x,y) et N = (u,v,w). Calculer
Iu(go f).

Exercice 2

Soit D l'ouvert de R? défini par D = {(x,y) €
R2; 2 > 0, y > 0}. Trouver les applications de classe
C' f: D — R vérifiant :

On utilisera le changement de variables u = xy, v =

Yy
"

Exercice 3

Une fonction u : R? — R de classe C? est dite har-
monique sur © ouvert de R? lorsque son laplacien
est nul sur ) :

0%u 0%u

Soit u une fonction harmonique que 'on suppose de
plus radiale, i.e., il existe ¢ : Ry — R de classe C?
telle que pour tout (z,y) € R?, u(z,y) = ¢(x*+4?).
1. Montrer que ¢’ est solution d’une équation
différentielle linéaire du premier ordre sur R..

2. En déduire I'ensemble des fonctions harmoniques
radiales dans le plan privé de (0, 0).

Différentielles

Exercice 4

Ecrire les différentielles des fonctions suivantes :

1. f : R? — R définie par (z,y) — xy.
2. f : R% — R? définie par (z,y) — (z + y, 2y).

Exercice 5

Soit f : My(R) = M, (R) définie par :
VM € M,(R), f(M)= M3,

Justifier que f est différentiable sur M,,(R) et cal-
culer sa différentielle en tout point.

Exercice 6

Soit

GL,(R) — GL,(R)

i - M-

1. Montrer que ¢ est différentiable en I,, et calculer
sa différentielle en ce point.
2. En déduire que ¢ est différentiable en tout point
et calculer sa différentielle.

Exercice 7

1. Soit une forme bilinéaire continue f : R” x R™ —
RP. Montrer que sa différentielle au point (a1, az) est

d(ay,a2)f (h1, h2) = f(h1,a2) + f(a1, ha).

2. Soit x — ||z|]2 =
un espace vectoriel E par un produit scalaire. Ecrire
la différentielle de cette application pour z # 0.

(x, ) une norme définie sur

Exercice 8

On considere R™ muni de sa structure euclidienne

naturelle. Montrer que 'application f : = — %

(]|
est C' sur R™ \ {0}. Donner l'expression de sa
différentielle, quel est son rang?

Exercice 9

Montrer que ’application

f: P»—>/01P(t)2dt



définie sur F = R, [X] est différentiable et exprimer
sa différentielle.

Exercice 10

Montrer que l'application J w — u? est

différentiable de L?*(R) dans L'(R) munis de leurs
normes habituelles.

Exercice 11
Soit f : R™ — RP telle que :

Va,y € R, ||f(2) = fy)l] < llz —yl[*.

Montrer que f est constante.
Inversion locale et fonctions implicites
Exercice 12

Soit f l'application de R? dans R? définie par
(z,y) — (xe¥, xze V).

1. Soit (a,b) € R2. Etudier I'existence d'un inverse
local (x,y) = g(u,v) dans un voisinage du point
(a,b).

2. Dans le cas ou l'inverse local g existe, donner sa
forme explicite et calculer d(, ,)g.

Exercice 13

Soit f : R™ — R™ une application de classe C' telle
qu’il existe k > 0 vérifiant, pour tout (z,y) € R™,

1F (@) = FW)Il = Kllz = yl|

1. Démontrer que f(R™) est un fermé de R™.

2. Démontrer que df, est inversible en tout point x
de R".

3. En déduire que f est un C'-difféomorphisme de
R™ dans R".

Exercice 14
Montrer que le sous ensemble I' de R? défini par :
T ={(z,y) € R} 2® + ¢ — 32y —1 =0}

est, au voisinage de (0,1) le graphe d’une fonction
x — y = ¢(x) telle que ¢(0) = 1.

Exercice 15

1. Montrer que I'équation : log(1+y—z2)—z—2 =10
définit au voisinage de (0, 0, 0) une fonction implicite
(@,y) = ¢z, y) = 2.

2. Déterminer le développement limité a l'ordre 2
en (0,0) de la fonction (x,y) — z = ¢(z,y).

Exercice 16

On note E lespace vectoriel C([0,1]) normé par
|| ||co- Soit F': E — E l'application définie par

1
F(p) = pe? +/ o(x)?dz.
0
1. Montrer que d,F - (h) = eh + @e?h +
2f01 o(x)h(x)dz.

2. En déduire qu’il existe un voisinage U de 0 dans
FE tel que, pour tout v dans U, ’équation

vt [ o
0
admet une solution unique dans un voisinage de 0.
Extrema locaux et globaux
Exercice 17

Déterminer les extrema locaux et globaux des fonc-
tions suivantes :

1.
I R? — R
C o (zyy) = 223 4 6oy — 3y? 42
2.
~ Rx]0,4+00] — R
I @y~ ya®+ (ny)?)
3.
- R2 — R

(z,y) — x4yt —day
Exercice 18

Trouver les points critiques de la fonction f : R? —
R? définie par f(z,y) = sinxz + y?> — 2y + 1 et
déterminer si ce sont des minima locaux, des max-
ima locaux ou des points selle.



