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TD 2 : Distributions - Suites et opérations

Exercice 1

Calculer les limites, dans D'(R), des suites de dis-
tributions suivantes :

Ap = = Tm>—>ng(nx) ou g € Lt (R)’

x—rsin(nx) > By,

dp, D,=e"vp (%) .
n

Exercice 2

Montrer que la suite de distributions (75,),>1 définie
par :

Vn>1, T, =n(o

converge dans D'(R). L’ordre de la limite d’une suite
de distributions d’ordre m est-il toujours m ?

Exercice 3

Soit N € N. On pose :

R — C
ikt ELIIOC(R)‘

Fy -
: 1 N
t = ) e N€

On note Ty la distribution associée a Fly.

1. Montrer que, pour tout ¢t € R\ 27Z,

. (2N+1)t
Fv(t _ 1 )'
N( ) 2m sin%

2. Soit M € N. Soit ¢ € D dont le support est
inclus dans [—(2M + 1)7, (2M + 1)7]. Montrer que:

1 4 Sin(

(2N+1)t)
< TNv p>= o1 7

- sin 5

oll, pour tout ¢ € R, ¢(t) = S30L 4 o(t + 2kn).

3. En écrivant ¢(t) = ¢(0) + tp(t) ou ¢ est de
classe C°°, montrer que la suite (T)nyen converge
dans D'(R) vers la distribution }°, .y d2mp.

Exercice 4

Soit 2 un ouvert de R. Une série de distributions
ST, est dite convergente dans D'(2) lorsque la
suite des sommes partielles ’est.

Soit (ay)n>1 une suite de nombres réels.

1. Montrer que la série > ., a,01 converge dans
- n

D'(]0, +00]).

2. Montrer que si la série anl and1 converge dans
n
/ - -
D'(R) alors la série numérique ), -, a, converge.

3. On suppose désormais que ) -, a, converge.
On pose pour tout N > 1, Ay = ZnN:1 an et Ag =0,
de telle maniere que a, = A, — A,_1 pour tout
n>1.

a. Montrer que si ¢ € D alors la série numérique

A (e ()~ ()

n>1
converge. b. En déduire que ) -, a,01 converge
- n
dans D'(R).
Exercice 5

Soit H la fonction indicatrice de Ry.

1. Montrer que H' = ¢y dans D'(R).

2. Montrer que (log|z|)’ = vp (1) dans D'(R).
3. Montrer que, dans D'(R),

=t ([ %0 20) e,

Exercice 6

Soit I =|a,b] et f et g deux fonctions de classe C*>°
sur I. On se propose de montrer que si T € D'(I)
vérifie T + fT = g au sens des distributions, alors
T est donnée par une fonction C'° sur I qui vérifie
cette équation différentielle au sens usuel.

1. Trouver une solution ug de v + fu = g qui soit
de classe C*° sur [.



2. Conclure en mettant toute solution de 7"+ fT =
g sous la forme T' = ug + Se™F ot F' est une primi-
tive de f et S une distribution a déterminer.

Exercice 7

1. Soit T € D'(R). Calculer (zT')'.
2. Résoudre, dans D'(R), I’équation différentielle :

2T+ T = 0.

Exercice 8

1. Résoudre, dans ’ensemble des fonctions locale-
ment intégrables sur R, I’équation différentielle :
2zu’ —u = 0.

2. Soit T € D'(R) une solution de l’équation
20T — T = 0. Soit T} sa restriction a D'(RY) et
soit Ty sa restriction & D'(R®).

a. Calculer Ty et T5.

b. Soit S =T — 11 — T5. Vérifier que le support de
S est inclus dans {0}.

c. Soit R = 37 _ ard®) € D'(R) on les ay, sont
dans C. Montrer que : 2eR' — R=0 < R=0.

d. En déduire les solutions dans D’'(R) de ’équation
2¢T' —T = 0.

3. Résoudre, dans D'(R), I’équation différentielle :

2.%'T/ T = 50.
Exercice 9

Soit h un C'-difféomorphisme de R dans R. Soit 7'
I’application linéaire de C§°(R?) dans C définie par:

Vo € CP(R?), < T, >= / o(x, h(z)) dz.
R
1. Montrer que T € D'(R?). Quel est son ordre ?
2. Déterminer le support de T.

3. En déduire qu’il n’existe pas de fonction con-
tinue sur R? telle que T soit la distribution associée
a cette fonction.

4. Calculer (0, + h'(x)0,)T au sens des distribu-
tions.



