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Examen d’Analyse Fonctionnelle - Option Fondamentale
Le 5 janvier 2021

Durée de I’épreuve : 1h30.

Seuls les documents de cours et de T'D sont autorisés, a ’exclusion de tout autre document.
Les calculatrices et moyens de communication sont interdits.

NB: Ne pas hésiter a admettre le résulat d’une question pour pouvoir traiter la suite d’un exercice.

Exercice 1. Soit (H,(:]-)) un espace de Hilbert complexe de dimension infinie. On note || - || la
norme sur H associée au produit scalaire. Soit B la boule unité de (H,|| - ||).

1. Montrer qu’il existe une suite infinie (z,,),en d’éléments de B telle que,
Vp,a >0, p#q = [loy — a4l > V2.
On se propose de montrer dans la suite que la constante v/2 est la plus grande possible.
2. Soit (zy,)nen une suite de B et soit a > 0 tels que
Vp.q=0, p#q = |lxp— a4l =

(a) Montrer que (z,,)nen contient une sous-suite (2, )ren qui converge faiblement vers un
élément = de H.

(b) Montrer que pour tout j, k > 0,
j<k=a®<2-2Re((zn,|Tn,))

ol Re désigne la partie réelle.
(c) En déduire que o < /2.

Exercice 2. On considere 1'espace de Hilbert L?([0,1],C) muni du produit scalaire

vf,g € L*([0,1],C), (flg) = / fla

On désigne par T T'opérateur défini sur L?([0, 1], C) par :
L?([0,1],C) — L3([0,1],C)

T 0,1 — [0,1]
f —
Rappel : un opérateur A sur un espace de Hilbert (H, (-|-)) est dit positif lorsqu’il est auto-adjoint

et
Vu € H, (Aulu) > 0.

On admettra que si A est un opérateur positif, o(A) C [0, +oo].

1. (a) Démontrer que T est un opérateur borné.
b) Calculer la norme de T, |||T||.

a) Montrer que T est auto-adjoint.
b) Montrer que T est un opérateur positif.
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(c) Démontrer que le spectre de T, o(T), est inclus dans [0, 1].

3. Démontrer que l'ensemble des valeurs propres de T, le spectre ponctuel o,(T), est vide.

L

(a) Soit A € [0,1]. Démontrer que T' — AId n’est pas surjectif.
(b) En déduire que : o(T) = [0, 1].

5. L’opérateur T est-il compact?



