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Exercice 1. 1. Montrer que l’intégrale généralisée∫ +∞

0

ln(t)

1 + t2
dt

converge.

2. A l’aide d’un changement de variable, montrer que∫ +∞

0

ln(t)

1 + t2
dt = 0.

3. Soit a > 0. Déduire de la question précédente que∫ +∞

0

ln(t)

a2 + t2
dt =

π ln(a)

2a
.

Exercice 2. On considère la suite de fonctions (fn)n≥1 où

∀n ≥ 1, fn :
[0,+∞[ → R

x 7→ x√
n(x+n)

.

1. Montrer que la série
∑
fn converge simplement sur [0,+∞[. On note f sa somme :

∀x ∈ [0,+∞[, f(x) =

+∞∑
n=1

fn(x).

2. Soit M > 0 un réel. Montrer que
∑
fn converge normalement sur [0,M ].

3. La série
∑
fn est-elle uniformément convergente sur [0,+∞[?

4. Montrer que f est continue sur [0,+∞[.

5. Montrer que f est de classe C1 sur [0,+∞[.

6. Montrer que f est croissante sur [0,+∞[.

7. Justifier que f admet une limite L en +∞, L ∈ [0,+∞[∪{+∞}.

8. Soient n ≥ 1 et x0 ≥ n ≥ 1. Montrer que

f(x0) ≥
n∑

k=1

1

2
√
k
.

9. En déduire que
lim

x→+∞
f(x) = +∞.

10. Montrer que

lim
x→+∞

f(x)

x
= 0.
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Exercice 3. Dans toute la suite, I3 désigne la matrice identité de taille 3. Soit la matrice

A =

 2 1 −1

3 3 −4

3 1 −2

 .

1. Démontrer que le polynôme caractéristique de A, noté χA, est égal à −(X + 1)(X − 2)2.

2. Déterminer une base du sous-espace caractéristique N−1 = Ker (A+ I3), associé à la valeur
propre −1.

3. Déterminer une base du sous-espace caractéristique N2 = Ker (A− 2I3)2, associé à la valeur
propre 2.

4. Soit la matrice

P =

 0 1 1

1 1 0

1 1 1

 .

Montrer que P est inversible et déterminer son inverse.

5. On pose D = Pdiag(−1, 2, 2)P−1 où diag(−1, 2, 2) ∈ M3(R) désigne la matrice diagonale
dont les coefficients diagonaux sont −1, 2 et 2. On pose aussi N = A−D.

Montrer que D est diagonalisable, que N est nilpotente et que N et D commutent.

6. Pour tout n ∈ N, calculer An.

7. On considère les suites réelles (xn)n∈N, (yn)n∈N et (zn)n∈N définies par :x0
y0
z0

 =

 1

0

1

 et ∀n ∈ N,


xn+1 = 2xn + yn − zn
yn+1 = 3xn + 3yn − 4zn

zn+1 = 3xn + yn − 2zn

Donner les expressions de xn, yn et zn en fonction de l’entier n.

8. On pose eA =
∑+∞

n=0
An

n! .

(a) Justifier la convergence de la série
∑

An

n! dans M3(R).

(b) Calculer eA.

Exercice 4. On considère la fonction f : R→ R, 2π- périodique telle que

∀x ∈ [−π, π], f(x) = |x|.

1. Déterminer la série de Fourier réelle de f .

2. Montrer que la série de Fourier de f converge simplement vers f sur R.

3. La série de Fourier de f converge-t-elle uniformément vers f sur R?

4. Calculer la somme
+∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
.

5. Calculer la somme
+∞∑
n=0

1

(2n+ 1)4
.
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