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Analyse Fonctionnelle Examen - Correction

Option Fondamentale

1 Exercice 1

1 Soit f6H . On a :
11T f11 ! = § Kf411

'
da = § / § Klatt fltldttdx

" E § lkinttdt) / j' lfltldt) de
= Il KHÙ, µ✗ [µ] ,

" f "
'

D'où : Test borné et 11 THYM ENNUI [annas) .



2
? On a : tf , g EH , ltflg ) : j' Tftnlgbn du

Fubini =§ J' khpitfltdt gin du
↳

content
= § ftp.klqtg/nTdxdt

1
mein "

= j' flt j' Kitri gmbh dt-ff.lt/TgTtdt=(flTg) .matin
eoienéd Donc Test auto - adjoint: TET.

} Soit ESO
.

Comme K est 0 sur [0,13×0,1]
( celase vérifie aisément

,
leseul point à vérifier étant la cosom

la diagonale set), qui est compact, K y estuniformément
continue

.

Soit donc tlso telque si pour x, y c-GD,



3 lx-ylctzalons.yf.plkkt-klyitk.se .
Ona alors :

Hayton , htyktp , ff6 H
,

Itftn) -Tfly ) / =/ j' kaçtlfltdt- j'klyitfltldt
=/ j'Kmt) - kg.tl/fltIdt/
"
s ( j' pleut)- kiyitldt)

"
11f11,

contain E ( j' ¥§, / kmtl-kly.tl/dt%AfH,
↳ ( j' Edt)

"
41f11, = EIYH,



4 Donc : V-myc-QD.tn-yun ⇒ ff610, ltfluttflyMEME.
Tf est donc continue son [op pantoute FEH, d'où

le fait que IMT E CYGNI .
4
, Puisque Imt est incluse dans l'espace desfonctions

continues son [0,13 , pour démontrer la compacitéde
l'adhérence de l'image pont de la boule anikéde H,
onpeut appliquer le théorème d'Ascoli

.

On
,
si 11f11> c- 1 , on a montré à la question ? :

K>0,74W , V-x.yeqtflx-ykh-stfc-B-i.HN/lTfktTflyIHE .
D'où l'équicontinuité de Tl BIEN .



5 De plus : Ax EGD , Itf/NI § Nelle ,☐pippyMelly,kf6 BAHN , cs

1Mf([0,13×101])
Donc pantontxebihftflnifp.ph,jborné .
on peut donc appliquer lethéorème d'Ascoli qui affirme
que TIB

,bin est compacte . Donc Teston opérateur
compact.
§ Soit de No} . sitftlt, Tf-1f . Alors :
☒xtbihflxl-J-tftnl-ffkk.tl fltldt

= f-[SI tu-a) fltldttfxu.tl fltldt] (1)



6 Or
, Tf est Osen B.D donc f- 1ff l'estaussi .

Donc xp Huff tfltdttxµ-tfltdt est declasse
x

et son bidetf l 'est donc aussi . On a alors par dérivation :
Axels

,
D
, film =

'

![- j'tfltdt +4#fintffi-tfltldt.nl#fH]
= 1,1- jetfltldti-ffu.tl fltldt] 6)

De plus 111 impose que f101 =f111 =0.
Comme f est Petrovna à son GD, on obtientporcs
que f

'
està son [o

,
D etune nouvelle dérivation donne :



7 V-xtb.tl , j' lui = - xflw) - l-x) flirt]
= § [¥41 - fini tu#] = - ff41 .

D'où son M , f
"

+1g f-0 .{fb)- f111 -0
6
,

On cherche les techs] pour lesquels l'équation
Tf-1f admet une solution non nulle dans H . D'après
§ il suffit de résoudre leproblème de Dirichlet

{ j'+ff-0 etde chercher pour quelles valeurs deHoja = ftp.o
iladmet des solutions non nulles .



& Mais commet est auto -adjoint on sait déjà que
0pct) Colt) C 1M

.

Donc on cherche des d c- RYO) qui conviennent.

Max D= -% a>o . Alors :

7A
,
BEQ

,
tracts

,
D
, f111 =Ae
"
+Bé
"

Puis f101 = ATB -0 et f11 ) _- Ae + Be"-0
soit A= B--0 et f-0 sur Epl] .
Donc dans ce cas d n'est pas valeur propre de T.

Foy D= % , a) 0 . Alors :

3-ÇDEG , Hutts,D , fin ) = C Costan ) 1-Bsinlaxl .



9 A nouveau : fb) = A ⇒ et f111 = assoitB sinon =D

D'où B sina.si . On peutsupposer B-1-0 ce qui impose
alors sinon -0 soitencore a-- NT , n EN

*
car a)0 .

D'où D=% =¥,> , NEMA .
[0,1] → ¢

Et pour chacune deces valeurs , fn: ano sinisant est
fonction propre associée . L'espace propre associé à chaque

dn--@1qpestVectfnI.onabien
: 0pm :{¥, , ment}



to I Puisque Testunopérotem compact sontt de dimension infinie
le théorème de Riesz-Schauder nous assure que :

-CT) -103M¥, , ment} .
Etat CommeTestant -adjoint et borné:

ITTY,,, -11T#Hyun = "THÉ .
En itérant :tnH

, 111-71%1=111-11%1, ⇒V-nH.llttlyy.pl/T4l!Yf,
Puis parla formule du rayon spectral :
NT) = lim IITMÎP = lim KÉKÉ

poto
HH) not- Lao -1Mfr "? %,



11 (b) On par définition : pont

NT) = sup IH
!
sup

'

1 1

deoct n} , Ê À
pomn-1

Donc HTHyµ=Ê .

% On a P=P* et PEP
.

D'où :

V-fc-hlpflft-lpflfl-lppflfl-fpflptofl-Pflpfl-HP.FI} 30 .

Donc Pest positif .
Parle théorème spectral des opérateurs compacts auto-adjoints

appliqué à T :



12
T = [ dnpn où les dm sont les valeurspropres
mil

non nulles det et Pn est la projection orthogonale

sonkerH-tnlAlas.V-ftHiyppqngdnlPflfl-Fy@1tiz.HÀ"coder ps

Donc Test positif .
D'aprés 6, on a :

Eon -ÏÊ là. =¥Ë%
n-1

Par lethéorème deMercer : ÈÎ ton = J' khutba .



13 D'où:[ 1m,
' fjlkcnpebheltfxctuldn

mit

À [% -%ff.ME -§) -1% .

On atrouvelerésnltat bien connu .



14 Exercice 2 :

r
,
Toutd'abord : tu 71

, llfnllp=/ Â¥[% ,#MMM!
=& À În N'P :(2ÂËp, -1 .

Donc fn est dans la boule unité deMRI . Dr
Kim estun espace réflexif donc sa boule unité

est séquentiellement faiblement compacte, d'oùle
résultat annoncé

.

2
,
On a MRM

'
e HIR) où f- +f-=p et



15 l'identification se fait via l'application
§ :

" (R) →(PIR) )'

g ↳ ( Partonfro ) flntglndx)
IR

} Soit GEMIR ) . Alors fro/☒ fg estune forme
linéaire continue son LMR ) donc par définition de
la convergence faible etpar 1 ,

↳ fnéîgtndx ça fpefbilgtnldx



" 4
;
si supp g c- Rko} etest compact, comme{0J est

un fermé de R ,
il existe 2>0

, supp g MEE, =P.

Alors : V-xc-EE.SI
, ginko Connect suppof .

§ SoitGE Col Ryo}) etsoit s donné en ¥ .
Alors pourk assez grand , [-1*1] CE-ça et

te le

Spgfn,Knight de = lnk% [ÎleUgly) du= 0
ne ⇒ omg nulle

Donc la suite,rfnelnlglnidn estnulle a-pont, sina.am

kto
sonEtait

,
]

d'un certain sang, sa limite fpfbtlgtnldn estdonc mille .



17 Parle lemme de du Bois-Reymond , cela implique que
f-0 pp surM6
, lfnedeg.eu donc faiblement vers la fonction nulle
dans L'IR)

.

si elle convergeait fortement vers la fonction nulle on
aurait : tlfnep, = 11fne -Hp k¥0 -

On Hh», llfnallp-1 d'après 1 .

Donc ( free)e» ne cu pas fortement dans RI
,
Il Ilp) .


