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Exercice 1

1 1 ⇒ supposons que sen -x .
Alors : tuc-A'

, when toum .

not-

Soit YEH .
Alors n :

"→ ¢

Y xnocxly)
E H

'

car :

V-xc-kkxlyslfllyY.pe Unit par Cauchy-Schwarz .
Donc : <xmly) → <xly)

moto

SoitUEH! Parle théorème de représentation de Riesz :
JYEH ,txt H ,un =<xly )

Alors : tn Env, ulxn ) =Lanty)# <xly ) =Nul . Donc anse
pontifethèse



2 Ç On remarque tout d'abord que si y c-H estorthogonal
à tous les xn , alors pourtant n env, canty ) et

cettesuite tend bien vers 0=20 lys . Puispar linéarité
à gauche du produit scolaire, si y est orthogonal
à toute combinaison linéaire des xn , on a encore le
résultat

. Enfin par co du produit scolaire :
+
y c- Vatican ) )

"

,
tnonv
,
<xnlys-0=201y} .

Cela nous conduit à introduire F- vectltnnln.nu )
"

qui est un sous -espace vectoriel famé de l'espace de
Hilbert H D'oui :

H = F# Ft
.



3 Soit alors y EH . Ilexiste un unique couplelynymk-fxflkelq.ve
y = Yptypt .

On vient de démontrer que : tnEN, <xnlyp, >=D .

D'où : ☒non, Lxnly ) «xnlyp> tcxnlyp,>=<xnlyp) .
Soit E>0

.

Comme Yosef, ilexiste yç C- Vectltnn/nom)
tel
que Il yp -yah SE .

Ou ilexiste aussi top, . --stop
et un
, ,
- -

-

, xnp
tels que :p

ya = [ dianii-7

si n> maxim , - -up) on a par orthogonalité de la famille
*nom :

< un lys) = È bi HçÇ ⇒



4 Ilvient enfin : tn> maxim , . - impl ,
knntyl-kxnlypl-kxnlyp-yoi-ye.SI

skxnlyr-ys.SI + K¥Ü
↳ six;D

,

IIYFY;D,
f2

.

D'où
<xnly > → 0 i. e. xn-0 .

moto



5 Exercice2 :

Ona : know , then- set} =¥12-Netanya +Hall'
v Imoto ponorfaibleItalie

D'où : (am )=/↳µ
denn Vem

then-À → Hak-211N}+Huit = 0
moto

i.e. Un→x .

moto



6 Exercice 3 :

1 Tout espace de Hilbert estréflexif , on peut doncy appliquer
le théorème de sélection : la boule unité deH est

séquentiellement faiblement compacte . Comme Geminon est
nommée

,
elle est dans la boule unité de tt

,
donc on peuten

extraire une sous -suite faiblement convergenteet dontla
limite faible x estdans la boule unitéde H.
2
,

On a : tn C-MV
, Han- NIE Hank -2Retienta) +Hull

?

=1- 2 Re Inn In) +Hull ?

Dr sen- x donc lxnlx )→ lxlx) =Hall
et : lim then-nu? 1- dixit Hull =1-Null?
not-



7 } ± Par définition : KTU
* µ,

= sup 11Fr11
UnK-1

Donc, il existe une suite En)
now

normée Kelle que

lltânll →Hilly,µ . Par 1
,
onpeut extraire detnnynom

une sous -suite faiblement convergente . Notons lxnlngw
cette suite

pour obtenir l'existence voulue
.

↳ Tout d'abord :

know
, Htun- Tuli shilling, Han-Hi (1)

0h : Uthai,» Nnn
-Nt qg Uthai H-Hall? par Ç

D'autre part:
know , Htun

-Tall! HtunK - Z Re (Tanka ) +Html}
= IlTient - 1Re (anti-Hu) think



8 Jj 11M¥, -22 / xl T'Tx ) + IlTait

= IITHju, - 2 Rel Tutin ) 1- HTML
'

= IITIÎY ,µ,
- IlTait

D'où en passant àlalmnike dans H ) :

HTML,µ - IlTutt EIITIÎY, (1-11×112)

⇒ - 11Fr11
'
f- Hilly, Itself

⇒ KITTY,,, Hallet 11Fr11?

Ou : " Tull
' 311M£, Hutt d'où: HTXII?Hilly Halt

soitencore lltlly, = "Î six-1-0 i.e. 11174, est
atteinte

.
Ceci étant absurde

,
a-0 !



9 Exercice 4 :

1 On a : +FEE, lucf) ) f § Ifla)Ikf}kf11 dsettftb
Donc UEE' et UNIE, f1 .
De plus , pour f-1 , on a 11fHa -1 et Inf)Et
donc

Hulk , =
,sgyyflulfll } 1 . Finalement 11%1=1 .

SoitNH etsoit FEE .

tungus laÊ
,
/ f111141Ê

,
11f11 =kf14 .

Donc un EE
' etllntnlç, f1 .

Pour f-1 on a encore 11f11-il et / unG) 1=1 donc
comme précédement, Hunky -1 .



10 f Soit FEE .

Par les sommes de Riemann :

unlft-1-n%f1k-nwgftfhhdx.no) .
Donc :tfŒ, un G)Œuf) .

Puis :

V-ny.V-fc-E.lunyl-ugtl-ff.fm/flk-nl-ffklMIt1nE!,lfk-ndtlffmdxlftn-E.MY/b--dlfH
D'où : Hun-nllç, f2 .



pp Fixons v71 .

p I

Pompidou définit
*
. |:i

- 'Ëp-%ÊË"ÏË
Alors : ttponv , un lfpl -1 et Nfp/ poing -1 .

Donc lunlfpl-ulfjpI.gs
et Hun- ullç, =3 .



12 Exercices :

1 Soit µ une mesure de Radon sur [0,1] .

1
← fin

° ± t
On remarque que : V-xttytffnhlna.IO et funky! .
Alors, lfn) est décroissante etpartout convergente doncµ-pp ou,
vers Apg . Par le théorème de cvmonotone ton TCD on

05frEl ) on a :

µ 1fr) =J' fndp #* §%} dp =MA} ) .
0

Donc /ptfnln , ,
estar donc elle est de Canchy.



13 2
, supposons pont absurde que lfnj or faiblement vers

g dors F . Alors
,
en particulier :

+tenir , f- lfnl En dtlg )
i.e. Atassi] , fnltlx.gg/t)etponunicike'de
la limite simple , y -1,1g, #E-



14 Exercice 6 : Hahn-Banach géométrique .
f. soit xek .

Comme 0 C-Int (K ) , on a
G- Et pour a)0 assez grand . Donc Junta

d- qe : tort est bien définie .
• Soient n, y c-Feta , b)a

des réels strictementpositifs
tels que % c- K et f- c- k . Par convexitéde K :

La % + AÎT 1- EK car La +¥, -1 .
D'où : Jeff C-K

. Donc Jklxty ) fatb .

Cela étant valable pourtant a) 0, Zek, parpassage
à l'inf en ai

julntylzqel.ae ) tb .



1s cette inégalité étant valable pourtant b>0, f-eu,
parpassage à l'inf en b :

Jklntyl 35kfr ) +Jkly ) .

• Soient ne E et a >0 . Soita)☐ et posons a'⇒a .

Alors : G- Ek Ça c-K ⇒ ZEK .

D'où : Pelant = inf { à>0 , % c- le}
= inf { ✗a>0 , G- c- le} = ✗Juin)

on a >0.

on a bien montré queJn , lajauge du convexe K,
estime fonctionnelle sous - linéaire surE.



16 Ç Soit y c-E. =D si y c-Int ( K ) , ilexiste E)0 , +c)yek
et July ) s ¥ <1-

Si July ) <1 , il existe aGION , ZEK .

Puisque 0 C- k et que
Kest convexe : [o , E)CK

On a < 1 donc y c- [0,# CK .
et yek .

3- Soit sg c- Int (C) et soit K tel que C-ztk ,
de sorte que 0 C- Int ( K)

.

Soit dois se ¢ Intic)et soit z-x -y ¢ Inky.
Pou ? Intel 71 .

Considérons Â :P>→M l'unique forme linéaire son Rz



17 (de dimension11 Kelle que l'G)=L .

Montrons que : Axe 1Re ,
l' (a) 2- Jklx ) .

Si re Re
,
il existe 6EUR

,
a-bz

.

Pour Iso : Ûldz ) = tête )=D 30f Jy /x ) .
Pour d)o : l~ltzl-dllzl.to/1fdxJklz)=Jkldz)

P P

Dans tous les cas : l'(a) ftp.lnl.csns-x/zD,p condo

JK étant une fonctionnelle sous - linéaire , par Hahn-Banach
analytique , il existe une forme linéaire sens,motel, telle
que :

YEE, lly ) 2-Julyl .
En particulier : tyçtntlkl , llyjffecy.IM



18 Or : lte ) =Îlz) =1 .

Posons : ✗ = ltaotz ) =L (g) tllz ) =LGym .

Alors ✗ =L tu ) etpourtant

yc-T-ntkl-yi-Intlkhllyl-llnoi-ygf-ltsltllyk.jp<Kaitlin
.

Donc leta ainsi construits conviennent
.



19 Exercice7

1 On a#non , "f1µ ={ lfnl -Épy,} 1 du -1

BAH

ç supposons par l' absurde Mrl réflexif . Par le
théorème de sélection

,
sa boule unité est séquentiellement

faiblementcompacte . Comme (fn ) est dans la boule
unité deMon pont, on peut donc en extraire
une sous -suite ( free) qui a faiblement vers FEHR)
avec Kf1441 .

Cela signifie que Huell , ulfnatq.sug)



20 On µ =L- (r ) d'où :

+garou , fefnag¥. ff8 .

± si geçcrlso}) alors 0$Mg et suppg
étantcompact: 750, Bhaer et txt Blok ) , gonta
± soit kozo

, 1g < E ous est obtenu à la question } .
Alors : V-ktkqfpfngg-fixfp-pja.tl/BlQn1g)J- °

En faisant Kenohek vers toi : gestuelle

↳ fg =o .

sur BHE ) et Blatz) CB/qq



21 § Par le lemme de DuBois -Reymond (que vous venez dans le
cours de Distribution ) , f⇒ pp sur 140] doncsur .

£ Ona :

Age Kohl, frfnagâ frfof = °
car f-0 pp surR .

En particulier , pour git senr , gerer ) et

↳ free who O -
Q fna 30 pourtantk d'où

+KEN
, ↳ fnee = It finally -1 par 1

et ↳ free# 0
. D'où une contradiction

kota et Moi ) n'estpas réflexif.



22
Exercice 8 :

1 On a pourtant JED , KDR ,
Vasek

,
te-51-1=2-111 - {T'= E Ë

,
/ET

on si KDR
, / Il < ¥, 21 et la série géométrique {(f)Îcv

Donc [
"

ou normalement sur K et moi :
"°

⇐g-
'

=
lim [ 1
""*n-jog.FI#ag*eccwsmk

.

Ç Soit P l'ensemble des fonctions polynomiales sur
K

.
On veut montrer que pour tout 2 c-DIK ,

{↳ (2-SÎEP oùl'adhérence estprise dans KIK) ,Ktla),



23 UN étantl'espace des fonctions continue sur K et il lbnétmt:

ff6 CCKI , 11f14 = sup Ifla) l .
neK

Or : ⑤ = A Kern
.

ilC-(CCKI)
'

P C Kern

soitdonc u E ( CH))
'

qui s'annule son P
.

Montrons

que pourtant je DIK , si fz :
"→ &

Stolz-g)
→ / hlfz 1=0 .

On aura alors le résultat voulu .
Posons

g :
DIK → ¢

zno ulfz)

Remarquons que pour z Elle , fz est dans CCKI et qu'elle



2.4 dépend analytiquement du paramètre z . Donc g est bien
définie et est analytique surDIK .
Pouf , si 121) R , fz EJJ .

Comme KernCP etque
u est P : Hz C-¢

,
121 ) R , u (fa ) -0 .

Donc : te C-Q , tel) R , g KI =D. Comme Detk

sont simplement connexe , DIK est connexe et g. est,
par prolongement analytique , nulle sonDIK.

D'où le résultat voulu
.

3- Comme Dest simplement connexe , tout compactde D
est contenu dans un compact K simplement connexe .



%
soit 8 un lacet dans DIK dont l'indice par rapport
à tout pointde K vaut1 . soit { ek . Alors par la formule
de Conchy

f151 = { { de

Mais
,
cette intégrale de Riemann estlimite uniforme

en { Et d'une suite de sommes de Riemann
.
Chacune

de ces sommes de Riemann est combinaison linéaire de

fonctions f,:{↳ (z-{Î pour z dans l'image de 8.
On l'image de 8est incluse dans DIK et par? chacune de ces

fz , c-Tant estlimite uniforme soukd'une suite depolynômes en §.
D'où le théorème de Runge .


