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Exercice 1

1. Soient f,g des fonctions continues de [0, 1] dans R et (fy,)nen une suite de fonctions de classe
C! de [0,1] dans R. Montrer que si (f;)nen converge uniformément vers f et (f!)nen converge
uniformément vers g, alors f est de classe C! et f = g.

2. Soit E = C([0,1],R) muni de la norme | - ||oc. Soit F' un sous-espace vectoriel fermé de E. On
suppose que tous les éléments de F sont de classe C1.

(a) Soit I'application T': E — F définie par T'(f) = f’. En utilisant la question 1 et le théoreme
du graphe fermé, montrer que 1" est continue.

(b) Montrer que la boule unité fermée de F' est compacte dans E (on utilisera (a) et le théoréme
d’Ascoli).

(¢) Déduire de ce qui précede que F' est de dimension finie.

Exercice 2

Soit a € Ret K € C([0,1]?). On pose M = sup |K(z,y)|.
(z.y)€[0,1]2

1. Soit u € L'(]0,1]) une solution de I'’équation

1
(1) u(z) =a —i—/o K(z,y)u(y)dy, p.p.z€]0,1].

(a) Montrer que u € L>([0,1]) et que ||ulloo < |a| + M ||ul|;.
(b) Dans cette question seulement on suppose M < 1. Montrer que ||ull; < |a|/(1 — M).

2. Soit (uy) une suite de solutions de (1), telle que (uy,) est bornée dans L'([0, 1]).

(a) Montrer que I'ensemble E = {u,; n € N} est uniformément équicontinu.

(b) En déduire que (u,) possede une sous-suite qui converge uniformément sur [0, 1]. On note
u sa limite.

(c) Montrer que u est solution de (1).



Exercice 3

Soient f,g:]—1,1[ — R données par f = 1j_; g et g = 1jg ]
1. Soit p € [1,00[. Calculer || flp, lgllp, [Lf + gllp et [If — gllp-

2. En déduire que si p # 2, alors LP(] — 1,1]) n’est pas un espace de Hilbert.

Exercice 4

Soit © un ouvert borné de R? et H = L?(Q2). Soit A = {f € H; [, f(z)dx > 1}.
1. Montrer que A est un convexe fermé de H.
2. Soit g € H. Montrer que le minimum mingc4 ||g — f| g est atteint en un unique élément g € A.

3. Calculer g pour g = 0 (on utilisera la caractérisation d’une projection).

Exercice 5

Soit Q un ouvert de R%, v :  — R une fonction mesurable. On suppose que pour tout v € X = L'(Q),
on a uv € L1(€).

1. Soit ¢ : X — X définie par ¢(v) = uv. Montrer que le graphe de ¢ est fermé dans X x X.

2. En déduire que u € L>®(2). (Indication : on appliquera le théoreme du graphe fermé, puis on
raisonnera par ’absurde.)



