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Feuille de TD 3 : Théorème d’Ascoli et espaces de Hilbert

Exercice 1

Soit E = C([0, 1],R) l’espace des fonctions con-
tinue sur [0, 1] à valeurs réelles, muni de la norme
||u||∞ = supx∈[0,1] |u(x)|.
1. Montrer que la boule unité de (E, || ||∞) n’est
pas compacte.

2. Pour k ∈ R+ et M > 0, on pose

Fk,M = {u ∈ E | |u(0)| ≤ M et u k−lipschitzienne}.

a. Montrer que, pour tout x ∈ [0, 1], {u(x) | u ∈
Fk,M} est bornée.

b. Montrer que Fk,M est équicontinue.

c. En déduire que Fk,M est compacte.

Exercice 2

Soit ℓ∞(N) l’espace vectoriel des suites réelles
bornées.

On le munit de la norme ||u||∞ = supn∈N |un| pour
u = (un)n∈N ∈ ℓ∞(N). Alors (ℓ∞(N), || ||∞) est un
espace de Banach.

1. Montrer que la boule unité de (ℓ∞(N), || ||∞)
n’est pas compacte.

2. Soit F = {u ∈ ℓ∞(N) | ∀n ∈ N, |un| ≤ 1
n}, que

l’on munit de la norme || ||∞ induite par celle sur
ℓ∞(N).
a. Soit K = { 1

n}n∈N ∪ {0}. Montrer que K est un
compact de R.
b. Soit G = {f : K → R | ∀x ∈ K, |f(x)| ≤ x},
que l’on munit de la norme || ||K définie par, pour
toute f ∈ G, ||f ||K = supx∈K |f(x)|.
Montrer que G est fermé dans C(K,R), l’espace des
fonctions continues de K dans R, pour la norme
|| ||K .

c. On considère l’application

T :

F → G

u 7→

f :
K → R
1
n 7→ un
0 7→ 0


Montrer que T est un homéomorphisme de (F, || ||∞)
dans (G, || ||K).

d. En déduire que F est compacte si et seulement
si G est compacte.
3.a Montrer que, pour tout x ∈ K, {f(x) | f ∈ G}
est bornée.
b. Montrer que G est équicontinue.
c. En déduire que G est compacte et que F est
compacte.

Exercice 3

On considère H = L2([0, 1],R) qui, munit du pro-
duit scalaire usuel, est un espace de Hilbert. On
considère

φ :
[0, 1] → H
t 7→ 1[0,t].

où 1[0,t] est la fonction caractéristique de l’intervalle
[0, t], qui vaut 1 sur [0, t] et 0 partout ailleurs.

1. Montrer que φ est continue. Montrer que φ est
nulle part dérivable.

2. Montrer que si 0 ≤ s < s′ ≤ t < t′ ≤ 1, alors
φ(s′)− φ(s) est orthogonale à φ(t′)− φ(t).

Exercice 4

On définit une application φ : C [X] × C [X] → C
par

φ(P,Q) =
1

2π

∫ π

−π
P (eiθ)Q(eiθ)dθ

1. Montrer que φ est un produit scalaire hermitien
sur C [X].

2. Montrer que la famille (Xk)k∈N est une base or-
thonormée pour le produit scalaire précédent.

3. Soit Q = Xn + an−1X
n−1 + · · · + a0. Calculer

∥Q∥2.

4. On pose
M = sup

|z|=1
|Q(z)|

Montrer que M ⩾ 1 et étudier le cas d’égalité.
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Exercice 5

Soit (H, ⟨·|·⟩) un espace de Hilbert et A un endo-
morphisme continu de H.
1. Soit y ∈ H fixé.
a. Montrer que la forme linéaire ϕy : x 7→ ⟨y|Ax⟩
est continue.
b. En déduire qu’il existe un vecteur A∗y tel que :

∀x ∈ H, ⟨y|Ax⟩ = ⟨A∗y|x⟩.

2. Montrer que l’application de H dans H, y 7→ A∗y
est un endomorphisme continu de H. On appelle A∗

l’adjoint de A.
3. Vérifier que (A∗)∗ = A et que |||A∗||| = |||A|||.
4. Soit H = Cn muni du produit scalaire

⟨x|y⟩ =
n∑

i=1

xiyi.

Calculer la matrice de A∗ dans la base canonique en
fonction de celle de A.
5. Soit T l’application linéaire définie sur ℓ2(Z,C)
par

∀u ∈ ℓ2(Z,C), ∀n ∈ Z, (Tu)n = un+1.

a. Justifier que T est continue.
b. Calculer l’adjoint T ∗ de T .

Exercice 6

Soit Ω un ouvert du plan complexe C. On définit
l’espace de Bergman de Ω par :

A2(Ω) = {f ∈ L2(Ω, dλ) | f est holomorphe dans Ω}.

où L2(Ω, dλ) désigne l’espace des fonctions de carré
intégrable sur Ω pour dλ la mesure de Lebesgue dans
C identifié à R2. On munit L2(Ω,dλ) du produit
scalaire hermitien usuel (f, g) 7→

∫
Ω fḡdλ et de la

norme associée || · ||2. On munit aussi A2(Ω) des
restrictions de ce produit scalaire et de cette norme.

Pour z ∈ C et r > 0 on note B(z, r) = {w ∈
C |w − z| ≤ r}.
1.a. Soient z ∈ C, r > 0 et n ∈ N. Montrer que∫

B(z,r)
(w − z)ndλ(w) =

{
0 si n ̸= 0

πr2 si n = 0

b. Soient z ∈ C et r > 0. On suppose que
B(z, r) ⊂ Ω. Montrer que pour toute f ∈ A2(Ω),

f(z) =
1

πr2

∫
B(z,r)

f(w)dλ(w).

c. Soit z ∈ C. On note d(z,Ωc) la distance de z au
complémentaire de Ω. Montrer que :

∀f ∈ A2(Ω), ∀z ∈ Ω, ∀r > 0,

(
d(z,Ωc) > r ⇒ |f(z)| ≤ 1

r
√
π
||f ||2

)
.

2.a. Soit (fn)n∈N une suite de Cauchy de A2(Ω).
Soit K un compact de Ω. Montrer que (fn)n∈N con-
verge uniformément sur K.

b. En déduire qu’il existe f holomorphe sur Ω telle
que (fn)n∈N converge uniformément vers f sur tout
compact Ω et a fortiori simplement vers f sur Ω.
c. Montrer que A2(Ω) munit du produit scalaire de
L2(Ω) est un espace de Hilbert.

3. Pour z ∈ Ω on pose

δz :
A2(Ω) → C

f 7→ f(z)

a. Montrer que pour tout z ∈ Ω, δz est une forme
linéaire continue sur A2(Ω).

b. Pour tout z ∈ Ω, montrer l’existence de Kz ∈
A2(Ω) telle que

∀f ∈ A2(Ω), f(z) =

∫
Ω
f(w)Kz(w)dλ(w).

4. On note pour tout (z, w) ∈ Ω2, KΩ(w, z) =
Kz(w).

a. Montrer que, pour tout (z, w) ∈ Ω2, KΩ(z, w) =
Kω(w, z).

b. Soit (en)n∈N une base hilbertienne de A2(Ω).
Soit z ∈ Ω. Montrer que

Kz =

+∞∑
n=0

en(z)en

avec convergence de la série dans A2(Ω).

5. On choisit maintenant l’exemple du disque unité
ouvert. On prend Ω = D = {z ∈ C | |z| < 1}.
a. Pour tout n ∈ N et z ∈ D, on pose :

en(z) =

√
n+ 1

π
zn.

Montrer que (en)n∈N est une base hilbertienne de
A2(D).

Indication : on pourra utiliser le cas d’égalité dans
l’inégalité de Bessel pour montrer le caractère to-
tal de la famille : si (en)n∈N est une famille or-
thonormée d’un espace de Hilbert (H, (·|·)), alors

x ∈ Vect((en)n∈N) ⇔ ||x||2 =
∑
n∈N

|(x|en)|2.

b. Calculer la fonction (w, z) 7→ KD(w, z).
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