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lomgesdeivratromslconectron.tl
.

La variable aléatoire expbz) est strictement positive et

d'espérance finie . On peut donc lui appliquer
l' inégalité deMarkov :
tt b)o , tteM ,

Ple" } ett) ç LE/expltz))
ett

car ét)O .

De plus , par stricte croissance
de ln d-comme Ho :

p lets,e
") = PIZZA

.

D'où le résultat



2 ÇA Pour tout kf91 , . . . .nl , posons Yee ¥+1 .
Alors

,ma égalité des évènements :
Ha = 1) = ( Yat ) et (Yao) =Hei

- 1) .

Comme Pl ✗a =+11=1 , on en déduit que chaque variable
aléatoire Ya suit une loi de Bernouilli deparamètre % .
Par ailleurs , par le lemme des coalitions, %, . ..in sont

indépendantes par indépendance des Xp . Ainsi, la variable aléatoire

În = [ Yip suit une loi binomiale Bin ,%) .
kit

De plus : En > %) -41m Sont % > %) =/nsnsotsno)



3 De même LSÛ < %) =/ Snts) .

Pour montrer que PISNSOI .- Plsnzo) ilsuffit doncde
montrer que PIÙ >%) =P/sû < %) .
On : Ptsn > %) Ça,! Il 1-• ËÈ•« 1k11g

loi binomiale

=Ça«Ha) En
bin'
→
=
•Ça % ④ %
=P/ În< %) D'ai l'égalitévoulue .



4 (b) les évènements { Son>0f , { Son-0} , {Sno] forment un
système complet d'évènements . D'où:

do) P (Sm)O) + Plsn-0 ) t PLSNLO) -1
¥ 2 Plsn>o) 1- Plsn-01=1
⇒ Plsn>O) = % (1- Plsn-0) ) .

D'où :P ( Smsp) =P/Son >OH Plsn-0)
= % (I - Pismo)) 1- Msn-0)
= %+ % RsççI 7% -



5 3
,
(a) Appliquons la question 1, à la variable aléatoire

"

Z = msn
"
et an réel t

Alors
plsns.tl = plnsnznt) ç

Elle"")
etant

↳)

En effet, e
"" est d'espérance finie car presque

sûrement , dnsn est discrète etprend ses valeurs
dans End , nb] .

Puis
, par

croissance

>

de ln
,
en appliquant cette fonction

à CA : lnplsns.tl çlnlElle
#n) ) - Int.



6 (b) On a : ☒ (en km )= ☒ ( e
>Hit - - -Hnl)

= Elle"
. . .
et✗n )

.

On les variables aléatoires Xp , . .# sont indépendantes
donc par le lemme des coalitions les variables aléatoires

e
¥
, . .
.

,
et" lesont aussi et puisque si✗d-y

sont deux variables indépendantes, &/✗Y) = EICHEN,
on a :

☒ (entsn) = ☒Cette | . . . Elle#n )

On les ✗i sont toutes de même loi, donc

Elle
#1) = _ . _

= Elle#n ) .



+ Ilvient : & letnsn) =Hettyµ
Par 3cal : ln MSN.tl Enfin (Elle#D -ndt
eten divisant par ns.1 :

In ln Pond,Hf ln I # le#) ) - lot.
(c) Or , par le théorème detransfert:

Elle") = P (Xp -1) et + Plq=- 1) e-
t

= % /et te-9 = chd .
et lnl Et et") ) = QUI .

D'où : Ann , 1- ln MSN.tl E QIN -ttqiqfytd.tt.Adso



8 Or
,
à t fixé, loto WH - lot est continue son R,

donc : info plait = inf illa -tt.Ho

D'ouf;>, , 1-lnplsnH-lsiqftlld-tt.4.laPar le théorème de transfert:

fdço, m /b) =
K¥11 ✗ 1✗ et + Pkp = -1) ✗(d) e-

t

M¥1) et + Phy =- 1) e
-t

=

Jet - je- t

1. et + %e-
&
= ¥! = this



9 (b) La fonction th est une bijection strictement
croissante de IR sur ]-1,11 et plus précisément de

1 [0
,
ta [ son [0,1[ . D'où : V-tc-GKP-l.to, thHt.

En effet : t'EN, 4hM'= 1-KHAN µ,
,
>o

et th est C° d'où ce résultat par le théorème de la

bijection 0 .

§ (a) Soient n» et 170 . Qua :

Et#mtn)%
-mtn) Dn CH )= Et#-my) (g-mm) et

#t- -%) -NYAD)
= LE / /Xp-mm) K-my) et

#-4Mt HE-KAH . . . + (dxn- y(D)
=
☒ ( Hp-mix) e

"-""
✗Homme
" -""

✗ PÈSENeill")



10 Or
,
les variables aléatoires Xp , . . ./ En sont indépendantes,

donc
, par le lemme des coalitions

,
les variables#mode"-KY

µ,monŒil
"
,
e
#*"
,
.
. .

,
et" -"" le sont aussi

.

Xp-mal ,Hamid et Donal ne
sontpas indépendantes

on ×, d-% apparaissent dansDnltl .
D'où
, par indépendance :

El#-m'D) HEMANDutt)= Et#mme
"-""/ E-#mme

#M)
✗ TÎ E-le"k

- t'D)
k⇒

Enfin, les Xp sont toutes de même loi , donc :

EUH,-min ) et
# ✗"Y=&(Hema)Œil

"/et: th ),} Elle
*k-MI.pe#-YY



11 Il vientdonc bien:

Ell HimM HimMDNA) =/&/ Homme
" "D)Ètait"))

"

(b) Il suffit pour cela demontrer que : ☒Homme"M¥0 .

Or
, par
linéarité de l'espérance :

☒ ( Hermia) et"-4
") = e-""[$/ Xp et")- m A) Elle")]

= e-
""[☒Hee") - E¥¥¥Æ"]

=e-"
" ( ElHee") - EIHee") )

=D .



12 6- (a) Soient nM et Ho .

Pour n-1 , l'égalité demandée estimmédiate .on se= xp
supposons donc on>,2 . Alors :

☒ UsinentDnid) --% ☒ Il;ÈÆmÀDn")
= % Ê, ☒ ( HamidiDnid ) t % 2HHi-mmkj-mHDAHDU-ig.tn
Comme toutes les variables Hi -min )Hj-mHDMI ontmême loi
que Hi

-mtn) HimIN) Dnid
, par 5- (b) on a :

% E.ig.sn#Emyj-mDnNf--0am les Xa ont toutes la même loi

D'où : Ell Bn-mm 'Dnm)=L. %,#ÉmotionHD =L Et (Him HITDmla)



13 (b) Tout d' abord
, presque- sûrement, Xp c-{-1,13 .

Pinailleurs
,

pourtant bon , 1mW 1<-1
.

Donc
, presque- sûrement,

| Xp-MIDI 2-2 .

Cela implique que presque
-sûrement

, Hi-m LÀ? 4 d'où :

ps : Hi -midi Dnlbl f4 Dnlt) par positivité deDdt.
Par croissance de l'espéranceetpar linéarité:

☒ ( ftp.mlttdnld/f4ElDnHM .

(c) Remarquons que YIN = ln E-(edX)
.

Deplus par indépendance des Xp , parle lemme
des coalitions

etpar la propriété de morphisme
de l'exponentielle :

☒(Dmla) = e-
MUCH ☒ le
"""-"n)) =e-nln#

et")#èxyjn
les xtontk même bi



14 =/Elle>"D-YEAH
"

-1
.

Donc E-(Drill) )-1 .

(d) Par 610 ) :

E- Ibn-minima) --1nA/He-MANDmla)
☒ 6lb) → Ç # ELDAD,

= In on Ethnik ) -7pA 6kt .

Fbi) Cela se fait par disjonction de cas .
Connel : si Isn-mm> { alors Inlb,E) =D

d- l'inégalité demandée revient à Oso !



15 Coon» : supposons Isn-MAHE
.

Alors Inti) -1 et dnlsn-mtn- E) f0

d'mi exp/ ton Isn-moi -E) ) s1 d- l'inégalité
voulue est encore vérifiée .

(b) Par croissance de l' espérance :

Et / T-nlbihexpltnlsn-mlh-EDK.FI/InlHD=P/kn-mHlse ) .
8- (a) A nouveau , on

considére deuxcas .

Cas n°1 : si Isn-minte alors Invit -1 et

1- InHp) -0 f Isn-midi
{
Z

'



16 Coon» : si Isn- m la 1)E alors In It, E)-O et

par croissance
de Xbox' sur [goal

,
15m-mm

'
> E
'

soit encore ki?"} 31=1- En 16,4 .

Dans les deux cas, on abien : 1- In It, E ) f
(En-mat
[
2

-

(b) Par positivité de Dnlt) , on déduit de 8cal :

Dn (b) -T-nlhsldnltlfl-lsn-mlhTDnltl.fmcroissance de l'espéranceet ponsa linéarité:

ElDmla) - EI ( Initial Dnlbl) EEE(lsn-mW'Dnltl)§ %Î D'où:&/Initial Dnm) ),1-¥, . par 6(d)



pq 9- (a) Tout d'abord
,
si Krimm SE

,
en particulier

sms,mW -E et par inclusion des évènements :

plsnbmlh-EIJPllsn-mlhk.ee)

par 714 → JE / Inka explbnlsn-mm -E)) )
=#Inlbilexpldnsn-nylhtnylh-dnmld-tnED.IE/InHslEpH-De.pl#%EEkDpan8lbl--exp/nl4lH-dmlN-tE))E-TnltqElDnH) )

↳ xp-¥) exp /nllflttdmlt) -K) )



18 Par croissance du logarithme etpar positivité de 1m ,
on obtient:

In ln Isn} mlttsl blah µ-%) +141h-6min -K)
(b) sit Eso fixé . Alors pour n assez grand, ¥.< p
( ilsuffit de prendre n > [¥] on [. ] estlapartie entière)
et unK) estbien définie . De plus : ln/1-¥. ) Laly 1=0
donc un tel mot& -



B to (a ) .Soit
1- EAU etd)0

.

Soit % >o Kelque :P EEJQEÎÇTTEÎ < 1 .

De plus , par continuité de m
'

,
cequis'obtientdu

théorème de la bijection continue appliqué à m ,
{ m' Itte ) If . Donc

, quitte à se restreindre
à MER , 74£30 , à [ telque Eym

"/ttç)(§
.

(b) Soit ton = m' (1-+4) ⇒ E- midi ) - G .

- Alors ,

1-nlnlplsns.tl/=1nln(PlSn3mHd-q))



• Et par 9W :

In ln (Pkn),A) >, un kit +4141-44141 - G)
= Un 1Er) +QU) - toi t - 244

coupon
10ha)

443§ → } un /4) +4141 -bit - ¥
> un kit Jiff☒ -tt - ¥ .

d'où l'inégalité voulue .
Le Nicou est celui pour lequel un kit estbien
défini pour ns, Ni - [ ¥]

(c) la suite (Unter)) now converge vers 0 pm 9lb) donc

ilexiste Nz ETN Kelque : tn ? Ne
,
-§ t un (G) s§



21 Alors pour N =Max (MM) S,N, , on a pas 10lb) :

1-nlnPlsnbtlzjqflylh.tt) - ÇS - §
=ËfHiatt) - S .

(d)on vient d'obtenir
, par
10k) et 3 (c ) :

AssoitNEWMAN, jqfllld-ttf-otj-lnPKn.tl?inflyHttt
À Itto

3 (c)
Pardéfinition :

limfnlnplsnttl-infllla.tt)
not- Ho



"
11 Bien entendu

, pom 1=-1 on ne peut plus raisonner
comme précédement , à partir de la question 10kt .
Mais
:#my

,
play) =P / Xp= - ---8nA)

parimhipendanedesxk-o-PHp.tl . . _Pkn
-1) -% .

D'où : l-nlnptsnbh-lnf-pomtont.my
et f- ln Dkny) → - ha

.

Mota

on ; +Hallum -4 l' = trichait - t - %¥ -1=1414-1
Donc dioula -bestdécroissante et f0

sifflet"
-H-jfqdulh-ttjfiqyln1.tt -1=-42



23
Donc le résultat est toujours valable pour 1=-1,

mais avec une démonstration directe (et élémentaire )
dans cecas .


