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Dans tout ce probleme, (€, .4, P) désigne un espace probabilisé sur lequel seront définies les différentes varaibles
aléatoires. On notera P[A] la probabilité d'un évenement A C Q et E[X] Pespérance d’une variable aléatoire X sur

(Q, A, P) a valeurs réelles.

Soit n > 1 un entier naturel et soient X1, ..., X,, des variables aléatoires réelles discretes mutuellement indépendantes
telles que, pour tout k € {1,...,n},
1
PXr=1=P[X,=-1] = 7

On définit

ainsi que, pour tout A € R,

ou In désigne le logarithme néperien.

1. Soit Z une variable aléatoire discrete telle que exp(AZ) est d’espérance finie pour tout A > 0. Montrer que pour

tout A > 0 et t € R,
P[Z > t] < e ME[exp(A\Z)).

2. (a) Justifier que pour tout n > 1, P[S,, > 0] = P[S,, < 0].
(b) En déduire que P[S,, > 0] > 1.

3. (a) Montrer que, pour tout ¢ € R et tout A > 0, InP[S,, > t] < In(E[e"*"]) — nAt.
(b)

b) En déduire que, pour tout t € R et tout A > 0,

%m P[S, > t] < In(E[e*1]) — At.

(c) En déduire que

L[S, 2 4 < fnf (b(0) — ).

Dans toute la suite, on pose pour tout A > 0,

]E(Xl exp()\Xl))

m(\) = E(exp(AX1)) et  Dp(N) =exp(AnS, —nyp(N)).

4. (a) Montrer que, pour tout A > 0, m(A) = th()), ol th désigne la fonction tangente hyperbolique.

b En dedulre que m eSt StI‘lClemenl crolssante sur R+ et que, pOuI tout t € (), 1 5 11 existe un LlIllqlle )\ > 0
(el que m(>\) - t.

5. (a) Justifier que, pour tout n > 2 et tout A > 0,

E[(X1 = m(N)(X2 = m(A)) Du(N)] = (E[(X1 —m(X)e? VO [0 V])n=2,



(b) En déduire que, pour tout n > 2 et tout A > 0,

E[(X1 —m(A)) (X2 —m(A)) Dy (A)] = 0.

6. Onfixen>1et A >0.
(a) Montrer que,

E[(Sn —m(X))* Dy (N)] = %E[(Xl =m(A)*Dr(N)]-

(b) Montrer que,
E[(X1 = m(A)?Dn(N)] < 4E[Dy (V).

(¢) Montrer que E[D,,(\)] = 1.
(d) En déduire que

IN
3'\ -~

E[(Sn - m()‘))QDn()‘)]

Soient n > 1, A >0et e > 0.

On note I, (), €) la variable aléatoire définie par

In(A7E):{1 si S, —m\)|<e

0 sinon.

7. (a) Montrer que I,(\,€) exp(An(S, — m(A) —¢)) < L, () e).

(b) En déduire que
P[|Sn, — m(N)| < e] > E[I,(\ ¢) exp(An(S, — m(A) —¢€))].

8. (a) Montrer que

(b) En déduire que

4
E[L,(\,e)Dp(\)] > 1 — —
1\ D)) 21— 1
9. (a) Déduire des questions précédentes que
LIn(PlS, = m() ) = +hn (1— 15 ) + (B0 = Am(x) - Ae)
~ln > m el) =z ~n -~ m e).

(b) On pose, pour tout n > 1 et tout £ > 0, u,(e) = %m (1 — %2) Justifier que, & ¢ > 0 fixé, la suite
(un(€))n>1 converge vers 0.

10. Soit ¢ € [0,1]. On fixe § > 0.

(a) Montrer qu’il existe e; > 0 tel que t +¢e1 < 1let eym™L(t +¢e1) < g.
(b) Notons A\; = m~1(t + &1). Montrer qu’il existe N; € N tel que pour tout n > Ny,

1 . 2
SIP[S, > ] > inf (W(N) = M) — 26+ (1),

(c¢) En déduire qu’il existe N > Nj tel que, pour tout n > N,

%m PIS, > 1] > nf (6(}) — A) — &

(d) En déduire que
1
- InP[S,, > t] ——— inf (Y(A\) — At).

n—4oo A>0

11. La formule précédente est-elle encore valable pour ¢t = 17



