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Dans tout ce problème, (Ω,A,P) désigne un espace probabilisé sur lequel seront définies les différentes varaibles
aléatoires. On notera P[A] la probabilité d’un évènement A ⊂ Ω et E[X] l’espérance d’une variable aléatoire X sur
(Ω,A,P) à valeurs réelles.

Soit n ≥ 1 un entier naturel et soientX1, . . . , Xn des variables aléatoires réelles discrètes mutuellement indépendantes
telles que, pour tout k ∈ {1, . . . , n},

P[Xk = 1] = P[Xk = −1] =
1

2
.

On définit

Sn =
1

n

n∑
k=1

Xk

ainsi que, pour tout λ ∈ R,

ψ(λ) = ln

(
1

2
eλ +

1

2
e−λ

)
où ln désigne le logarithme néperien.

1. Soit Z une variable aléatoire discrète telle que exp(λZ) est d’espérance finie pour tout λ > 0. Montrer que pour
tout λ > 0 et t ∈ R,

P[Z ≥ t] ≤ e−λtE[exp(λZ)].

2. (a) Justifier que pour tout n ≥ 1, P[Sn > 0] = P[Sn < 0].

(b) En déduire que P[Sn ≥ 0] ≥ 1
2 .

3. (a) Montrer que, pour tout t ∈ R et tout λ > 0, lnP[Sn ≥ t] ≤ ln(E[enλSn ])− nλt.
(b) En déduire que, pour tout t ∈ R et tout λ > 0,

1

n
lnP[Sn ≥ t] ≤ ln(E[eλX1 ])− λt.

(c) En déduire que
1

n
lnP[Sn ≥ t] ≤ inf

λ≥0
(ψ(λ)− λt).

Dans toute la suite, on pose pour tout λ ≥ 0,

m(λ) =
E(X1 exp(λX1))

E(exp(λX1))
et Dn(λ) = exp(λnSn − nψ(λ)).

4. (a) Montrer que, pour tout λ ≥ 0, m(λ) = th(λ), où th désigne la fonction tangente hyperbolique.

(b) En déduire que m est strictement croissante sur R+ et que, pour tout t ∈ [0, 1[, il existe un unique λ ≥ 0
tel que m(λ) = t.

5. (a) Justifier que, pour tout n ≥ 2 et tout λ ≥ 0,

E[(X1 −m(λ))(X2 −m(λ))Dn(λ)] = (E[(X1 −m(λ))eλX1−ψ(λ)])2(E[eλX1−ψ(λ)])n−2.
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(b) En déduire que, pour tout n ≥ 2 et tout λ ≥ 0,

E[(X1 −m(λ))(X2 −m(λ))Dn(λ)] = 0.

6. On fixe n ≥ 1 et λ ≥ 0.

(a) Montrer que,

E[(Sn −m(λ))2Dn(λ)] =
1

n
E[(X1 −m(λ))2Dn(λ)].

(b) Montrer que,
E[(X1 −m(λ))2Dn(λ)] ≤ 4E[Dn(λ)].

(c) Montrer que E[Dn(λ)] = 1.

(d) En déduire que

E[(Sn −m(λ))2Dn(λ)] ≤ 4

n
.

Soient n ≥ 1, λ ≥ 0 et ε > 0.

On note In(λ, ε) la variable aléatoire définie par

In(λ, ε) =

{
1 si |Sn −m(λ)| ≤ ε
0 sinon.

7. (a) Montrer que In(λ, ε) exp(λn(Sn −m(λ)− ε)) ≤ In(λ, ε).

(b) En déduire que
P[|Sn −m(λ)| ≤ ε] ≥ E[In(λ, ε) exp(λn(Sn −m(λ)− ε))].

8. (a) Montrer que

1− In(λ, ε) ≤ (Sn −m(λ))2

ε2
.

(b) En déduire que

E[In(λ, ε)Dn(λ)] ≥ 1− 4

nε2
.

9. (a) Déduire des questions précédentes que

1

n
ln(P[Sn ≥ m(λ)− ε]) ≥ 1

n
ln

(
1− 4

nε2

)
+ (ψ(λ)− λm(λ)− λε).

(b) On pose, pour tout n ≥ 1 et tout ε > 0, un(ε) = 1
n ln

(
1− 4

nε2

)
. Justifier que, à ε > 0 fixé, la suite

(un(ε))n≥1 converge vers 0.

10. Soit t ∈ [0, 1[. On fixe δ > 0.

(a) Montrer qu’il existe ε1 > 0 tel que t+ ε1 < 1 et ε1m
−1(t+ ε1) < δ

3 .

(b) Notons λ1 = m−1(t+ ε1). Montrer qu’il existe N1 ∈ N tel que pour tout n ≥ N1,

1

n
lnP[Sn ≥ t] ≥ inf

λ≥0
(ψ(λ)− λt)− 2

3
δ + un(ε1).

(c) En déduire qu’il existe N ≥ N1 tel que, pour tout n ≥ N ,

1

n
lnP[Sn ≥ t] ≥ inf

λ≥0
(ψ(λ)− λt)− δ.

(d) En déduire que
1

n
lnP[Sn ≥ t] −−−−−→

n→+∞
inf
λ≥0

(ψ(λ)− λt).

11. La formule précédente est-elle encore valable pour t = 1?
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