Ecole Sup Galilée
Filiere MACS1
Mathématiques pour I’ingénieur

Feuille de TD 1 : Analyse réelle, séries, intégration

Analyse réelle
Exercice 1

1. Soit (un)nen une suite de réels décroissante et
minorée. Montrer que (u, )N est convergente
dans R.

2. Soient a < b deux réels. Soit f :]a,b[— R une
fonction croissante sur 'intervalle ouvert |a, b[.
Montrer que f possede une limite a droite en
a.

Exercice 2
Soit f une application continue de R, dans R telle
que lim f(z) =/ < 0.

T—r 00

1. Hlustrer cette situation par un graphique.
2. Montrer que f est bornée.
Exercice 3
Soit ¢ € C*°(R), nulle hors d’un intervalle compact

[a,b] de R. Montrer qu’il existe ¢ € C*°(R) telle
que :

Vr € R, ¢(x) = ¢(0) + ¢'(0)z + 2%y (x)

et
sup [¢(2)] < sup [¢"(2)].
reR z€R

Intégration

Exercice 4
dt est

Mont Pintégrale i /+Oo In(?)
ontrer que 'intégrale impropre

q g pPTop ) 112
convergente.

Exercice 5 ~
CcoS T

Montrer que 5

1 X

gente. En déduire que /
0

dx est absolument conver-

X sinx

dz converge.

Séries, suites et séries de fonctions

Exercice 6
Soit f est une fonction continue qui, pour x > N,
est positive en décroissant vers 0.

2021-2022
1. Montrer les inégalités
N+n N4n N+n—1
IOE / fayde< S )
p=N+1 N p=N

2. En déduire que Y f(p) et [y f(z)dz sont
alors de méme nature.

Exercice 7
Pour x > 0 et n > 1, on pose

n

fn(z) = m

1. Démontrer que (fp)p>1 converge simple-
ment sur [0,4o00] vers une fonction que l'on
précisera.

2. Montrer que cette convergence est uniforme
sur [0, 400

Exercice 8
Soit (fn)n>0 la suite de fonctions de [0, +o00[ dans R
définie par :

e_nx
Vn >0, Vo € (0,400, fn(z)= el
1. Montrer que la fonction f [0, +oo[— R,

définie pour tout x € [0, +00[ par

+oo
f@)=>" falw),
n=0

est bien définie et continue sur [0, 4+o00].

2. Montrer que f est de classe C! sur |0, +ool.

Exercice 9
Soit (fn)n>1 la suite de fonctions de R dans R définie
par :

arctan(nz)

Vn > 1, Ve € R, fu(z) = 5

n



1. Montrer que, pour tout x € R, la série
numérique Y - fn(z) converge.

On pose, pour tout x € R,
“+oo
f@) =) falo).
n=1

2. Montrer que la fonction f est impaire.
3. Montrer que la fonction f est continue sur R.

4. Montrer que f admet une limite finie en 400
et calculer cette limite. En déduire la limite
de f en —oo.

2

ST - _
Indication : on rappelle que > > n% =%
5. (a) Soit @ > 0. Montrer que f est de classe
C1 sur [a, +ool.
(b) En déduire que f est de classe C! sur
R\ {0} et que

“+oo

Vo eR\{0}, f2) =Y M
n=1

6. Soit N € N*.

(a) Montrer que, pour tout = > 0,

al 1
!
> —_—r.
flz) 2 Z n(1 + n2z?)
n=1
(b) Justifier que la fonction f" admet une lim-
ite a droite en 0, cette limite appartenant
a RU {4o00}.
(¢) Montrer que :
lim f'(z) = +oo.
z—0t / ( )
(d) En déduire que f n’est pas dérivable en
0.

Interversion limite-intégrale

Exercice 10
Calculer,

Vvn £2\"
lim (1 — ) dt.
n—-+00 0 n

Exercice 11

Dans cet exercice, on souhaite calculer 'intégrale de
Gauss a l'aide des intégrales a parameétres.

10.

. Montrer que :

—x(1+t2)

14 ¢2

1

Ve >0, Vt € R, < .
1+1¢2

. En déduire que, pour tout z > 0, l'intégrale

+oo efx(1+t2)
/ ————dt est convergente.
0 1+ ¢2

Dans toute la suite, on pose, pour x > 0,

+oo ef:v(1+t2)
F(z) = S——
@W=[

Montrer que la fonction F est continue sur
[0, +00].

A T’aide du théoréme de convergence dominée,
montrer que lim F(x) = 0.
T—+00

Montrer que F est de classe C' sur l'intervalle
10, 4+00[ et que :

+o00
Vo >0, F'(z) = —e_x/ et
0

Montrer que :

/( ) e % +o00 5
Vr >0, F'(x) = ——— e “ du.
’ ¢$A
+o0 T
Montrer que F'(z)dx = -5
0

Montrer que :

A+mFxmdr:—<[fwe“%M)(A%xi;dx

A laide du changement de variables u? = z,
montrer que :

—+o00 efac “+o00 5
/ —dx = 2/ e “du
0 Vi 0

Déduire des questions précédentes que :

/+Oo e % du = ﬁ
0 2



