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Feuille de TD 1 : Théoremes de ’analyse fonctionnelle

1. Théoréme de Baire
Exercice 1

Trouver une suite (Op)neny d’ouverts denses de R
telle que (), ey On ne soit pas ouvert.

Exercice 2

Soit f : R4 — R une fonction continue telle que
pour tout a > 0, lim f(na) = 0. Soit ¢ > 0.
n—-+00

En appliquant le théoreme de Baire aux fermés
F,={a>0, Vn>p, |f(na)| < e}, montrer que f
admet une limite nulle en +oc.

Exercice 3

Soit f une fonction entiére, c¢’est-a-dire holomorphe
sur C. Montrer que si en chaque point z € C, il
existe n € N tel que f(™(z) = 0, alors f est un
polynome.

Indication : on pourra utiliser les fermés

F,={z€C, f"(z)=0}.

Exercice 4

Soit (V;,)nen une famille d’ouverts denses de R.

1. Rappeler pourquoi V = NyenVy est dense dans
R.

2. Montrer que si (z,,)pen est une suite réelle, alors,
pour tout n € N, W, =V, \ {zo,...,z,} est un ou-
vert dense dans R.

3. En déduire que V ne peut étre fini ou
dénombrable.

Exercice 5

Soit (E,d) un espace métrique complet et soit
(fn)nen une suite de fonctions continues de E dans
R, qui converge simplement vers une fonction f.

1. Pour m € N et n € N*, on pose

A = {2 € B, |fm(2)= fiz)] < £, VI EN, 1 > m}.

Montrer que A, , est un fermé de E.

2. Soit n € N* fixé. Montrer que E = UpenAm n.
3. On pose Oppn = Int(A4,,). Montrer que
Opn = UpenOpm,n est un ouvert dense de F.

4. Nous allons montrer que f est continue en tout
point de G = Nyen+Oy. Soit a € G et soit € > 0.

a. Montrer qu’il existe n € N* et m € N tels que,
pour tout & € Opy p, |fm(x) — f(2)| < e.

b. Pour cet entier m, montrer qu’il existe un voisi-
nage V de a tel que pour tout x € V, |fi(x) —
fla)| < c.

c. Déduire des questions précedentes que f est con-
tinue au point a.

5. Montrer que I’ensemble des points de continuité
de f est un résiduel de E.

6. La fonction caractéristique de Q, 1q, est-elle la
limite simple sur R d’une suite de fonctions contin-
ues?

2. Théorémes de Banach-Steinhaus et de
Papplication ouverte

Exercice 6

On note

+oo
52(N*) = {(xi)ieN* Z \%\2 < +oo}

=1

que l'on munit de la norme || - ||,z définie par

1
+o00 2
Vo e (N, ||z||e = (Z |x,-|2) .

=1

Soit

E = {z € (*(N*) | ; = 0 sauf pour un nombre fini de i }.

Pour n € N*, on considere 'application linéaire
T, : E — (?(N*) définie par :

0 si
nTy, Sl

1=n

Vo € B, Vi e N*, (T,(z)); = {

Soient enfin A = {T,, | n € N*} et pour tout z € E,
Ay ={T,(x) | T,, € A}.

1. Montrer que pour chaque = € E, A, est bornée
dans £2(N*).



2. Soit L(E,f*(N*)) l'espace des applications
linéaires continues de E dans ¢?(N*) munit de la
norme ||| - ||| définie par :

VT € L(E,C(N), [IT][[=  sup  [|T(2)]e

Q’JEE, ||IH,€2:1

Montrer que A n’est pas bornée dans L(E, £2(N*)).
3. Expliquer pourquoi le théoreme de Banach-
Steinhaus ne s’applique pas ici.

Exercice 7

Soient ¢!(N) I'espace des suites réelles (uy)nen telles
que [|ul[1 = > 07 Jun| < 400 et £2°(N) Pespace des
suites réelles bornées, muni de la norme ||u||o =
S

1. Soit A = {u € *N) | u, =
0 sauf pour un nombre fini de n}. Montrer que A
est dense dans (F(N),|| ||;) mais pas dans
(M), | ).

2. Montrer qu’il n’existe pas de suite de réels stricte-
ment positifs (a,)nen telle que

(anun) € LH(N) <= (u,) € (*(N).

Exercice 8

Soit E = LYT) lespace des fonctions 27-
périodiques localement intégrables sur R, muni de
la norme :

1

2
1= 5= [ 1@l

Soit F' = ¢o(Z) Vespace des familles (x,,)pez de nom-
bres complexes qui tendent vers 0 a 'infini, muni de
la norme ||z||oo = Sup,,cz |Zn|.

On se propose de montrer que 'application suivante
n’est pas surjective :

E — F
T : 1 27

[ (ealf)nez, enlf) =57 J; f(x)e ™Mo dy

1. Rappeler pourquoi T' est bien définie, linéaire,
continue et injective.

2. Montrer que si T est surjective, il existe § > 0
tel que, pour tout f € L!(T),

[ f[lzr < dsup[en(f)]
neL

3. Pour tout g € L*(R), 2m-périodique, on choisit

une suite (o, )nez de nombres complexes de module

1 telle que, pour tout n € Z, ac,(g) = |cn(f)]. En
appliquant la question 2 a

fN = Z aneinx)

In|<N

montrer que, si 1" est surjective, pour tout N > 0,

> lealg)l < 6llgllso

[n|<N
4. Conclure.

Exercice 9

On désigne par E ’espace de Banach des fonctions
continues sur U'intervalle [0, 1], & valeurs complexes,
muni de la norme || |[|oo. On se donne un réel o
tel que 0 < a < 1 et on note F, le sous-espace de
FE constitué des fonctions f telles qu’il existe une
constante A > 0 pour laquelle :

Vo e [07 1]7 Vy € [07 1]7 ’f((L') - f(y)’ < A|.CC _y|a

On munit E, de la norme :

|f(z) = f(y)l

|z —y|*

1 lla = [1floc +

sup
0<ay<1

Alors (Eq,|| ||a) est un espace de Banach. Soit F'
un sous-espace fermé de (E, || ||oo). On suppose que
F' est contenu dans F, et on se propose de montrer
que F' est de dimension finie.

1. Montrer que F' est fermé dans (Eq, || ||a)-

2. Montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle
que, pour tout élément f de F, ||f||la < C||f|]co-

3. Conclure en étudiant la boule unité de (F, || ||co)-



3. Théoréme d’Ascoli

Exercice 10

Soit E = C([0,1],R) l'espace des fonctions con-
tinue sur [0, 1] & valeurs réelles, muni de la norme
|ulloo = SUPze0,1] |u(z)].

1. Montrer que la boule unité de (E,|| ||oo) n’est
pas compacte.

2. Pour k € R} et M > 0, on pose

Finvr ={u € E||u(0)] < M et u k—lipschitzienne}.

a. Montrer que, pour tout z € [0,1], {u(z) | u €
Fi; ar} est bornée.

b. Montrer que Fj, ps est équicontinue.

c. En déduire que F}, js est compacte.

Exercice 11

Soit ¢*°(N) l’espace vectoriel des suites réelles
bornées.

On le munit de la norme ||u||s = sup, ey |tn| pour
u = (un)neny € €°(N). Alors ({*(N), || ||so) est un
espace de Banach.

1. Montrer que la boule unité de (/*°(N),|| ||o0)
n’est pas compacte.

2. Soit F' = {u € {*(N) | Vn € N, [u,| < 1}, que
I'on munit de la norme || ||oo induite par celle sur
>(N).

a. Soit K = {1},eny U {0}. Montrer que K est un
compact de R.

b. Soit G={f : K >R |VzeK, |f(z)] <=z},
que 'on munit de la norme || ||x définie par, pour
toute f € G, [|fl|x = sup,ex |f(2)].

Montrer que G est fermé dans C'(K,R), I'espace des
fonctions continues de K dans R, pour la norme

k-
c. On considere 'application

F - G
T I1(’—>]R
(U S I e
0 — 0

Montrer que T" est un homéomorphisme de (F, || ||co)
dans (G, || ||x)-

d. En déduire que F' est compacte si et seulement
si G est compacte.

3.a Montrer que, pour tout z € K, {f(x) | f € G}
est bornée.

b. Montrer que G est équicontinue.

c. En déduire que G est compacte et que F' est
compacte.



