Institut Galilée
Filiere M1
Analyse fonctionnelle

Feuille de TD 2 : Espaces de Hilbert

Exercice 1

On considere H = L2([0,1],R) qui, munit du pro-
duit scalaire usuel, est un espace de Hilbert. On
considere
~0,1] - H
v t — 1[07,5}.
ou 1jg est la fonction caractéristique de l'intervalle
[0,t], qui vaut 1 sur [0,t] et 0 partout ailleurs.

1. Montrer que ¢ est continue. Montrer que ¢ est
nulle part dérivable.

2. Montrer que si 0 < s < s <t <t/ <1, alors
o(s") — p(s) est orthogonale & p(t') — ().

Exercice 2

On définit une application ¢ : C[X] x C[X] — C
par

o(P.Q) =5 [ Pl

—T
1. Montrer que ¢ est un produit scalaire hermitien
sur C[X].

2. Montrer que la famille (X*).cn est une base or-
thonormée pour le produit scalaire précédent.

3. Soit Q = X" +a, 1 X" 14 --- +ag. Calculer
IQlII*.

4. On pose

M= \STIE 1Q(2)]

Montrer que M > 1 et étudier le cas d’égalité.
Exercice 3

On définit une application ¢ : R[X] x R[X] — R
par

+oo
p(P,Q) = /0 P(H)Q(t)e~t dt.

1. Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur
R [X].

2. Soient p et ¢ deux entiers naturels. Calculer

o(XP, X9).

2022-2023
3. Déterminer
400
inf e '(t* — (at + b))% dt.
(a,b)eR? Jg

Exercice 4

Soit £2(N, C) I'espace des suites de carré sommable,
munit de la norme définie par :

“+o00 %
V(@n)nen € (N, C), [|(@a)ll2 = (Z lfﬂnIQ) :
n=0

Pour tout entier N € N fixé, on note My le sous-
espace vectoriel de £2(N, C) formé des suites (2, )nen
telles que Zﬁ;o Zy = 0.

1. Montrer que l'application T : (2p)peny
Zﬁ;o xn est une forme linéaire continue sur
?2(N,C). Que peut-on en déduire sur My?

1
2. Justifier que £2(N,C) = My & Mz,

3. Soit EF = {(yn)nGN | Y0 < 1 < ] < Na Yi =
yj et Yn > N, y, = 0}.

a. Montrer que F C Mﬁ

b. Montrer que Mﬁ = FE. Indication :
quera que pour 0 < i < j < N, la suite (Tp)nen
telle que x; = 1, xj = —1 et x, = 0 pour n # i,j
appartient a M.

on remar-

Exercice 5

Soit (H,(:]-)) un espace de Hilbert et A un endo-
morphisme continu de H.

1. Soit y € H fixé.

a. Montrer que la forme linéaire ¢, : = — (Az|y)
est continue.

b. En déduire qu’il existe un vecteur A*y tel que :

(Azly) = (z|A%y).

2. Montrer que I'application de H dans H, y — A*y
est un endomorphisme continu de H. On appelle A*
I’adjoint de A.

3. Vérifier que (A*)* = A et que |||A*]|| = ||| 4|l

Ve € H,



4. Soit H = C” muni du produit scalaire

:L'|y szyz

Calculer la matrice de A* dans la base canonique en
fonction de celle de A.

5. Soit T 'application linéaire définie sur ¢2(Z, C)
par

Vu € (2(Z,C), Vn € Z, (Tu)y = Uni1.

a. Justifier que T est continue.
b. Calculer 'adjoint T* de T'.

Exercice 6

Soit 2 un ouvert du plan complexe C. On définit
I’espace de Bergman de 2 par :

AX(Q) =

ott L?(£2,d\) désigne 'espace des fonctions de carré
intégrable sur €2 pour d\ la mesure de Lebesgue dans
C identifi¢ & R2. On munit L?(Q,d\) du produit
scalaire hermitien usuel (f,g) — [, fgdA et de la
norme associée || - [|2. On munit aussi A%(Q) des
restrictions de ce produit scalaire et de cette norme.

Pour z € C et r > 0 on note B(z,r) =
Clw—z| <r}.
1l.a. Soient z € C, r > 0 et n € N. Montrer que

/ (10— 2)"dA(w) = { 0 st n#0
E(Z,T‘) wr S1

n=>0
b. Soient z € C et r > 0. On suppose que
B(z,7) C 2. Montrer que pour toute f € A%(Q),

{w €

flw)dA\(w).

B(z,r)

f(z):m

c. Soit z € C. On note d(z,2°) la distance de z au
complémentaire de ). Montrer que :

Ve A%(Q), Vz € Q, Vr >0,

(a1 >+ = 17 < =1l

2.a. Soit (fy)nen une suite de Cauchy de A%(Q).
Soit K un compact de 2. Montrer que (fy,)nen con-
verge uniformément sur K.

{f € L*(Q,d\) | f est holomorphe dans Q}.

b. En déduire qu’il existe f holomorphe sur € telle
que (fn)nen converge uniformément vers f sur tout
compact ) et a fortiori simplement vers f sur ).
c. Montrer que A%(£2) munit du produit scalaire de
L?(f2) est un espace de Hilbert.

3. Pour z € Q on pose

A2(Q) = C

I

a. Montrer que pour tout z € €, §, est une forme
linéaire continue sur A%(Q).
b. Pour tout z € €2, montrer I'existence de K, €

A2(Q) telle que
) = [ )R wiiw).

4. On note pour tout (z,w) € 92, Kq(w,z) =
K, (w).
a. Montrer que, pour tout (z,w) € Q2, Kqo(z,w) =

Ve A%(Q

K,(w,z).

b. Soit (ep)nen une base hilbertienne de A2(9).
Soit z € Q). Montrer que

+007
K, = Z en(2)en
n=0

avec convergence de la série dans A%(Q).

5. On choisit maintenant 'exemple du disque unité
ouvert. On prend Q =D ={z € C | |2| < 1}.
a. Pour tout n € Net z € D, on pose :

n+12n
T

en(z) =

Montrer que (ep)nen est une base hilbertienne de
A%(D).

Indication : on pourra utiliser le cas d’égalité dans
l'inégalité de Bessel pour montrer le caractére to-
tal de la famille : si (ep)nen est une famille or-
thonormée d’un espace de Hilbert (H,(+]-)), alors

D I(alea)P

neN

x € Vect((en)nen) < HxH2

b. Calculer la fonction (w, z) — Kp(w, z).



