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Chapitre 1

Topologie

1.1 Un mot de topologie générale

On commence par se donner un ensemble E.

Définition 1.1.1. On appelle topologie sur E toute famille de parties de E, soit T, vérifiant les propriétés
suivantes :

(i) JeTetEeT

(ii) T est stable par réunion.

(iii) T est stable par intersection finie.

Définition 1.1.2. Le couple (E, T) est appelé espace topologique; les éléments de T sont alors appelés
ouverts de cet espace topologique.

Traduisons les assertions (ii) et (iii) :
(ii) Si (€);)ier est une famille d’ouvertsde E: ) = | J;.; (2;  est un ouvert de E.
(iii) Si Qy, ..., ), est une famille finie d’ouvertsde E: Q = ()_; Q); estun ouvertde E.
Exemple 1: Soit E un ensemble. Alors O = {(J, E} est une topologie sur E, appelée topologie
grossiere.
Exemple 2 : Soit E un ensemble. Alors O = P(E) est une topologie sur E, appelée topologie
discrete.
Exemple 3 : Donnons a présent un exemple plus courant : la topologie usuelle de R.
Une partie () de R est dite ouverte lorsque, pour tout x dans (, il existe un réel « strictement
positif tel que : |x —a, x + a[c Q.
Démonstration : (i) R et ¢J sont ouverts.
(ii) Soit (€;)e; une famille d’ouverts de R. Soit Q) = [ J;.; (2;. Par définition d"une réunion :
Jie I,x € ;. Comme Q); est ouvert: (o > 0)(]x —a,x + a[c ;). Dela: |x —a, x + a[c
Qi c Q.
(iii) Soient ()1,...,Q)y,, n ouverts de R et () = ﬂ?zl ;. Soit x € Q). Par définition :

(Vie[1,n])(3a; > 0)(]x — aj, x + a;[< )

Posons & = minj<j<, a;. Alors |x — a, x + a[c Q); pour tout i dans [1,n]. Donc: |x —a, x +
a[c Q.

0

Cette caractérisation des ouverts de R nous permet d’exhiber un premier exemple d'une
intersection infinie d’ouverts qui n’est pas ouverte. Pour n > 1 on considere les ouverts :
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Il vient : (1,5, Q0 = {0} et {0} n’est pas ouvert. En effet : Va > 0, | — &, «[d {0}.

Définition 1.1.3. Une partie F de E est dite fermée lorsque son complémentaire dans E est un ouvert de
E.

On obtient alors les propriétés de réunion et d’intersection duales de celles pour les ouverts.

Proposition 1.1.4. Ona:
(i) & et E sont fermés.
(ii) Toute intersection de fermés est fermée.
(iii) Toute réunion finie de fermés est fermée.

Démonstration : (i) Les complémentaires de (¥ et de E sont respectivement E et (5 qui sont tous
deux ouverts.
(ii) Soit (F;);c; une famille de fermés de E. Pour tout i dans I on note : O; = E\F;. Alors,
O; est ouvert dans E et donc | J;; O; est ouverte dans E. De la :

E\ U O; = ﬂ E\O; = ﬂ F,  est fermée.

iel iel iel

(iii) Soit Fy, ..., F, une famille finie de fermés de E. Pour tout i dans [1,n] on note : O; =
E\F;. Alors, O; est ouvert dans E et donc (), .;,, O; est ouverte dans E. De 14 :

n n n
E\ ﬂ O; = U E\O; = U F;  est fermée.
i=1 i=1 i=1

O

Exemples :

— Un singleton est fermé. Le plus simple pour le montrer est d’utiliser la caractérisation

séquentielle des fermés que nous verrons plus tard.

— IN et Z sont fermés dans RR. En effet, leurs complémentaires sont des réunions d’inter-

valles ouverts de R donc des ouverts.

Remarque : Il faut bien prendre garde au fait qu’étre fermé n’est pas le contraire d’étre
ouvert. En effet il existe des parties ouvertes et fermées, & commencer par E et ¢J. Dans la
topologie discrete, toute partie est ouverte et fermée. D’autres part, il peut aussi y avoir des
parties ni ouverte, ni fermée. Par exemple : [0, 1].
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1.2 Espaces métriques

1.2 Espaces métriques

1.2.1 Distances et normes
1.2.1.1 Distances

Définition 1.2.1. Soit E un ensemble non vide. On appelle distance sur E toute application d : E x
E — R vérifiant :

(i) Y(x,y) € E2,d(x,y) = 0 < x = y (axiome de séparation)

(ii) V(x,y) € E2,d(y,x) = d(x,y) (symétrie)

(iii) V¥(x,y,z) € E3,d(x,z) < d(x,y) + d(y, z) (inégalité triangulaire)
Le couple (E, d) est alors appelé espace métrique.

Proposition 1.2.2. Ona:
1) Vp = 2,¥(x1,...,x,) € EP,d(x1,x,) < S d(xi, xi41)
2) Y(x,y,z) € E3,|d(x,y) —d(x,z)| <d(y,z)

Démonstration : 1) Par récurrence sur p en utilisant le (ii7) de la définition.
2) Soit V(x,y,z) € E®:d(x,y) < d(x,z) +d(z,y), dou : d(x,y) —d(x,z) < d(y,z). De
méme, d(x,z) —d(x,y) < d(y,z) et on obtient bien 1'inégalité cherchée.

O

Exemple 1: On se place sur E = R". Soient x = (x1,...,%,) ety = (y1,...,Yy») deux vecteurs
de E. On pose :

n

1
d(xy) =) |xi—vi| da(x,y) = (Z(Xi —yi)2> doo(x,y) = sup |x; —yil
i=1

i=1 1<i<n

dy, dy et do sont des distances sur E.

Démonstration : On vérifie pour dq, dy et do, les axiomes (i), (i7) et (iii). Pour d; :

di(x,y) =0 < Z|xi—yi| =0 < Vie[l,n],|xi—yi|=0
i=1
— Vie[l,n], xi=y, < x=y.

Puis : di(y,x) = Dy |yi — x| = Dy |xi —yi| = di(x,y). Enfin, soit z = (z1,...,2,) :
Vie[1,n],|x —yi| <|xi—zi|+|zi —yi| doudi(x,y) < X7 |xi —zi| + X1 |zi — yi|- Donc
di(x,y) < di(x,z)+di(z,y).

Pour d; : Les axiomes (i) et (ii) se vérifient comme pour d;. (iii) vient de 'inégalité de
Minkowski appliquée a || ||2. Pour d :

do(x,y) =0 < sup |xi—yi| =0 < Vie[Ln],|xi—yi| =0

1<i<n
— Vie[ln,xi=y; < x=y.
De plus : do (y, x) = SUP1<icn lyi —xi| = SUP1<i<n |xi —yil = deo(x, ).
Enfin : Vi € [1,n], |x; — yi| < |x;i —z;i| + |zi — yi|. D’ol1 par passage a la borne supérieure :

doo(X,y) < dwo(x,z) +do(z,Y).

0

Analyse MACS1 page 3



Chapitre 1. Topologie

Exemple 2 : Soit E un ensemble non vide. Pour x,y dans E on pose d(x,y) = 0si x = y et
d(x,y) = 1six £ y. d est alors une distance sur E appelée distance discrete. Celle-ci vérifie
lI'inégalité suivante :

V(x,y,z) € E3, d(x,z) < max[d(x,v),d(y,z)]
appelée inégalité ultramétrique. On peut ainsi définir ce que 1'on appelle une distance ul-
tramétrique qui au lieu de vérifier I'inégalité triangulaire vérifie 'inégalité ultramétrique.

Exemple 3 : Soit E = B(X, R) I'espace vectoriel des applications bornées de X vers RR, ot
X est un ensemble non vide quelconque. Alors pour (f,g) € E?: d(f, ) = sup,x |f(x) — g(x)]
définit une distance sur E.

Démonstration : Soit (f,g) € E.

d(f,g) =0 = sup|f(x) —g(x)] =0 < Vxe X,|f(x) ~g(x)| =0 = f=g.

xeX

On a bien aussi d(g, f) = d(f,g). Enfinsi (f,g,h) € E3,ona:Vx € X, |f(x) — g(x)| <
|f(x) — h(x)| + |h(x) — g(x)|, ce qui entraine par passage a la borne supérieure :

d(f,g) <d(f,h) +dh,g).

Pour p > 1, on se donne (Ey,dy), ..., (E,, dp) des espaces métriques. On a alors :

Théoréme 1.2.3. L'espace produit E = Eq x ... x E, muni de I'application :

p E? — Rt
‘ ( (x,y) — maxici<p di(x;,y;) )
est un espace métrique appelé espace produit de (E1,d1), ..., (Ep, dp).

Démonstration : Comme max d’éléments positifs, d est bien positive.
Six =y,ona:Vie[lp], x; =y;. Dou:Viel[l,p]di(xi,y;) = 0. Ainsi, d(x,y) est le
max d'une famille de nombres nuls donc : d(x,y) = 0. Réciproquement, si d(x,y) = 0,
alors : Vi € [1,p], di(x;,y;) et Vi € [1,p], x; = y;. Donc : x = y. La symétrie est claire :
d(x,y) = d(y, x).
Enfin : Vi € [1, p], di(x;, zi) < di(xi,yi) + di(yi, zi) < d(x,y) +d(y,z). De 1a, par passage au
max ona:d(x,z) < d(x,y) +d(y,z). D'ott 'inégalité triangulaire.

0

1.2.1.2 Normes

Soit K un corps valué. En pratique K = R ou K = C. Soit E un K-espace vectoriel.

Définition 1.2.4. On appelle norme sur E toute application N : E — R vérifiant :
(i) Vx € E,N(x) = 0 < x = 0 (axiome de séparation)
(ii) Y(A,x) € (K x E), N(Ax) = |A|N(x) (homogénéité)
(iii) ¥(x,y) € E2, N(x +vy) < N(x) + N(y) (inégalité triangulaire)

Le couple (E,N) est alors appelé espace vectoriel normé.

Notation : Nous noterons indifféremment N(x) ou ||x|| pour désigner la norme du vecteur x.

page 4 Analyse MACS1



1.2 Espaces métriques

Proposition 1.2.5. Ona:
1) Vp=1,¥(x1,...,xp) €EF,N(x1 +... +xp) < Zle N(x;)
2) Vx € E, N(—x) = N(x)
3) Vxe E\{O},N(ﬁ) =1
4) ¥(x,y) € E%,IN(x) - N(y)| < N(x - y)

Démonstration : 1) Par récurrence sur p en utilisant le (iii) de la définition.
2) Immédiat par (ii) de la définition.
3) Immédiat par (ii) de la définition.
4) Ona:N(x) = N(x—y+y) < Nx—y)+N(y). Dou: N(x) — N(y) < N(x —y). De
méme : N(y) — N(x) < N(y — x) = N(x —y) par 2). D’ot le résultat.

OJ

Exemple 1: On se place sur E = C". Soit x = (x1,...,x,) un vecteur de E. On pose :

Ni(x) = Y |xi|  Np(x) = (Z |xi|p> Noo(x) = sup |x]
i1 i-1

1<i<n
Ni, N; et Ny, sont des normes sur E. On les note aussi souvent || ||y, || ||y et || |-

Démonstration : On vérifie pour N1, N, et Ny, les axiomes (i), (ii) et (iii).
Pour Nj :

n
Nl(x)=O®2|xi|=0©we[[l,n]],|xi|:O — Vie[l,n], x;=0 < x=0.
i=1

Puis : Ny(Ax) = >0 |Ax;| = A2 |xi] = |A|Ni(x). Enfin : Vi € [1,n], |x; +yi] <
il + [yl Dot Ny(x + ) < Sy [xil + X0y Iyl et Ny (x +1) < Ni(x) + Ni(v).

Pour N, : Les axiomes (i) et (ii) se vérifient comme pour Nj. (iii) vient de l'inégalité
de Minkowski.

Pour Ny :

No(x,y) =0« sup |xj| =0 Vie[l,n],|xj|=0<Vie[l,n],x;=0< x=0.

1<i<n

De plus :
Ny (Ax) = sup |Axj| = |A| sup |xi| = |A|Noo(x).

1<i<n 1<i<n

Enfin : Vi € [1,n], |x; + y;| < |x] + |yi]. Par passage a la borne supérieure : Ny (x + 1) <
Ny (x) + Noo(y)-

0

Exemple 2 : Soit E = B(X, C) I’espace vectoriel des applications bornées de X vers C, ou X
est un ensemble non vide quelconque. Alors pour f € E :

N(f) = sup [f(x)]

xeX

définit une norme sur E.

Analyse MACS1 page 5



Chapitre 1. Topologie

Démonstration : Soit f € E,

N(f)=0esup|f(x)| =0 Vxe X, |f(x)|]=0< f =0.
xeX

On a bien aussi N(Af) = |A|N(f). Enfinsi (f,¢) € E?,ona:

Ve X, [f(x)+ g < [f(¥)]+Ig(x)],

ce qui entraine, par passage a la borne supérieure, N(f + g) < N(f) + N(g).
O

Exemple 3 : Soit E = C°([a, b], C) 'espace vectoriel des applications continues de [a, b] dans
C. Alors,pour fe Eetp > 1,
b\
171y = ( | |f|”>

Démonstration : (i) ||f|[, =0 < SZ |f|P =0 < |f|P = 0car |f|F est positive et continue.

sl = (LAY = (AP A7) = Al

(iii) C’est I'inégalité de Minkowski pour les fonctions.

est une norme sur E.

U
Proposition 1.2.6. On reprend les notations de I'exemple 1. Soit x € K" fixé. Ona :
L {lflp =[xl
Démonstration : Ona:
1
n p ;
Vp =1, [lxlleo < lxllp = (Z Ixilp) < 1P ||xfoo
i=1
D’ou le résultat en faisant tendre p vers +oco.
U

Exemple 4 : Lorsque 1'on considere un produit d’espaces vectoriels normés, la norme cor-
respondante a la distance produit est :

| x || = max || x; [|;
1<i<p

1.2.1.3 Boules et spheres
Nous définissons alors les notions de boules et de sphere.

Définition 1.2.7. (E,d) est un espace métrique.
On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r > 0 l'ensemble :

B(a,r) = {x€E,d(a,x) <r}

page 6 Analyse MACS1



1.2 Espaces métriques

On appelle boule fermée de centre a et de rayon r > 0 'ensemble :
Bf(a,r) ={xeE,d(a,x) <r}

(avec B¢ (a,0) = {a}).
On appelle sphere de centre a et de rayon r > 0 I'ensemble :

S(a,r) ={x€E,d(a,x)=r}
On donne ici une caractérisation des boules ouvertes dans un espace produit.

Proposition 1.2.8. Soit a = (ay,...,a,). Soitr >0.Ona:

By(a,r) = || Ba(air)

ie[1,p]
Démonstration : On a:

(x1,...,xn) € Bg(a,r) < max|[(di(x1,a1),...,dp(xp,ap)] <7
& Vie[l,p], di(xj,a;) <r.

Définition 1.2.9. (E, || ||) est un espace vectoriel normé.
On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r > 0 l'ensemble :

B(a,r) ={x€E,|la—x|| <r}
On appelle boule fermée de centre a et de rayon r > 0 I'ensemble :
Bf(a,r) = {x€E,|ja—x|| <1}

(avec B¢(a,0) = {a}).
On appelle sphere de centre a et de rayon r > 0 'ensemble :

S(a,r) ={x€eE,|ja—x| =r}

Proposition 1.2.10. Onapourac Eetr > 0:
(i) B(a,r) =a+ B(0,7), Bg(a,r) = a+ Bg(0,7) et S(a,r) =a+S(0,7).
(i) B(0,r) =rB(0,1), Bf(0,r) = rBf(0,1) et S(0,r) = rS(0, 1).

Démonstration : (i) x € B(a,rv) & ||x —a|| <r< x—ae B(0,r) & xea+ B(0,r).
De méme pour les boules fermées et les sphéres.
(i) xe B(0,r) & ||x|| <r < Yx]| <1< ||ix|]| <1< lxe B(0,1) & x € rB(0,1).
De méme pour les boules fermées et les spheres.

O

Proposition 1.2.11. Soit E un K-espace vectoriel, Ny et N, deux normes sur E. Soient By la boule unité
pour Ny et By la boule unité pour Np. Alors on a équivalence entre :

(i) N1 = Na.

(ii) B1 = B,.

Analyse MACS1 page 7



Chapitre 1. Topologie

Démonstration : (i) = (ii) : Clair!
(i) = (i) : Pour x = 0, on a bien N;(0) = N,(0) = 0. Soit donc x € E\{0} et e > 0 Alors,

€ By et € By. Donc :

X X
Ni(x)+e Ni(x)+e

N, (I\h(;‘)ﬂ) <1 = Na(x) < Ny(x) +e.

On fait tendre e vers 0 et il vient : Np(x) < Nj(x). Par symétrie, Ni(x) < Na(x) et Ny = N.

0

Le résultat reste vrai avec les boules unités fermées si ce n’est que la démonstration est plus
simple, il est inutile d’introduire un e.
1.2.1.4 Distances et normes équivalentes

On introduit la notion de distances équivalentes.

Définition 1.2.12. On dit que deux distances d et d’ sont équivalentes s'il existe deux réels a et b
strictement positifs tels que :

V(x,y) € E? ad(x,y) < d'(x,y) < bd(x,y).
De méme, on introduit la notion de normes équivalentes.

Définition 1.2.13. On dit que deux normes Ny et N sont équivalentes s'il existe deux réels Cq et Cp
strictement positifs tels que :

Vx € E, ClNl(x) < Nz(x) < Cle(x).

1.2.2 Topologie des espaces métriques
1.2.2.1 Owuverts, fermés
On va maintenant donner la définition d"un ouvert et d"un fermé pour les espaces métriques.

Définition 1.2.14. Soit (E,d) un espace métrique. On dit que la partie Q) de E est ouverte lorsque :
Vx e Q,3ry > 0,B(x, 1) € Q

Proposition 1.2.15. Les ouverts ainsi définis constituent une topologie sur l'ensemble E appelée topo-
logie de I'espace métrique (E, d).

Démonstration : (i) E et J sont ouverts.
(ii) Soit (€2;)ie; une famille d’ouverts de (E,d). On pose Q) = [ J;c; . Si x € ), alors
Vie I,x € (). Soit ip € I, on sait que (), est ouvert, d’ou I’existence de r > 0 tel que
B(x,r) c Q;, © Q. On en déduit que () est un ouvert de E.
(iii) Soient Oy, ..., Q) des ouvertsde Eet x € O = (g, Q-

Vie[1,n],3r; > 0,B(x,r;) < O

Onpose R = min(ry,...,r,) > 0 (fini). L vient: Vi € [1,n], B(x,R) < Q; et B(x,R) < Q.
Donc () est ouvert.

0

page 8 Analyse MACS1
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Définition 1.2.16. Une partie F de (E, d) est dite fermée si son complémentaire est ouvert.

Proposition 1.2.17. Soit (E, d) un espace métrique.
1) Toute boule ouverte de (E, d) est un ouvert de E.
2) Toute boule fermée de (E,d) est un fermé de E.

Démonstration : 1) Soit B(a,r) (r > 0) une boule ouverte de E. Soient x € B(a,r) etr, = r —
d(a,x).Siy € B(x,ry), il vient: d(a,y) < d(a,x)+d(x,y). Ainsi: d(a,y) <d(a,x)+1y =
rd’ouy € B(a,r), cest a dire que : B(x,ry) < B(a,r).
2) Soit O = E\Bg(a,r). Soit x € Q). On sait par définition de ) que d(a,x) > r. Soit
ry =d(a,x) —r.Siy e B(x,ry),d(a,x) <d(a,y) +d(y,x). Dot :d(a,x) —ry < d(a,y) et
d(a,y) > r c'esta dire y € Q). Donc B(x, ry) < () ce qui montre que () est ouvert.

O
Corollaire 1.2.18. Les ouverts de E sont les réunions de boules ouvertes.

Démonstration : Une boule ouverte est ouverte et une réunion d’ouverts est ouverte donc une
réunion de boules ouvertes est ouverte.
Réciproquement, avec les notations de la définition des ouverts, si () est un ouvert de E :

Q= U B(x,ry)

xeQ)

et donc tout ouvert de E est réunion de boules ouvertes.

1.2.2.2 Voisinages
Définition 1.2.19. On appelle voisinage de a € E toute partie V contenant un ouvert contenant a.
Traduction dans un espace métrique : V € V(a) < 3r > 0,B(a,r) c V.

Proposition 1.2.20 (Caractere séparé de la topologie d'un espace métrique). Si a et b sont deux
points distincts de E, il existe des voisinages U et V de a et b respectivements, tels que U NV = &

Démonstration : Soitr = d(a,b). On pose p = %d(a, b)., U =B(a,p) € V(a)etV = B(b,p) € V(D).
SixeUnV,ilvient:d(a,b) <d(a,x)+d(x,b) < p+p =r.Contradiction,donc U NV =
.

0

1.2.2.3 Intérieur, adhérence, densité

On se donne dans cette partie (E, 7') un espace topologique.

1.2.2.3.1 Intérieur

Définition 1.2.21. Soit A une partie de E. Le point a de A est dit intérieur a A lorsqu’il existe un ouvert
w tel que :
acew et wc A

Définition 1.2.22. L'intérieur de A est I'ensemble des points intérieurs a A. On le note Int(A) ou A.
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Chapitre 1. Topologie

Proposition 1.2.23. Soit A une partie de E.
(i) L'intérieur de A est un ouvert.

(ii) A est le plus grand ouvert contenu dans A.

o o
Démonstration : (i) Montrons que A est un voisinage de chacun de ses points. Soit 2 € A. Il
existe par définition w ouvert de E tel que a € w et w = A.Sib € w, b est aussi un

o o
point intérieur. Ainsi, w < Aet A € V(a).
(ii) Si Q) est un ouvert contenu dans A alors pour tout a € (), l'inclusion (2 ¢ A amene

ae A,etdonc () c A.

Corollaire 1.2.24. A est la réunion de tous les ouverts contenus dans A.

Démonstration : La réunion de tous les ouverts contenus dans A est un ouvert contenu dans A
et c’est le plus grand au sens de 'inclusion.

[l
Corollaire 1.2.25. A est ouvert dans E si et seulement si A = A.

Démonstration : On suppose que A = A. Comme A est un ouvert de E, A est ouvert dans E.
Réciproquement, si A ouvert dans E, A est le plus grand ouvert contenu dans A donc

A=A

Proposition 1.2.26. Soit A et B deux parties de E.
(i) SzAc B, alorsAc B.
(ii) A n B=An B

o

(iii) (AuB)CAuB
(i) A=A

o
Démonstration : (i) On suppose A < B et soit x € A. Il existe alors par définition un ouvert w

telquexewetwcA.CommeAcB,wcBetxe]%,cequimontreque;lc13.
(ii) Ona: (AmB)cAd’oﬁArch;LDeméme:(AmB)cBd’oﬁAfch%.Donc:
AAB c (AmB) z(zlméest un ouvert contenu dans A n B, donc (z(zlmfi) c AnB.
A1n51AmB AmB . .
(i) A (AuB) dot A ¢ AUB. De méme: B (AuB)douB c AuB. Donc:

(AuUB)c AuB
(iv) A est ouvert donc par le corollaire précédent A = A.

0

Exemple :Si A = Q et B = R\Q, alors la réunion de A et B vaut R d’intérieur égal a R. Or
A et B sont d’intérieurs vides donc la réunion de leurs intérieurs est vide.
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1.2.2.3.2 Adhérence Oncommence par donner la définition d"un point adhérent a une partie
AdeE.

Définition 1.2.27. On dit que le point x de E est adhérent a A lorsque :
VWeVx),VanA+ g

Remarque : Il convient de toujours garder a l'esprit qu'un point adhérent & A n’est pas
forcément dans A.

Définition 1.2.28. L'ensemble des points adhérents i A est appellé I'adhérence de A. On le note A.

Remarque 1: On a bien stir A c A.
Remarque 2 : On parle encore parfois de la fermeture de A pour I'adhérence de A.
On donne alors une premiére caractérisation de A.

Proposition 1.2.29. A est le plus petit fermé de E contenant A.

Démonstration : On montre tout d’abord que A est fermé en montrant que son complémentaire
est ouvert. Soit x dans E\A. Alors il existe un voisinage V de x tel que : V n A = (. Cela
signifie que V < E\A. On prend w un ouvert contenu dans V et contenant x. Alors, si
Y € w, w est un voisinage de y tel que w N A = ¢f et donc y est dans E\A. De 13, w « E\A
et donc E\A est ouvert. Donc A est fermé.

Soit F un fermé de E contenant A. Alors, pour tout x n’appartenant pas a F, w = E\F
est un voisinage de x tel que w N F = ¢J. A fortiori : wn A = J car A < F. Ainsi, x
n’appartient pas a A. Donc si x n’appartient pas a F, x n’appartient pas a A. Donc A ¢ F
et A est bien le plus petit fermé contenant A.

0
Corollaire 1.2.30. A est l'intersection de tous les fermés contenant A.

Démonstration : En effet, une telle intersection est fermée et contient A. De plus c’est le plus
petit au sens de l'inclusion.

0
Corollaire 1.2.31. A est fermée dans E si et seulement si A = A.

Démonstration : On suppose que A = A. Comme A est fermée, A est fermée.
Réciproquement, si A est fermée, A est un fermé contenant A et c’est le plus petit. Donc
A=A

O

On a alors des propriétés de réunion et d’intersection analogues a celles pour l'intérieur.

Proposition 1.2.32. Soient A et B deux parties de E.
(i) Si A c Balors A  B.
(i) AUB=AUB.
(iii) AnBc An A.
(iv) A= A.
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Démonstration : (i) Soit x € A. Tout voisinage de x rencontre B donc x € B. Ou bien comme autre
preuve : B est un fermé contenant A donc comme A est le plus petit fermé contenant 4,
Ac B.
(i) Ona: A< (AUB) < (AU B).Donc A U B est un fermé contenant A donc A = A U B
(on aurait pu appliquer directement (i) a A < (A u B) mais autant voir une deuxieme
fois I'idée de la preuve). De méme, B © A U B. Donc (A U B) (A U B). En sens inverse,
A U B est un fermé contenant A U Bdonc A U B < (A U B).
(iii) Ona: (An B) ¢ A.D'oupar (i), AnBc A.Deméme, AnBc A.Donc: AnBc
(A n B).

(iv) A est fermée donc par le corollaire précédent : A=A

On peut maintenant donner un résultat reliant I'intérieur et 'adhérence.
Proposition 1.2.33. Ona: E\A = E\;\ et E\A = Int(E\A).
Démonstration : Soit x € E.On a:
xeE\A <= YWeV(kx),VA(E\A)+ & «— YWeV{kx),Vt A
s ~(AVeV(x),VC A) « —(xe A) « xeE\A.

D’otu la premiere égalité. La deuxieme égalité s’obtient en appliquant la premiere a E\A.
0

1.2.2.3.3 Frontiere
Définition 1.2.34. On appelle frontiere de A I'ensemble A ~ E\A. On le note Fr(A) ou dA.

Remarque : Comme intersection de deux fermés, la frontiere de A est un fermé de E.

Proposition 1.2.35. Ona:0A = A\;l

Démonstration : On a : E\(E\A) = Int(E\(E\A)) = Int(A). Donc si un point de E est dans
I'adhérence du complémentaire de A, il n’est pas dans l'intérieur de A. Donc si un point
de E est dans 04, il est dans A et n’est pas dans Int(A).

0

On peut aussi introduire la notion d’extérieur de A qui est l'intérieur du complémentaire

de A ou encore le complémentaire de A. On le note habituellement Ext(A). On a alors que ;1,
0A et Ext(A) forment une partition de E (ce qui évident au vu de la proposition ci-dessus). On
peut alors donner quelques exemples.
Exemples : On munit R de sa topologie naturelle. Alors, on a :
— Q est d'intérieur vide et d’adhérence égale a R donc dQ = R et Ext(Q) = .
, 0

— Onprend A = [0,1]. Alors, A =]0,1[, A = {0, 1} et Ext(A) =] — 00,0[U]1, o0].
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1.2.2.3.4 Densité
Définition 1.2.36. Soient A et B deux parties de E. On dit que A est dense dans B lorsque A > B.
Définition 1.2.37. Une partie A de E qui est dense dans E est dite partout dense.

Proposition 1.2.38. Une partie A de E est partout dense si et seulement si elle rencontre tout ouvert
non vide w de E. C’est a dire :

(VweT,w+ @)= (wnA+ Q)

Démonstration : Si A = E et si w est un ouvert non vide de E, on choisit x € w; w est alors un
voisinage de x d'oix e A, etwn A + (.

En sens inverse : si x € E et si V € V(x) il existe (par définition de V) un ouvert w tel que
x € w et quew < V. Par hypothese, wn A+ gdou Vn A+ &, etxe A

0

Donnons maintenant deux exemples :

Exemple 1: Q et R\Q sont denses dans IR. En effet, si x € Retsi V € V(x) il existe & > 0 tel
que |x —a;x +a[c V. Alors |x —a;x +a[nQ £ Fet [x —a; x + a[n(R\Q) + .

Exemple 2 : L'ensemble des rationnels dyadiques est dense dans IR. En effet : On rappelle
qu’un rationnel dyadique s’écrit sous la forme r = £ avec (p, q) € Z2.

Soient a et b deux réels avec a < b. Comme R est archimédien, il existe un entier g tel que :

% < (b—a).Posons p = E(292) +1.On a:
1
2T < p <a2+1 et a<r<a+§<b.

On a donc trouvé entre deux réels quelconques un rationnel dyadique, donc I’ensemble de ces
rationnels rencontre tout ouvert non vide de R. Donc, I’ensemble des rationnels dyadiques est
dense dans R.
1.2.2.4 Points d’accumulation

Soit A une partie de (E, d).

Définition 1.2.39. On dit que que le point a de E est un point d’accumulation de A si tout voisinage
de a rencontre A en au moins un point différent de A, soit :

VWeV(a),Vn(A\{a}) + &.
On note A”“ I'’ensemble des points d’accumulation de A.

Proposition 1.2.40. On a : A%“ c A et plus précisement, A = A u A"

Démonstration : Soita € A*°. Alors VV € V(a),V n (A\{a}) + &. En particulier VV € V(a), V n
A + F et par définition, a € A.
Comme A% c Aet A c A, ona: (AuA™) c A. Réciproquement, soita € A, a
n’appartenant pas a A. Si V est un voisinage de g, il rencontre A et forcément en un point
différent de a car a n’appartient pas 8 A. Donca € A"“. D'ou: A c (A u A™).

0

Corollaire 1.2.41. A est fermée si et seulement si elle contient tous ses points d’accumulation.
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Démonstration : A est fermée si et seulement si A = A. Or, A% < A, donc si A est fermée, elle
contient tous ses points d’accumulation.
Réciproquement, si A contient tous ses points d’accumulation, A U A%“ = Aet A = A.

U
Proposition 1.2.42. L'ensemble des points d’accumulation de A est un fermé de E.

Démonstration : Soit (x,) une suite d’éléments de A" qui converge vers x sans stationner a x.
Soit V un voisinage de x. Comme (x,) converge vers x sans stationner a x : 3n € N, x, €
V\{x}. Or, si on considere un voisinage W de x,, inclus dans V\{x}, alors W\{x, } intersecte
A car x, est un point d’accumulation de A. Donc V\{x} n A + et x € A",

0

On utilise ici la caractérisation séquentielle de la fermeture que nous allons voir un peu plus
loin dans ce chapitre.

Proposition 1.2.43. Si a est un point d’accumulation de A, pour tout voisinage V de A, V. n A est
infini.

Démonstration : Soit V € V(a). Supposons que V n A soit fini. Quitte a réduire V, on pose
V = B(a,r). Soit xg € V n A tel que

d(a, xg) = te(vr{gr}l)mA d(a,t).

Posons d = 2%%) alors V! = B(a,d) € V(a) d’ott (V/\{a}) n A + 5. Soit x € (V/\{a}) n A,
x € B(a,d) = d(a,x) <d.Mais V' ¢ V.D’ott x € V. Absurde! Donc V n A est infini.

0

1.2.2.5 Points isolés

Définition 1.2.44. On dit que a € A est un point isolé de A sl existe un voisinage a qui ne rencontre
Aqu’en a, soit :
WeV@),VnA={a}

On note A’ I'ensemble des points isolés de A.
Définition 1.2.45. Une partie A de E est dite discrete si tous ses points sont isolés.

Proposition 1.2.46. Ona: A = Al U A%,

Démonstration : Comme A — A, on se raméne a montrer que A c (A’ U A%). Soita € A. Alors
tout voisinage de a rencontre A.
On suppose que a n'est pas un point d’accumulation de A. Alors : 3V € V(a),V n
(A\{a}) = F.OrVnA+ F.Donc:VnA={a}etae A. Donca e (A" U A™C).
Réciproquement, A°“ A et A’ = A, donc (A U A%) c A.

0
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On en déduit qu'un fermé se partage en 1’ensemble de ses points d’accumulation et I’en-
semble de ses points isolés. D’autre part, il faut préciser que cette réunion est disjointe.

Exemple 1: Z est discret, et plus généralement, les sous-groupes additifs 2Z sont discrets.
En effet si a est un point de Z et que 'on considére comme voisinage de a, V = [a — 3,a + 3],
alors VnZ = {a}.
Z n’a pas de point d’accumulation. En effet, soit a € R. Sia € Z on reprend V comme ci-dessus
etona:Vn(Z\{a}) = &. Si an’est pas dans Z on consideére b = inf.,cz |a — z|. Soit alors
V=[a- %, a+ %] Onaalors: V n (Z\{a}) = &. Donc, dans les deux cas, a4 n’est pas un point
d’accumulation. Donc Z n’a pas de point d’accumulation.

Exemple 2 : Soit A = {1,n > 1}. Alors A est discréte. En effet, soit 2 = 1 dans A et
V =[a—3,a+5] Alors, Vn A = {a} et donc a est un point isolé.
Le seul point d’accumulation de A est 0. Cela provient d"une caractérisation séquentielle des
points d’accumulation valable dans les espaces métriques appliquée au fait que (1),en tend
vers 0.
On remarque en particulier quun point d’accumulation peut ne pas appartenir a la partie A,
c’est pour cela que dans la définition on prend a priori a, point d’accumulation, dans E.

Exemple 3 : Soit A = [a,b|, a et b étant deux réels avec a < b. Alors : A"“ = [a,b]. En effet,
si x € [a,b], tout voisinage de x coupe A\{x} et x est dans A"“. Réciproquement, comme A
est fermée, elle contient tous ses points d’accumulation et : A = A““. De la, comme A = A=
Al U A“¢ et que cette réunion est disjointe, A’ = (.

1.2.2.6 Diametre, parties bornées

Soit (E,d) un espace métrique.

Définition 1.2.47. Soit A une partie non vide de E. Le diametre de A est I'élément de [0, +o0] défini
par :
0(A)= sup d(x,y) et () =0.
(xy)eAxA
Exemples : Dans (R, | |) : 6(]0,1[) = 1 et 6(]0, +0[) = +0.
Dans (R?,|| ||2) : le diametre d’un carré de c6té 1 est +/2. Le diameétre d’un triange équilatéral
de coté 1 est 1. Le diametre d"un cercle est son diametre usuel (le double de son rayon. . .).

Proposition 1.2.48. Soient A et B deux parties non vides de E. Alors :
d(A U B) <5(A)+6(B) +d(A,B).

Démonstration : Soit (x,y) € (A U B)2 Soientz € A ett € B. Alors : d(x,y) < d(x,z) +d(z,t) +
d(t,y). On obtient alors 1'inégalité recherchée par passage au sup pour (x,y,z,t) € (Au
B)%.

0

Définition 1.2.49. On dit que la partie A de E est bornée lorsque 6(A) < +c0.

Théoreme 1.2.50. Soit A une partie de E, E + (¥. Il y a équivalence entre :
(i) A est bornée.
(ii) 1l existe une boule de E contenant A.
(iii) Pour tout a € E, il existe R > 0 tel que : A < B(a, R).
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Démonstration : (iii) = (ii) : E est non vide.
(ii) = (i) : Si A est incluse dans B(a, R) et si x et y sont dans A, alors :

d(x,y) <d(x,a) +d(a,y) <2R.

Par passage au sup il vient : 6(A) < 2R et A est bornée.
(i) = (iii) : Soita € E. On fixe x € A (si A est vide c’est fini...). Soit alorsy € A.On a:

d(a,y) <d(a,x)+d(x,y) <d(a,x)+0(A).
Posons R = d(a, x) + 6(A). Alors, y € B(a,R) et A < B(a, R).
O

Remarque : On retrouve la caractérisation usuelle que I'on avait pour les parties bornées de
R & savoir, A est bornée si et seulement si il existe un réel M tel que : Vx € A, |x| < M.

1.2.2.7 Distance induite

On se donne (E, d) un espace métrique et A une partie de E.
Définition 1.2.51. La distance induite par d sur A est la restriction 6 ded a A x A.

Lemme 1.2.52. Ona: Bs(a,r) = By(a,r) n A.

Démonstration : Sia € A alors: Bs(a,r) = {x € Aldé(a,x) <r} ={xe Ald(a,x) <r}.

1.2.3 Suites dans un espace métrique

Soit (E, d) un espace métrique.
1.2.3.1 Convergence d'une suite
Définition 1.2.53. Soit (u,)neN une suite d’éléments de E. On dit que (u,) converge vers a lorsque :
(Ve > 0)(Ine € N)(Vn = ng)(d(un,a) < e)
Théoreme 1.2.54 (Unicité de la limite). Si (u,) converge vers a et vers b, alors a = b.

Démonstration : Sia & b, 3r > 0, B(a,r) n B(b,r) = & car dans un espace métrique, la topologie
induite par la distance est séparée. Or, comme (u,) converge versaetbona:

dni e N, Vn = nq, d(uy,a) <r

dnp e N, Vn = np, d(u,,b) <r

Pour n > max(ny,n2), u, € B(a,r) n B(b,r) ce qui est exclu.

On se donne (Ey,dy),...,(Ey, dy) des espaces métriques.

page 16 Analyse MACS1



1.2 Espaces métriques

Théoréme 1.2.55. Soit (x,) € EN. Alors, (x,) converge si et seulement si pour tout i dans [1, p]],

(x,(j)) converge. Dans ce cas :

I = lim x, ©Vie[l,p], = lim .
n——+00 n—+00

Démonstration : Dans le sens direct : si (x,,) converge vers [, il vient :

3 lim max[dl(x,gl),l,gl)),...,dp(x;gp)rlisp))] =0.

n—-+0o0
A fortiori, chaque suite (x,(f)) converge vers l,(f) dans (E;, d;). La réciproque se montre
exactement de la méme facgon.

OJ

1.2.3.2 Valeurs d’adhérence

Théoréme 1.2.56. Soit (u,) € EN. Soit a € E. Les trois propositions suivantes sont équivalentes :
(i) (Ve > 0)(Vn. e N)(3In = n¢)(d(a, u,) <¢)
(ii) (Ve > 0)(A; = {n € N|d(a, u,) < e} est infini ).
(iii) Il existe une suite extraite de (u,) qui converge vers a.

Définition 1.2.57. Lorsqu’un point a de E vérifie I'une des trois assertions équivalentes ci-dessus, on
dit que a est une valeur d’adhérence de la suite (u,).

Démonstration : (i) < (ii) : Si Ag est une partie de IN, dire que A, est infini équivaut a
dire que A, n’est pas majorée.
(iii) = (i) : Soit ¢ : N — N, strictement croissante et telle que (u,,)) converge vers
a. Soit ¢ > 0, il existe n, € IN,Vn > ng,d(u(p(n),a) < & 51 N € N on choisit m tel que
m = ng et p(m) = N.Pourn = ¢(m) : d(uy,a) <e.
(it) = (iii) : On construit (u,(,)) par récurrence. Pour ¢ = 1:d(uy ), 4) < 1, pour e = 2,
N=¢0)+1,¢(1) > Netd(uyn),a) < %, ..., poure = n%l : N = max(¢(0),...,p(n—
1)) +1, ¢(n) = N tel que d(a, up(n) < 777-

On a alors d(a, uy(,)) — 0, c’est a dire que (u,(,)) converge vers 4.

0
Proposition 1.2.58. Soit (u,) une suite d’éléments de E. L'ensemble de ses valeurs d’adhérence est :
X = ﬂ {up|n = m}.
meN
Démonstration : Onnote : Uy, = {uy|n = m}.
ae ﬂ u, < VmeN,aelU,
meN
< VmelN,Ve>0,B(a,e)nU, £ J
< VmelN,Ve>0,3n > m,d(a,u,) <e
< aestune valeur d’adhérence
0
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Corollaire 1.2.59. Soit (u,) une suite d’éléments de E. Alors 'ensemble de ses valeurs d’adhérence est
fermé dans E.

Démonstration : Ym € IN, U,,, est fermé et une intersection de fermés est fermée.

0

Proposition 1.2.60. Soit (u,)neN une suite de points de E et soit A = {u,|n € IN}. Alors, tout point
d’accumulation de A est valeur d’adhérence de la suite (uy,).

Démonstration : Soit a un point d’accumulation de A. Alors tout voisinage V de a rencontre A
en une infinité de points. En particulier, si V est un voisinage de a, {n € IN|u, € V} est
infini. Donc, pour tout N € IN il existe n > N tel que u, € V. Donc a est une valeur
d’adhérence de (u,).

0

1.2.3.3 Suites de Cauchy
On se donne (E, d) un espace métrique.
Définition 1.2.61. On dit que la suite (x,)en € EN est de Cauchy lorsque :
Ve >0, AN, € N, Vm > N, Vn = N, d(x,, xp) < €.

Comme on peut le constater, le fait d’étre de Cauchy pour une suite est une notion qui ne
peut pas s’énoncer en terme de voisinages. Ainsi ce n’est pas une notion topologique mais une
notion métrique. On peut donner une autre écriture parfois plus utile du fait d’étre de Cauchy.

Définition 1.2.62. On dit que la suite (x,)nen € EN est de Cauchy lorsque :
Ve >0, 3N;€IN, Vn > N, Vp > 1, d(Xp4p, xn) < &.

En particulier, si (x,,) est de Cauchy, (x,11 — x,,) tend vers 0. Mais la réciproque n’est pas
vraie en général. On peut alors donner quelques propriétés des suites de Cauchy:.

Proposition 1.2.63. Une suite de Cauchy est bornée.

Démonstration : On prend € = 1. Il existe N € IN tel que : Vm,n > N, d(x,, x,) < 1. Alors, en
particulier,ona:Vn > N, d(x,, xn) < 1. Dela, soit R = max(1,d(x,,xN),...,d(xNn_1,XN)).
Onaalors:¥ne NN, x, € Bf(xN, R).

0

On va maintenant donner deux résultats sur le lien entre étre de Cauchy et étre convergente.

Proposition 1.2.64. Une suite convergente est de Cauchy.

Démonstration : Soit I la limite de notre suite convergente (x,). Soit ¢ > 0. Alors, il existe N € N
tel que : Vn > IN, d(x,,1) < e. Soient alors n et m des entiers supérieursa N.On a:

A(xXp, Xm) < d(xp, 1) +d(xp, 1) < 2e
Donc (x,) est de Cauchy.

0
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Attention, la réciproque est fausse en général. Par exemple, si on prend comme espace
métrique Q muni de la distance usuelle induite par la valeur absolue, on peut considérer la
suite d’éléments de Q : x,, = é + ...+ % Alors,ona:pourm > n:

0<xp—2x, < ! + —i—i<l ! + ! +
T m4+)! T m! Tt \(n+1) (m+1)2 T

11 1 _ 1
T onm\n+1\1- 2 ) T an
+ 1 n+1

Donc la suite (x,) est de Cauchy, mais il est connu qu’elle converge vers e qui est irrationnel.
Donc ce n’est pas une suite de Q convergente.

Par contre, comme réciproque, on a :

Proposition 1.2.65. Soit (x,) une suite de Cauchy. Si (x,) possede une valeur d’adhérence a, (xy)
converge vers a.

Démonstration : Soit ¢ > 0. Comme (x,) est de Cauchy, on a:
IN; €N, Ym = N,, Vn = Ng, d(xy, x,) < €
Comme a est valeur d’adhérence de (x,), ona:
VNelN, 3m = N, d(x,,a) <e

De la, avec N = N, il vient : 3m > N, d(x,,,a) < e. Alors, pour tout n > N, on a:
d(xy, x,) < e. Dou:

V= Ng, d(xp,a) < d(xp, xXm) +d(xm,a) < 2e.

1.2.3.4 Caractérisations séquentielles

Théoreme 1.2.66 (Caractérisation séquentielle de I'adhérence). Soient A une partie de E et a un
point de E. On a équivalence entre :

(i) a € A.
(ii) 1l existe une suite de points de A qui converge vers a.

Démonstration : (i) = (ii) Ona:

aeA= VYUeV@,UnA+F= Ve>0,Ba,e)nA+J

S|

1
= Vne]N*,B(a,E) NA+ Q= VnelN*u,eA,dau,)<

Alors (u,) € AN et (u,) converge vers a.

(i) = (ii) Soit U € V(a). Puisque (u,) converge vers a, tous les u, sont dans U a partir
d’un certain rang. A fortiori: U n A + .

OJ
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Proposition 1.2.67 (Caractérisation séquentielle de la densité). Soit A une partie de A. On a
équivalence entre :

(i) A est dense dans E.

(ii) Tout point de E est limite d'une suite de points de A.

Démonstration : On rappelle que A est dense dans E signifie que A = E.
(i) = (ii) Par le théoreme de caractérisation séquentielle de I'adhérence, tout point de A
est limite d"une suite de points de A. Donc tout point de E est limite d"une suite de points
de A.
(ii) = (i) Comme A c E, A c E (car E est 'espace ambiant). Réciproquement, soit a € E.
Alors, a est limite d’une suite de points de A. Donc a € A. Donc A est dense dans E.

0

Proposition 1.2.68 (Caractérisation séquentielle des fermés). Soit F une partie de E. On a équivalence
entre :

(i) F est fermée.

(ii) Toute suite convergente de points de F a sa limite dans F.

Démonstration : (i) = (ii) Soit (u,) une suite de points de F qui converge mettons vers a € E.
Alors, par le théoréme de caractérisation séquentielle de I’adhérence, a € F. Or, comme F
est fermé, F = F et a est dans F.
(if) = (i) Soit a € F. Il existe une suite de points de F qui converge vers a. Dongc, a est
dans F. Donc : F < F. Donc F est fermée.

O

Proposition 1.2.69 (Caractérisation séquentielle des points d’accumulation). Soit A une partie
de E et a un point de E. Alors, a est un point d’accumulation de A si et seulement si il existe une suite
de points deux a deux distincts de A convergeant vers a.

Démonstration : Soit (a,) une suite de points de A deux a deux distincts qui converge vers a.
Soit V € V(a). Il existe N € IN tel que pour toutn > N, a, € V. Comme les a,,n > N sont
deux a deux distincts et en nombre infini, il y en a au moins un qui est distinct de a et
donc a est un point d’accumulation de A.

Réciproquement, soit a un point d’accumulation de A. On construit notre suite par récurrence.
La boule Vy = B(a, 1) rencontre A en un point ag distinct de a. Soit alors, V; = B(a, €1)
avec €] = %d (a,a0) > 0. On choisit a1, nécessairement distinct de agp, dans V; n (A\{a}).
On suppose ainsi ag, a1, . . ., 4,1 construits. On pose ¢, = %d(a, a, 1) et on choisit a,, dans
B(a,e,) n (A\{a}). La suite ainsi construite par récurrence est une suite de points deux a

deux distincts et converge vers a car d(a, a,) < %.

0

Ces caractérisations sont fondamentales car en pratique ce sont elles qui sont constamment
utilisées. Ainsi, sauf cas exceptionnel, pour montrer qu'un espace est fermé, on essaiera tou-
jours de le faire par caractérisation séquentielle. Ce sont des criteres pratiques.

Proposition 1.2.70. Ona: B(a,r) < B¢(a,r).

Démonstration : Soit x € B(a, r). Il existe une suite de points de B(a, r), mettons (x,) qui converge
vers x. Ona alors : Vn € IN, d(a, x,) < r et par passage a la limite, d(a, x) < r et x est dans

Bg(a, ).
0
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1.3 Limites et continuité des fonctions dans les espaces métriques

Historiquement, la topologie s’est développée pour donner une définition rigoureuse a la
notion de limite et de continuité.

1.3.1 Limites
1.3.1.1 Notion de limite
Nous allons tout d’abord donner une définition tres générale de la notion de limite.

Définition 1.3.1. Soient (E,T') et (F,P) deux espaces topologiques. Soit A une partie de E, f une
application de A vers F et a € A. On dit que f admet pour limite | lorsque x tend vers a selon A
lorsque :

vWweV(),UeV(a), fUNA)CV

Nous noterons, en cas d’existence d"une limite / de f en a selon A :

= lim f(x)
x—a,x€A
On peut tout de suite préciser que le fait d’avoir une limite en a est une propriété locale ce
qui signifie que si U, est un voisinage de a et si f admet une limite en a selon U, n A, elle admet
une limite en a selon A.
En effet, si V e V(I), 3U € V(a), f(Un (U, n A)) < V, soiten posant U’ = U n U,, on a:
fUnA)ycV.

Définition 1.3.2. Soient (E,d) et (F, ) deux espaces métriques. Soient A une partie de E,a € Aet f
une application de A dans F. On dit que f admet | pour limite lorsque x tend vers a selon A lorsque :

Ve>0,3dneR, Vxe A, d(x,a) <n=946(f(x),])<e

Définition 1.3.3. Soient (E, || |g) et (F, | ||r) deux espaces vectoriels normés. Soient A une partie de E,
a € Aet f une application de A dans F. On dit que f admet | pour limite lorsque x tend vers a selon A
lorsque :

Ve>0,dneR, Vxe A, |x—allg<n=|f(x)—I|r<e

Proposition 1.3.4. Si f admet | comme limite en a selon A, 1 € f(A).
Démonstration : Soit V € V(I). Il existe U € V(a), f(UN A) < V. Alors,ona:
fUnA)c f(UnA)n f(A)cVnf(A)

Or,commeac A, UnA# Jetf(UnA)# Fetdonc:V n f(A) # . Comme cela est
valable pour tout voisinage de [, onabien: [ € f(A).

O

1.3.1.2 Caractérisation séquentielle

On se donne (E, d) et (F,§) deux espaces métriques. Soient A = E,ae€ Aetf : A— F.On
a alors :

Théoreme 1.3.5. L'application f admet une limite en a selon A si et seulement si pour toute suite
(Un)neN d’éléments de A convergeant vers a, (f (tn))neN converge.
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Lemme 1.3.6. On suppose que pour toute suite (1, )neN d éléments de A convergeant vers a, (f(un))neN
converge. Si (1) et (vy,) sont deux suites d’éléments de A qui convergent vers a, alors (f (1)) et (f(vn))
ont la méme limite.

Démonstration : Soit (wy,) la suite définit par : wyp, = u, et wy,+1 = vy. Alors, (w,) converge vers
a. On suppose que (f(u,)) converge vers I, (f(v,)) converge vers I’ et (f(w,)) converge
vers [”. Alors, (f(wy,)) admet comme extraction (f(u,)) et (f(v,)) donc compte tenu du
fait que toute suite extraite d’une suite convergente et convergente et a la méme limite,
onal=10=1".

0

On peut alors passer a la démonstration du théoréme.

Démonstration : On commence par le sens direct. On suppose que f admet une limite / en a
selon A. Soit (u,) € AN convergeant vers a. Soite > 0.Ona:

da>0,Vxe A, d(a,x) <a=9(f(x)])<e.
Or, la suite (u,) converge vers a donc :
iNeN, Vn > N, d(a,u,) < a.

Alors, pourn = N, u, € An B(a,a). Donc, en prenant x = u,, ona: d(f(u,),I) < e Donc,
(f(uy)) converge vers I.

Réciproquement, compte tenu du lemme, on note [ la limite commune de toutes les
suites (f(uy)) ol (1) est une suite d’éléments de A qui converge vers a. Montrons que f
possede alors la limite [ en a selon A. On suppose par I"absurde que ce n’est pas le cas :

Je >0, Va >0, f(B(a,a) n A) & B(l,¢)

On prend o = %, n € IN*. Alors, il existe un élément u,, de A tel que :

d(a,u,) < %, et d(f(un),l) > ¢

De 14, (un)nen ainsi définie est une suite d’éléments de A qui converge vers a mais
(f(un)) ne converge pas vers [. Ceci contredit 'hypotheése que I'on fait initialement, d’ou1
le résultat.

0

La démonstration du théoréme nous permet de donner une version précisée du théoreme
de caractérisation séquentielle parfois plus pratique que la forme générale que I'on a énoncé :

Théoreme 1.3.7. L'application f admet une limite | en a selon A si et seulement si pour toute suite
(Un)neN d'éléments de A convergeant vers a, (f (un))neN converge vers I.

Remarque : La démonstration du théoréme nous permet de généraliser le sens direct du
théoreme, a savoir que si f admet une limite / en a selon A, alors pour toute suite (1,,) d’éléments
de A convergeant vers a, (f(u,)) converge vers [, au cadre des espaces topologiques et sans se
restreindre a celui des espaces métriques. La réciproque du théoréme quant a elle nécessite tout
de méme le cadre métrique.
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1.3.1.3 Composition des limites

On se donne (E, T), (F, P) et (G, D) trois espaces topologiques. On se donne aussi f : E —
Fetg : F — G deux fonctions. On a alors :

Théoréme 1.3.8. Soient A une partie de E, B une partie de F, a € A, b € B. On suppose que f admet
la limite b en a selon A et que g admet la limite | en b selon B. Alors, si f(A) < B, go f admet la limite
I en a selon A.

Démonstration : Soit W € V(I). Alors : 3V e V(b), g(VnB) c WetdU € V(a), f(UN A) c V.
Onaaussi: f(A) c Betdonc: f(UnA)c B.Dela: f(UnA) < BnV. Appliquons g :

(gofYUNnA)cgBnV)cW

1.3.1.4 Limites dans R

On se place tout d’abord dans le cas ou seul le but est réel. On considere donc (E,7T)
un espace topologique et f une application de A < E dans RR. On a alors les deux résultats
intéressants suivants.

Proposition 1.3.9. Si fadmet | € R* comme limite en a selon A, alors il existe un voisinage V, de a et
un réel y strictement positif tel que :

VxeVon A, [f(x)| =1 >0

Démonstration : Prenons dans la définition métrique de 'existence d'une limite, ¢ = ‘é—' Alors,
il existe un voisinage V, de a tel que :

[

Vxe VoA, [I] - |f()] < If) — 1) <

Posons : 7 = ‘é—' Alors:n > 0 eton abien:

Vxe VoA, f(x)] > 1

Proposition 1.3.10. Si f admet une limite | en a € R n A alors f est bornée au voisinage de a.
Démonstration : Dans la définition métrique de 1’existence d"une limite, on prend e = 1. Alors :
WeV@), VxeVnA, |[f(x) -1 <1
Alors:Vxe VA, [f(x)| <1+l
U

Bien évidemment, ce dernier résultat s’étend immédiatement au cas ot le but est un espace
vectoriel normé.
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1.3.2 Continuité
1.3.2.1 Continuité locale

Définition 1.3.11. Soient (E,T) et (F,P) deux espaces topologiques. Soit A une partie de E, f une
application de A vers F et a € A. On dit que f est continue en a selon A lorsque :

YV e V(f(a)), WU e V(a), fUNA) V.

Cela revient bien stir a dire que f admet la limite f(a) en a selon A. Ainsi, la plupart des
résultats de cette partie découleront directement de ceux énoncés pour les limites. Autre impli-
cation de cela, la continuité en un point est une notion locale d’ot1 le titre de cette section.

On peut bien stir donner immédiatement 'écriture de 'assertion “étre continue en a” en
termes métriques et dans un espace vectoriel normé.

Définition 1.3.12. Soient (E,d) et (F,d) deux espaces métriques. Soient A une partiede E,a € A et f
une application de A dans F. On dit que f est continue en a selon A lorsque :

Ve>0,dneR, Vxe A, d(x,a) <n=95f(x)f(a)) <e

Définition 1.3.13. Soient (E, | |) et (F, | |r) deux espaces vectoriels normés. Soient A une partie de
E,a e Aet f une application de A dans F. On dit que f est continue en a selon A lorsque :

Ve>0,dneR, Vxe A, |[x—allg <y =|f(x)— fla)|r <e
On peut alors donner une caractérisation de la continuité en terme de voisinages.

Proposition 1.3.14. Avec les mémes notations que dans la définition de la continuité, on a équivalence
entre :

(i) fest continue en a.

(ii) Pour tout voisinage V de f(a), f 1 (V) est un voisinage de a.

(iii) Pout tout ouvert w contenant f(a), f~1(w) est un voisinage de a.

Démonstration : (i) = (ii) : Si V est un voisinage de f(a), puisque f est continue en a :
WUeV), f(U)c V.

De 1a, avec U ouvert :

Uc W) e f1(v)
et donc f~1(V) est un voisinage de a.
(ii) = (i) : Soit V € V(a). On pose : U = f~1(V). Alors, par hypotheése, U est un voisinage
deaetona: f(U) c V. Donc f est continue en a.
(ii) = (iii) : w est un voisinage de f(a).
(iii) = (ii) : Si V est un voisinage de f(a), il existe un ouvert w tel que:a e wetw < V.
Alors : f~1(w) € f~1(V). Or, par hypotheése, f!(w) est un voisinage de a, donc f (V)
est un voisinage de a.

0

Proposition 1.3.15. Soit f une application de (E, T') espace topologique dans (F, | | r) espace vectoriel
normé. Si f est continue en a, f est bornée au voisinage de a.

Démonstration : C’est bien évidemment le méme résultat que pour les limites de fonctions
réelles.

0
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1.3.2.2 Caractérisation séquentielle

On se donne (E, d) et (F,§) deux espaces métriques. Soient A c E,aec Aetf : A— F.On
a alors:

Théoreme 1.3.16. L'application f est continue en a selon A si et seulement si pour toute suite (1, )neN
d’éléments de A convergeant vers a, (f (un))nen converge vers f(a).

Démonstration : Cela résulte immédiatement de la version précisée du théoreme de caractérisation
séquentielle de 1’existence d'une limite en a pour f avec! = f(a).

0

Remarque : Compte tenu de la remarque déja faite pour la caractérisation séquentielle des li-
mites, le sens direct de ce théoreme se généralise sans peine au cadre des espaces topologiques.

Ce résultat est absolument fondamental car en pratique on étudie souvent des suites de la
forme v, = f(u,) (avec f continue) ou (u,) converge vers une limite connue et ott 'on peut
en déduire la convergence et la limite de (v,) a partir de la continuité de f. On l'utilise aussi
constamment lorsque 1’on cherche a appliquer la caractérisation séquentielle des fermés.

1.3.2.3 Composition

Onse donne (E,T), (F,P) et (G, D) trois espaces topologiques. On se donne aussi f : E —
Fetg : F — G deux fonctions. On a alors :

Théoréme 1.3.17. Soient A une partie de E, B une partie de F, a € A. On suppose que f est continue
en a selon A et que g est continue en f(a) selon B. Alors, si f(A) < B, go f est continue en a selon A.

Démonstration : Cela provient immédiatement du théoréme de composition des limites.

1.3.2.4 Continuité globale
On commence par une définition.

Définition 1.3.18. Soient (E,T) et (F,P) deux espaces topologiques. Une application f de E dans F
est dite continue sur E lorsqu’elle est continue en tout point de E.

Remarque : On peut ainsi généraliser le résultat de composition des fonctions continues en
affirmant que la composée de deux fonctions continues est une fonction continue.

On passe maintenant au théoréme fondamental de caractérisation de la continuité globale :

Théoreme 1.3.19. Soient (E,T") et (F,P) deux espaces topologiques, f une application de E dans F.
On a équivalence entre :

(i) f est continue sur E.

(ii) Pour tout ouvert Q de F, f~1(Q) est un ouvert de E.

(iii) Pour tout fermé Y de F, f~1(Y) est fermé de E.

Démonstration : On montre tout d’abord 'équivalence entre (ii) et (iii) par complémentarité.
On a les relations :

fHRQ) = E\fH(Q)
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et

fTHEY) = E\fTH(Y)
D’oul’équivalence de (ii) et de (iii) car tout fermé est complémentaire d'un ouvert et tout
ouvert est complémentaire d"un fermé.
On va maintenant montrer que (i) implique (ii). Soit Q) un ouvert de F. Soit a € f~1(Q).
Alors f(a) € Q) ouvert, donc ) est un voisnage de f(a). De 1a, comme f est continue en 4,
par caractérisation de la continuité locale par les voisinages, f~}(Q) est un voisinage de
a. Ainsi, f~1(Q) est voisinage de chacun de ses points donc est ouvert.
Il nous reste a montrer la réciproque, a savoir (ii) implique (i). Soita € E et b = f(a). Soit
V e V(b) et soit U = f~1(V). Il existe par définition d’un voisinage, un ouvert Q de F tel
que:be Qet)c V. Alors, comme () est un ouvertde F, w = f ~1(Q)) est un ouvert de
E. De plus, comme b € (), a € w. Comme de plus, w < U, U est un voisinage de a. Alors,
par caractérisation de la continuité locale par les voisinages, I'image réciproque de tout
voisinage de f(a) par f étant un voisinage de a, f est continue en a. Cela est valable pour
tout a dans E, donc f est continue sur E.

0

Ce théoréme s’utilise en pratique aussi bien pour montrer qu'une application est globa-
lement continue que pour montrer qu'un ensemble donné est ouvert ou fermé en le voyant
comme image réciproque respectivement d’un ouvert ou d’un fermé par une application conti-
nue. C’est dailleurs dans cette seconde utilisation qu'il se révele le plus utile.

Nous verrons divers utilisations de ce théoreme dans les prochains chapitres, en particu-
lier au chapitre des opérateurs. On peut tout de méme déja donner quelques exemples d’en-
sembles ouverts ou fermés, ces caracteres fermés et ouverts se déduisant immédiatement de ce
théoreme.

Exemples : On se donne f et ¢ deux applications de E espace topologique dans IR, conti-
nues. On se donne aussi A et y deux réels en supposant de plus A < p.
Alors les ensembles suivants sont ouverts :

{xeE, f(x)> A} = f1(1A, +oo])
{xeE, f(x) <A} =fH(]-o,A]
{xe E, A< f(x) <p}=fApD

Puis, les ensembles suivants sont fermés :

Enfin, ’ensemble suivant est ouvert :
{xeE, f(x) > g} = (f - )70, +[)
Et les ensembles suivants sont fermés :
{xeE, f(x) =g} = (f ~ ) '([0,+[)
{xeE, f(x) =g} =(f -~ ({0})

Voici donc un moyen rapide de montrer que des ensembles que I’on rencontre régulierement
en analyse réelle sout ouverts ou fermés.
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1.3.2.5 Projections et plongements
On se donne (Ey,d1), ..., (Ep, dp) des espaces métriques.
Définition 1.3.20. Les applications p; : E — E;, x — x; sont appelées projections canoniques.
Remarque : Lorsque les E; sont des espaces vectoriels normés, les p; sont linéaires.
Proposition 1.3.21. Les p; sont 1-lipschitziennes et ouvertes.

Démonstration : Soient x = (x1,...,xp) ety = (y1,...,yp) dansE.On a:

di(pi(x), pi(y)) = di(xi,yi) < d(x,y)

En particulier, les p; sont continues.
Soit () un ouvert de E. On veut p;(Q2) ouvert. Soit a; € p;(Q2). Il existe alors des a;; tels
que:a = (ay,...,ap) € Q. Or,comme Q) est ouvert, il existe r > 0 tel que: By(a,7) = Q. Or:

By(a,r) = H1<i<p B, (a;,r). Donc: Pj(nlgigp By, (a;, 7)) < pj(Q).Or: Pj(H1<i<p By (a;, 1)) =
B (aj,r). Donc : By (a;, r) < pi(€2) qui est donc ouvert.

0

Par contre, les projections ne sont pas fermées en général. Comme contre-exemple, il suffit
de prendre le graphe de x — 1 qui est fermé et sa projection sur 1'’axe des abscisse qui est égale
a R* qui est ouvert.

Définition 1.3.22. Les applications j; : E; — E, x = (a1,...,a,-1,%,4i+1,...,ap) sont appelées
plongements canoniques.

Proposition 1.3.23. Les j; sont des isométries. En particulier elles sont continues.

Démonstration : On a: d(j;(x), ji(x")) = di(x, x").

1.3.2.6 Limites dans les espaces produits
On se donne (Ey,d1), ..., (Ep, dp) des espaces métriques.

Théoréme 1.3.24. Soit (F,5) un espace métrique, A une partiede F et a € A. Soit f : A — E. Alors,
f possede une limite en a si et seulement si les composantes f1, ..., f, de f ont une limite en a selon A

et dans ce cas :
= lim f(x)eVie[lp], = lm fi(x).
x—a,x€A

x—a,x€A

Démonstration : Soit x € F.On a:

f() = (A, fp(0) = ((pro f) )., (pp o (X))

De 13, si f a une limite /, par composition des limites, chaque p; o f a une limite : p;(I) = ;.
Réciproquement, on suppose que chaque f; admet une limite en 4, soit /;. On se donne
alors &€ > 0. Il existe # > 0 tel que :

Vxe A, 6(a,x) <n=dl, fi(x)) <e
et ce pour tout i dans [1, p]. Par passage au max, il vient alors :

Vxe A, d(a,x) <n=d(l, f(x)) <e
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1.3.2.7 Continuité et espaces produits
On se donne (Ey,d1), ..., (Ep, dp) des espaces métriques.

Théoreme 1.3.25. Soit f une application de (F, ) dans (E,d) et a € F. On a alors équivalence entre :
(i) f est continue en a (respectivement sur F).
(ii) Chaque f; est continue en a (respectivement sur F).

Démonstration : C’est une simple reformulation du résultat sur les limites en prenant : | = f(a)

etl; = fi(a).
O

Proposition 1.3.26. Soit :

f:(fxp...,xp) - }:(xl""’xp)>

Si f est continue en a = (a1, ...,ap), les applications partielles :

f . Ei —> E
i—partielle = \ 5y, (a1,...,8i-1,%,8i41,...,0p)
sont continues en a;.

Démonstration : Les plongements canoniques sont continues donc par composition, f o j; est
continue.

0

Il faut ici prendre garde a la réciproque, ce n’est pas parce que toutes les applications par-
tielles sont continues que f est continue, comme on peut le voir en considérant I’exemple de la
fonction de IR? dans R définie par : f(0,0) = 0 et f(x,y) = 5. Alors f n’est pas continue en

x24y?
Ocar:VxeR* f(x,x)= % # 0.

1.3.2.8 Principe de prolongement des identités

On se donne (E, 7) et (F, P) deux espaces topologiques, f et ¢ deux applications de E dans
F continues sur E. On a alors le résultat :

Théoréme 1.3.27 (Principe de prolongement des identités). S'il existe une partie A de E dense
dans E telle que : Vx € A, f(x) = g(x), alors f = g.

Démonstration : Soit x € E. Comme A est dense dans E, il existe une suite (x;),en d’éléments
de A qui converge vers x. Or, par hypothese : Vi € N, f(x,) = g(x,). Alors par passage
a la limite, licite par continuité de f et g :
f) = Tim Qo) = Tim_ gla) = g(x).

n—-+0oo

D'ou:Vx e E, f(x) = g(x).

On peut rapidement donner une autre preuve de ce résultat, un peu plus courte :
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Démonstration : L'ensemble {x € E | f(x) = g(x)} est un fermé par continuité de f et de g, il est
donc égal a son adhérence. Or, il est dense dans E donc son adhérence est E et donc cet
ensemble est égal a E, ce qui prouve le résultat.

0

Un exemple typique d’utilisation de ce résultat est ’étude des morphismes de R que nous
verrons au chapitre sur la topologie de IR.

1.3.2.9 Prolongement par continuité

On termine cette section par un résultat de prolongement par continuité bien connu dans le
cadre réel et que étendons ici au cadre des espaces topologiques séparés.

On se donne (E, T) et (F, P) deux espaces topologiques, F étant de plus séparé, A une partie
non vide de E, f une application de A dans F eta € A\A. On a alors :

Théoreme 1.3.28. On suppose que f admette la limite | en a selon A. Alors, il existe un unique prolon-
gement g de f a A n {a} qui soit continue en a. g est défini par : Vx € A, g(x) = f(x) et g(a) =1.On
dit que g est le prolongement par continuité de f en a.

Démonstration : L'existence de g est précisée par 1'énoncé car g ainsi définie est évidemment
continue. L'unicité de g vient de I'unicité de la limite dans un espace séparé.

0

1.3.2.10 Homéomorphismes

On arrive a présent a I'un des concepts les plus importants en topologie, celui d’homéomorphie.

Définition 1.3.29. Soient (E,T) et (F,P) deux espaces topologiques. On dit que f : E — F est un
homéomorphisme de E dans F si f est bijective, continue et si sa réciproque f ' est aussi continue.

Définition 1.3.30. Deux espaces topologiques (E,T') et (F,P) sont dit homéomorphes s'il existe un
homéomorphisme de (E, T") dans (F, P).

L’idée est que deux espaces homéomorphes ont exactement les mémes propriétés topolo-
giques, mais pas nécéssairement les mémes propriétés métriques.

Proposition 1.3.31. Un homéomorphisme est une application ouverte et fermée.

Cela signifie que I'image directe d"un ouvert par un homéomorphisme est un ouvert et que
I'image directe d’un fermé est un fermé.

Démonstration : Soit U un ouvert de E. Alors : f(U) = (f~1)~1(U). D’oli, comme f~! est conti-
nue, f(U) est ouvert. Idem pour les fermés.

0

Exemples : Dans R, tout segment |4, b| est homéomorphe a [0, 1]. En effet, soit f définie
par: f(t) = (1 —t)a +tb. f est bijective de [0,1] dans [4, b], continue sur [0, 1] et de réciproque :

i = hlfut — 5= elle aussi continue.

On a ensuite que la fonction tan est un homéomorphisme de | — 7, 7[ dans R. Ainsi, R est
homéomorphe a tout ses segments (par transitivité de ’homéomorphie).

On termine par un exemple de bijection continue dont la réciproque n’est pas continue.
Soient A = [0,1[u{2} et B = [0, 1]. Soit f de A dans B définie par : Vx € [0,1], f(x) = x et
f(2) = 1. Alors f est bijective et continue sur A. Mais f~! est discontinue en 1.
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1.3.3 Uniforme continuité
On se donne (E, d) et (F, §) deux espaces métriques.

Définition 1.3.32. Une application f : E — F est dite uniformément continue lorsque :

Ve> 0,37 >0, V(x,y) € E2, d(x,y) < 7 = 6(f(x), f(y))

N

E.

Définition 1.3.33. Le réel n défini dans la définition de I'uniforme continuité est appelé module d"uni-
forme continuité de f pour e sur E.

Remarque : L'uniforme continuité est une notion métrique et non une notion topologique,
on ne peut I'exprimer en terme de voisinages.

Proposition 1.3.34. Si f : E — F est uniformément continue sur E, alors elle est continue sur E.
Démonstration : Soit e > 0. Soit a € E. Alors :
Iy >0, VxeE,dax) <n=20f(x),f(a) <e

Donc:
VxeE,dnp >0, d(a,x) <1 =06(f(x), f(a)) <e

et f est continue en a.

On donne enfin un résultat de recollement.

Proposition 1.3.35. Soient I et | deux parties de E non disjointes (I n ] # &). Alors f : E — F est
uniformément continue sur I u | si et seulement si elle est uniformément continue sur I et sur J.

Démonstration : Dans le sens direct : si 77 est un module d’uniforme continuité de f pour € sur
I U J c’est aussi un module d"uniforme continuité de f pour € sur I et sur J.

Réciproquement, soit #; un module d’uniforme continuité de f pour ¢ sur I et soit 77, un
module d’uniforme continuité de f pour ¢ sur J. Soit alors 7 = min(#y,772). Alors, 1 est
un module d"uniforme continuité de f pour esur I U J.

0

1.3.3.1 Caractérisation séquentielle
On se donne (E, d) et (F, §) deux espaces métriques. On a le résultat suivant :

Théoreme 1.3.36. Soit f : E — F. Alors, on a équivalence entre :
(i) fest uniformément continue sur E.
(ii) Pour tout choix de suites (X, )neN et (Yn)new d'éléments de E, on a :

d(xn, yn) = 0= 6(f(xn), f(yn)) = 0

Démonstration : (i) = (ii) : Soit ¢ > 0. Soit # un module d’uniforme continuité de f pour e.
Soient (x,)neN et (Vn)nen deux suites d’éléments de E telles que : d(x,,y,) — 0. Alors, a
partir d’un certain rang, d(x,, y,) < 1. Alors: 6(f(x,), f(yx)) < &. Ainsi :

ANeN, Vn = N, 6(f(xn), f(yn)) <e¢
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Donc : 6(f(x), f () — 0.
(i) = (i) : On raisonne par contraposée. On a :

3 >0, Vi > 0,3((xn), (yn)) € (EN), d(xn, yn) <17 et 6(f(xn), f(yn)) = ¢

On prend : 7 = 1. Alors on a l'existence de deux suites (x,) et (y,) telles que : Vn €
N, d(xn,yn) < % etd(f(xn), f(yn)) = €. Alors ces deux suites conviennent pour la négation
de (ii).

0

En pratique, c’est a 'aide de ce théoreme que 1'on montre qu'une application n’est pas
uniformément continue. On peut aussi s’en servir pour montrer qu'une application est uni-
formément continue mais c’est moins fréquent, on utilise d’autres outils que nous verrons dans
la suite comme le théoreme de Heine ou bien le caractere lipschitzien.

1.3.3.2 Composition
On se donne (E, d) (F,J) et (G, u) trois espaces métriques.

Théoreme 1.3.37. Si f est une application de E dans F uniformément continue sur E et si g est une ap-
plication de F dans G uniformément continue sur F, alors I'application g o f est uniformément continue
sur E.

Démonstration : Soit € > 0. Soit 77; un module d’uniforme continuité de g pour . Soit #, un mo-
dule d’uniforme continuité de f pour 7. Alors, 77, est un module d"uniforme continuité
de g o f pour ¢. En effet, soient x et y dans E. Si d(x,y) < # alors 6(f(x), f(y)) < n; et

ng(f(x)), g(f(y)) <e

O

1.3.3.3 Fonctions lipschitziennes

Nous allons maintenant passer a une classe de fonctions uniforméments continues tres im-
portante tant elle intervient dans nombre de grands théorémes de 1’analyse tels le théoréme du
point fixe de Picard ou encore le théoréme de Cauchy-Lipschitz, la classe des fonctions lipschit-
ziennes.

On se donne (E, d) et (F, §) deux espaces métriques.

Définition 1.3.38. Une application f : E — F est dite k-lipschitzienne s'il existe un réel k > 0 tel
que :

V(x,y) € E%, 8(f(x), f(y)) < kd(x,y)

On va tout de suite donner une interprétation graphique du caractere lipschitzien dans
le cas de fonctions de R dans RR. En fait, une fonction de R dans R est lipschitzienne si et
seulement si en tous ses points, les pentes de ses tangentes sont plus petites que la constante
de Lipschitz k. Cette interprétation graphique nous amene a la proposition :

Proposition 1.3.39. Soit I un intervalle de R. Soit f : I — IR, dérivable. On a équivalence entre :
(i) f est bornée sur I par k € R™.
(ii) fest k-lipschitzienne sur I.
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Démonstration : (i) = (ii) : On applique 'inégalité des accroissements finis :

V(x,y) € I, |f(x) - f(y)] < klx—y]

(if) = (i) : Ona:

—f(x)

V(x,y)elz,x;éy:‘f(y;_x <k

De 14, en faisant tendre y vers x, il vient : |f'(x)| < k.

0

On termine en donnant quelques exemples d’applications lipschitziennes.
Exemples : Soit un espace vectoriel normé (E, | ||). Alors, 'application x — ||x|| est 1-
lipschitzienne. En effet, par 'inégalité triangulaire, on a :

Il =Tyl < lx =yl
Toutes les fonctions constantes, toutes les fonctions affines de R dans R sont lipschitziennes
car dérivables et de dérivée bornée.
Enfin, toujours parmi les fonctions de R dans R, la fonction Arctan admet pour dérivée
X — ﬁ bornée par 1 sur R. Donc la fonction Arctan est 1-lipschitzienne sur R.
1.3.3.4 Exemples de fonctions uniformément continues

On va donner ici quelques exemples de fonctions uniforméments continues.

Le premier exemple est absolument fondamental car pour montrer qu'une application est
uniformément continue, on montre souvent qu’elle est en fait k-lipschtzienne. En effet, on a le
résultat :

Proposition 1.3.40. Une application f k-lipschitzienne est uniformément continue.

Démonstration : Soit ¢ > 0. Alors, 7 = {7 est un module d"uniforme continuité de f pour ¢. En
effet :

ke <.
k+1

V(x,y) € B, d(x,y) < = d(f(x), f(y) < kd(x,y) <
De maniére un peu plus générale, on définie les applications holdérienne.
Définition 1.3.41. On dit que f est holdérienne d’ordre & > 0 lorsque :
ke R, ¥(x,y) e R? d(f(x), f(y)) < kd(x,y)"
On a alors le résultat :

Proposition 1.3.42. Soit f une application holdérienne d’ordre . Alors f est uniformément continue.

1
Démonstration : Soit e > 0. Alors, 7 = (ﬁ) " est un module d’uniforme continuité de f pour
€.

0

page 32 Analyse MACS1



1.3 Limites et continuité des fonctions dans les espaces métriques

L’exemple fondamental d’application holdérienne est : t — t* pour 0 < a < 1. En effet, si

0<x<yona: .
e (2

Or:u*—-1 < (u—1)" pour u > 1 (cela se montre a la main en écrivant u = 1+ h, puis en
considérant les variations de la différence des deux membres). On a alors :

vt s (y-0)°
Puis, par symétrie des roles de x et de y :

' =2 <y —«ff

Cet exemple nous fournit un exemple de fonction uniformément continue et non lipschit-
zienne. En effet, considérons f : x — /x sur [0,1]. Alors f est %-h('jldérienne donc uni-
formément continue mais n’est pas k-lipschitzienne. Si ¢’était le cas, on aurait : Vx €]0, 1], |f(x) —
f(0)| < kx, d’ou, Vx ]0,1], [v/x| < kx et donc: Vx ]0,1], % < k ce qui est absurde lorsque I'on
fait tendre x vers 0.

Enfin, on donne un dernier exemple d’application non uniformément continue. Justifions
que la fonction fan n’est pas uniformément continue sur |—7%, 5[. Pour cela on consideére les

272
suites: x, = J — % ety, = 7 — 1. Alors, on a bien que |x, — y,| tend vers 0. De plus :
cos —nl—z cos % ’
tanx, = —— = 1 ~"
Sln—ﬁ Sln?

COs —% COs 1

— n
1 .

tany, = —— 1
SIII—E SIIIE

Donc : |tany, — tan x,| ~ [n? — n| tend vers +o0.
Ce dernier exemple nous montre 'utilité de la caractérisation séquentielle pour nier des
uniformes continuités.
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1.4 Espaces vectoriels normés

1.4.1 Topologie des espaces vectoriels normés
Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé.

Définition 1.4.1. L'application d : E x E — R™ définie par d(x,y) = ||x — y|| est une distance sur
E appelée distance associée a la norme || ||. La topologie associée a cette distance est appelée topologie
définie par la norme || |).

Proposition 1.4.2 (Invariance par translation). La distance d associée i la norme || || est invariante
par translation.

Démonstration : Sia € E et (x,y) € E? alors :

d(1a(x), % (y)) = lITa(x) = W)l = |l(a + x) = (@ + y)[| = [|x —y[| = d(x,y).

T,(x) désignant I'image du vecteur x par la translation de vecteur a, 7, : x — x + 4.

OJ

Le fait que l'on puisse associer a || || une distance muni canoniquement E d’une struc-
ture d’espace métrique. On va donc retrouver pour les espaces vectoriels normés toutes les
propriétes topologiques des espaces métriques.

Nous allons tout d"abord donner un ensemble de résultats concernant l'intérieur et ’adhérence
des boules ouvertes et fermées.

Proposition 1.4.3. Onapourac Eetr > 0:
(i) B(a,r) = Bf(a,r)
(i) Int(Bs(a,r)) = B(a,r)
(iii) Fr(B(a,r)) = Fr(Bys(a,r)) = S(a,r)

Démonstration : (i) On a: B(a,r) < By(a,r) donc B(a,r) < Bg(a,r). Or Bs(a,r) est fermée donc
B(a,r) < Bg(a,r).
En sens inverse, soit x € Bs(a,r). Si x € B(a,r), alors x € B(a,r) et ’est fini. On suppose

donc que x n’est pas dans B(a,r). Alors : x € S(a,r) et ||x —a|| = r. A présent, montrons
que:
[|x —all
V8 >0,0 < ,B(x,0) nB(a,r) + &.
Soité>0ety—x—i—2 Mla=x]| XH Ona: ||x—y||—||% g §H||:%<<5.Donc:yeB(x,5).De
plus :
) > )
—al| = 1—-——— ) (x—a) =<1— ) X—a
=l = 1(1- 5 ) 6=l = (1= g ) I =l
= ||x—a||—§=r—§<r

Donc: y € B(a,r). On a donc bien :

|| —all

V6 >0,0 < ,B(x,0) nB(a,r) + &

et x € B(a,r). Dot le point (i).
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Autre preuve : Soit x € B¢(a,r). On reprend x € S(a,7). On a:
(welax]) e @3re0,1)(y=Ax+(1—A)a) & (3A e [0,1])(y = a + A(x —a)).

On introduit donc pour A = 1 — 1 - lasuite (x,) : x, = a—l—(l—f)( a).Ona:VnelN,x, €
B(a,r). Eneffet: ||x, —al| = || (1—7) (x—a)||=(1-1)|lx—a||= (1-1)r <r.Deplus:
xn — x. Eneffet: ||x, — x|| = ||n(x—a)|| = ;r—>0. On a donc bien que : x € B(a, ).

(ii)) On a : B(a,r) < Bf(a,r) d’ou : Int(B(a,r)) < Int(Bf(a,r)). Or B(a,r) est ouverte

donc: B(a,r) = Int(By(a,r)). Inversement, soit x € Int(Bg(a,r)). Alors: 3p > 0, B(x, p)
By(a,r). Soitalors: y = x + § miar-Onaty € B(x,p), doncy € By(a, ). Or:

veBan — ly-al<r = [I(14 580 ) G-l <
r=)
= 1+ x—a||<r = ||x—a||<r—
(1+ gy ) =l Ix—al

Donc x € B(a,r) et : Int(Bs(a,r)) = B(a,r).

(iii) On a : Fr(Bf(a,r)) = B ( ,)\Int(By(a,r)). Or, d’apres (ii)
la:Fr(Bs(a,r)) = Bs(a,r \B(a,r) = S(a,r). De méme : Fr(B(a, r

Proposition 1.4.4. Poura e Eetr > 0,0na:5(B(a,r)) = 6(Bf(a,r)) = 2r.

Démonstration : Comme B(a,r) < By(a,r), 6(B(a,r)) < 6(By(a,r)). Soit (x,y) € By(a, r)2. On
a:|lx—y|l <|lx—all+|ly—al|l < 2r. Donc: §(Bs(a,r)) < 2r. 1l reste a montrer que
0(B(a,r)) = 2r. Soit u € E tel que : ||u|| = 1. Soit € tel que : 0 < ¢ < r. On introduit x, =
a+(r—euety. =2a—x. =a— (r—eu. Alors,(x,y:) € B(a,r)? et ||xc — ye|| = 2r — 2e.
D’ot: 6(B(a,r)) = 2r — 2¢. Cela est valable pour tout ¢ > 0 donc : §(B(a,r)) = 2r. D'out le
résultat voulu.

U
A présent on se donne quelques résultats classiques.

Proposition 1.4.5. Soit F un sous-espace vectoriel de E. Alors, F est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration : Soit (x,y) € F~. 1l existe une suite de points de F, soit (x,) qui converge vers x
et une suite de points de F, soit (y,) qui converge vers y. Alors, (x, + y,) est une suite de
points de F qui converge vers x + y. Donc : x + y € F. De méme avec Ax. Donc F est bien
un sev de E.

OJ
Proposition 1.4.6. Un hyperplan d’un espace vectoriel normé est soit fermé soit dense.

Démonstration : Ona: H ¢ H < E. Or H est un sous-espace vectoriel de E. Donc : H = E ou
H=H.

0

Analyse MACS1 page 35



Chapitre 1. Topologie

Proposition 1.4.7. Soit A une partie non vide de E. Si A + ¥, alors Vect(A) = E.

Démonstration : Quitte a faire une translation on peut supposer que 0 € A (comme A + &,
on peut prendre a dans A). Soit alors r > 0 tel que : B(0,7) < A. Soit X € E. On pose :
x = gﬁ. Alors, ||x|| = 5. Dela: X = -2-x et X € Vect(B(0,r)). Donc : E  Vect(B(0,r)).

{lx]]
Or, comme B(0,7) < A, alors Vect(B(0,r)) < Vect(A) et E ¢ Vect(A). On a donc bien le
résultat voulu.

0

1.4.2 Applications linéaires continues

Nous commengons par définir I’espace des opérateurs bornés entre espaces vectoriels normés.
Proposition 1.4.8. Soient (E, || |g) et (F, | ||r) deux espaces vectoriels normés. Soit T € L(E, F). Alors
T est continue si et seulement si I'une des conditions suivantes est vérifiée :

T est continue en zéro.

T est uniformément continue.

T est bornée sur B¢(0,1).

T est bornée sur S(0,1).

T est lipschitzienne.

MENCEEC NG

Démonstration : Clairement T continue implique la propriété 1. Montrons que 1 = 2. Si on
suppose 1, alors
Ve>0,3n >0, ||zlle <n=||T)||lF <e

On prend alors z = x — y et comme T(x —y) = T(x) — T(y) par linéarité de T, il vient :
Ve >0, 3> 0, [lx—ylle < = [IT(x) — TW)lls < e
D’ou1 2. Montrons que 2 = 3. Si on a 2, en particulier T est continue en 0 et pour e = 1,
>0, [lzlle <17 = [[T(@)][F < 1.
Dong, si ||x]| <1, ona||Zx||g < 5 et ||T($x)||r < 1, ce qui donne

2
VxeE <1 = IT@Il <

On a donc bien 3. Bien entendu 3 implique 4. Enfin si on suppose 4 on a :
AM >0, VzeE, |z]| <1 = ||T(2)|lr < M.
On applique celaa z = Hyy—;;l\g pour y # x deux vecteurs E pour obtenir

— X ) <M

Vx,y € E, x #y, ||T@)||F = ‘T( y
F

Iy — x|l

soit encore par linéarité de T, ||T(y — x)||[r < M]||y — x||g. Cette derniere inégalité reste
vraie pour x = y. D’ot1 le point 5. Enfin, le caractere lipschitzien implique la continuité.

0
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1.4 Espaces vectoriels normés

Définition 1.4.9. Si (E, | |g) et (F,| |r) sont des espaces vectoriels normés, un opérateur borné de E
dans F est une application linéaire continue T : E — F, donc, telle que

3C >0, Yuek, |Tulp < Clulg.

On désigne par L.(E, F) I'ensemble des opérateurs bornés de E dans F. Lorsque E = F, on

notera L.(E) = L.(E,E). L.(E, F) est un espace vectoriel sur lequel on introduit la norme,
| Tt
ITllz.(e,ry = E = sup | Tul.
ueerioy |4l E lulg=1

Remarquons que
I Tl z.(e,ry = inf{k = O tels que T est k-liptschitzienne }.

La topologie induite par cette norme sur L.(E, F) est appelée topologie uniforme des opérateurs.
Si (F, | |[r) est un espace de Banach, (Lc(E, F), | |z (g F)) est aussi un espace de Banach. De plus,
lanorme | |z (g gy est une norme d’algeébre sur (L.(E), +, ., o) et, plus généralement, si (E, | ),
(F,| IIr) et (G, | |lc) sont des espaces vectoriels normés et si Ty € L (E, F) et T, € L.(F,G), alors
T,oT € ﬁc(E, G) et
IT20 Thl 2,6y < 1 T2l zoirgy 1Til 2, e ) -

Nous noterons TT; la composée T, o T de deux opérateurs Ty € L.(E,F) et T, € L(F, G).

S’il n’y a aucune ambiguité sur 1’espace E sur lequel est définie T, nous noterons également
[l = [ l|z.(E), appelée norme triple.

Les propriétés spécifiques des applications linéaires continues se généralisent au cas des
applications bilinéaires continues.

Proposition 1.4.10. Soient E;, Ey, F trois espaces vectoriels normés, et E = Eq x Ep. Soit b une ap-
plication bilinéaire de E — F. Alors b est continue si et seulement si I'une des conditions suivantes est
vérifiée :

1. b est continue en zéro.

2. il existe k tel que |[b (x1, x2)| < k|x1] [x2].

3. b est bornée sur le produit des boules unité fermées.

4. b est bornée sur le produit des sphéres unité.

Démonstration : La continuité implique 1. 2 = 1 est trivial. Montrons que 1 = 2 : on sait que

In>0,VxeE |x| <n=|bx)| <1
On l'applique a x = (7y1/ (2 [y1]) , 7y2/ (2 [[y2]), et on obtient

16 (y1,y2)| < Hyl -

2 = 3 et 3 = 4 sont triviaux. Montrons que 4 = 2 : il suffit de considérer le vecteur
de la sphere unité x = (y1/|[y1],y2/ |y2ll) et d’écrire |b(x)| < M. Enfin, montrons que 2
implique la continuité de b : on écrit

b(x +h) —b(x) =b(x1+hy,x2 4+ hy) —b(x1,x2 + hp) + b (x1,x2 + hp) — b(x)
=b (hl,XZ +h2) +b (x1,h2)

[bCx + 1) = b(x) | < K (] |2 + B2 + [x1 + k| [R2]) -

Analyse MACS1 page 37



Chapitre 1. Topologie

1.4.3 Dualité

Définition 1.4.11. Soit (E, ||.|) un espace vectoriel normé. On appelle dual topologique de E, noté E’,
I'ensemble des formes linéaires continues sur E.

Définition 1.4.12. Soit (E, |.||) un espace vectoriel normé. Soit u € E'. La norme de u est par définition
le réel positif défini par :
|u(x)]

||ul|pr = sup ——— = sup |u(x)|.
w0 |1X] ||x]|=1

Les formes linéiares continues caractérisent les hyperplans fermés.

Théoreme 1.4.13. Une forme linéaire ¢ € E* est continue si et seulement si son noyau ker ¢ est un
hyperplan fermé (i.e. si et seulement si il n’est pas dense).

Démonstration : Condition nécessaire : si ¢ est continu, alors ker ¢ = ¢1(0) est fermé comme
image réciproque d"un fermé par une application conrinue.
Condition suffisante : par 1’absurde, supposons que ker ¢ est fermé et que ¢ n’est pas
continue en zéro. Alors

Je>0,Vy >0, IxeE, ||x| <nyet|p(x)] >e

On considere 1 = % et on construit une suite x, de points de E tels que |x,| < % et

| (xn) | > e. Considérons alors x ¢ ker ¢, on a la décomposition en somme directe E =
ker ¢ @ Ka o1 K est le corps sous-jacent (R ou C). On peut donc écrire x,, = x), + A4, et
¢ (xn) = Au¢p(a), donc pour tout n, |A,| > ¢/|¢p(a)|. Puisque |1, | est bornée inférieurement,
la suite (1/|A,|) est bornée, et

A=A, —a— —a
puisque x, tend vers zéro. Il y a donc contradiction avec le fait que ker ¢ est fermé.
U

Les formes linéaires continues permettent également de calculer la distance a I’hyperplan
fermé qu’elles définissent.

Théoréeme 1.4.14. Soit H un hyperplan fermé d’un espace vectoriel normé (E, || ||g), et ¢ € E' telle que
ker ¢ = H. Alors, pour tout a € E,

o)
@ H) = gl

Notons que sil’on se donne H, alors il est facile de construire une application linéaire ¢ telle
que ker ¢ = H, en considérant une décomposition en somme directe E = H® Kb, ou b ¢ H,
et six = x' + pyb, p(x) = py. Lorsque H est fermé, un tel ¢ est continu d’apres le théoreme
précédent.

Démonstration : Considérons x € H.On a:

p(x —a)| = |¢(@)] < ll¢]l]x —al

donc |x —a| = |¢p(a)|/||¢|| pour tout x € H, ainsi d(a, H) > |¢(a)|/||¢||- Réciproquement,
par définition de la norme triple,

ve > 0,3y € E\{0}, [9(y)] = (]l — &)yl
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Sia ¢ H,alors E = H®Ka, donc y = x + Aa. Comme ¢(y) # 0,A # 0, donc |¢p(y)| =
Al 1o(x +a)l = [A]-le(@)] = (gl =)yl = (]l —e)Al- ][5 + al, soit

la—(=%)| < M, c’est-a-dire que d(a, H) < m

gl —e

puisque — 3 € H, ceci pour tout & > 0, ce qui achéve la démonstration.

1.5 Espaces compacts

1.5.1 Généralités

Nous commengons par donner une définition tres générale de la notion de compacité dans
un espace topologique quelconque.

Définition 1.5.1 (Borel-Lebesgue). Un espace topologique (E,T") est dit compact si de tout recouvre-
ment ouvert de E on peut extraire un recouvrement fini (propriété de Borel-Lebesgue), i.e :

siVie I,Q); est ouvertet E = U O, alors 3] < 1, fini tel que E = U ;.

iel ie]

Ou encore, de toute famille de fermés dont l'intersection est vide, on peut extraire une famille finie dont
I'intersection est vide.

Si l'on se restreint au cadre des espaces métrique, on retrouve la propriété de Bolzano-
Weierstraf3.

Théoreme 1.5.2. Un espace métrique (E, d) est compact si et seulement si toute suite admet une valeur
d’adhérence dans E. C’est ce que I'on appelle la propriété de Bolzano-Weierstras.

Remarquons que cette propriété est équivalente au fait que toute partie infinie de E admet
un point d’accumulation.

Démonstration : Commengons par la condition suffisante, i.e. BL = BW. Considérons (u,) une
suite, et A, = {u, t.q. n = p}. On a que I'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite
(uy) est'intersection () p A,. Par l'absurde, si cette intersection est vide (i.e., pas de valeur
d’adhérence), alors il existe un nombre finide p, p1 < ... < py, tels que Am o XEENa Ap” =
&. Comme A;;1 © Aj, cela signifie que A, = < ce qui est une contradiction.

Condition nécessaire, BW = BL : la démonstration se fait en trois temps.
On montre que si E est compact, alors E est précompact, c’est-a-dire que pour tout € >
0, il existe un recouvrement fini de E par des boules ouvertes de rayon ¢. Par 'absurde :
on construit une suite (x,) par récurrence, telle que x,, ¢ | J;;<,_1 Bo (xi, €). (x,) admet
une valeur d’adhérence, a, limite de la suite extraite (xa(n)). Or par définition de la
suite, on aura d (xg(n), xg(m)) > ¢, donc la suite n’est pas de Cauchy : contradiction!
— Soit (0);)ier un recouvrement ouvert de E. Alors il existe un r € R* tel que pour tout
x € E, B(x,r) est incluse dans au moins l'un des ();. On le démontre par 1'absurde :
supposons que
Vr>0,3x€eE, Viel, B(x,r) £ Q.

On prend r = 1 et on construit une suite (x,),en telle que

1
vneN,viel, By, ) & O
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La suite (x4)nen admet une valeur d’adhérence a, limite de la sous-suite (X (1)) neN -
Par ailleurs, il existe un j € I tel que a € Q); et une boule B(a,r’) < ;. Pour n assez
grand, x,.,) € B(a, %/), donc en imposant en plus que ¢(n) < 3, on B(xp(n), ﬁ) c
B(a,r") < )}, d’oti une contradiction!

— Pour finir, on empile les deux propriétés précédentes : soit ((;);c; un recouvrement
ouvert de E. Il existe un r > 0 vérifiant la propriété précédente. On applique alors la
premiere propriété avec ¢ = r , et on en déduit 1'existence d’un recouvrement fini par
des boules ouvertes, chacune étant incluse dans un ();.

0

On dira qu’une partie A de E est compacte si (A,d,4) est un espace métrique compact (i.e.
toute suite de A a une valeur d’adhérence dans A).

Proposition 1.5.3. Toute partie compacte est fermée et bornée.

Démonstration : Une partie compacte est fermée : considérons une suite (x,) € AN, convergeant
vers x € A. Elle admet une valeur d’adhérence dans A. Ce ne peut étre que x donc x € A.
Montrons que A est bornée : par 1’absurde, considérons a € A. Alors il existe une suite
(x,) d’éléments de A tels que pour tout n € N, d (x,,, a) > n. Mais par ailleurs il existe une
sous-suite convergente, donc borné : contradiction!

0

Proposition 1.5.4. Soit E un espace métrique compact. Alors A est une partie compacte si et seulement
si A est fermée dans E.

Démonstration : La condition nécessaire résulte du théoréme précédent. Pour la condition suf-
fisante, si A est fermée, une suite de A est une suite de E donc convergente, mais alors sa
limite est dans A = A.

0

Proposition 1.5.5. Toute réunion finie de compacts est un compact, et toute intersection de compacts
est un compact.

Un espace E est dit localement compact si tout point x de E admet un voisinage compact.

Théoreme 1.5.6. Soit Eq, E; des espaces compacts, alors E = Eq x Ej est compact.

Démonstration : Considérons une suite de terme principal x, = (yu, z,) : par compacité la
suite (y,) admet une valeur d’adhérence, il existe donc une sous-suite (ygl(n)) conver-
gente. Considérons la suite Zoy(n) © par compacité, il existe une sous-suite convergente,
(Zoy(or(ny)) - La suite Xp(n) = (Yo (01 () Zon(or (n))) €St cOnvergente. D’ott le résultat.

0

Plus généralement, un théoréme dii a Tychonov assure qu’un produit quelconque d’es-
paces compact est compact, mais sa démonstration est beaucoup plus difficile et il nécessite
également de définir la topologie produit en général.
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1.5.2 Fonctions continues sur les espaces compacts

Proposition 1.5.7. L'image d'une partie compacte par une fonction continue est une partie compacte.

Démonstration : Soit A une partie compacte et soit f une fonction continue. Soit (i, )nen une
suite d’éléments de f(A). Alors pour chaque n € IN, il existe x, € A, y, = f(x,). Comme
A est compacte on peut extraire de (x,) une sous-suite (x,,)) qui converge vers x € A. Par
continuité de f, Y, = f(Xo(n)) tend vers f(x) € f(A) lorsque n tend vers l'infini. Ainsi
on a pu extraire de (y,) une sous-suite qui converge dans f(A), donc f(A) est compacte.

O

On se place a présent dans le cadre des fonctions numériques. Rappelons que les parties
compactes de R sont exactement les fermés bornés (nous allons redémontrer ce résultat en
dimension finie quelconque plus loin).

Théoreme 1.5.8. Soit E un espace compact non vide. Toute fonction numérique continue, i.e. une
fonction f € C(E,R) est bornée sur E et atteint ses bornes.

Démonstration : D’apres le théoreme précédent, I'image de E par f continue est un compact,
donc c’est une fermé borné de IR, et les bornes ont une image réciproque.

0

Théoreme 1.5.9 (Heine). Soient (E,d) et (E’,d") deux espaces métriques. Toute fonction continue sur
un compact A de E est uniformément continue sur ce compact.

Démonstration : Par 1’absurde, si une telle fonction f n’est pas uniformément continue sur A,

Je >0, ¥y >0, Ix,y € A, d(x,y) <netd(f(x), f(y)) > e

Prenons 77 = 1 : il existe donc deux suites d’éléments de A telles que pour toutn > 1,

A (e, y) < - etd (f (o), f () > ¢

Par compacité de A, il existe une suite extraite de x, qui converge vers une valeur 4,
notons cette sous-suite (xg(n)). On a donc aussi (yg(n)) convergente vers 4. Par continuité
de f, les suites image convergent, vers la méme valeur f(a), ce qui est une contradiction!

O

Proposition 1.5.10. Si f est une bijection continue d'un espace métrique compact E dans un es-
pace métrique compact E', alors l'application réciproque f=1 est continue, c’est-i-dire que f est un
homéomorphisme.

Démonstration : Toute partie A fermée de E est compacte, donc son image f(A) I'est aussi, en
particulier f(A) est fermée. Mais alors, comme f(A) = (f _1)71 (A), 'image réciproque
par f~! d’un fermé est un fermé.

0

Proposition 1.5.11. Soit E un espace métrique, et A une partie compacte. Alors pour tout x € E il
existe a € A tel que d(x, A) = d(x,a), c’est-a-dire que la distance a un compact est atteinte.
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Démonstration : La fonction de A — R qui a a associe d(x, a) est continue sur A compact donc
atteint ses bornes.

O

Proposition 1.5.12. Si A est une partie compacte de E et F une partie fermée telles que d(A, F) = 0,
alors AnF # &.

Démonstration : Si la distance est nulle, il existe deux suites (x,) € AN et (y,) € FN telles que
d (X, yn) < % Il existe une suite extraite de (x,) qui converge vers x € A, donc la suite
extraite associée de (y,) converge aussi vers x. Donc x € F = F.

0

De méme, on montre que la distance entre deux compacts est atteinte.

1.5.3 Compacité et dimension finie

L’intérét de travailler avec des espaces vectoriels normés plutot qu’avec des espaces métriques
est que l'espace vectoriel sous-jacent posséde en plus une structure algébrique. Dans le cas ol
cet espace vectoriel est de dimension finie, on obtient un certains nombre de résultats de to-
pologie intéressants dont la démonstration de plusieurs d’entre eux reposent sur la notion de
compacité.

Proposition 1.5.13. Les parties compactes de K" (o1t K = R ou C ) sont exactement les parties fermées
bornées.

Démonstration : On a déja fait la condition nécessaire. Pour la condition suffisante, si A € R" est
bornée, on a A € [ay,B1] % - - [an, Bn]- Chaque intervalle est compact, leur produit l'est
aussi, donc A est un fermé dans un compact. Pour C", il suffit de I'identifier a R?".

0

Théoréme 1.5.14 (Equivalence des normes). Toutes les normes sur un espace vectoriel de dimension
finie sont équivalentes.

Démonstration : Tout d’abord, toute norme sur K" est majorée par la norme || - ||, c’est a dire
que si N est une norme quelconque et si (ey, . .. e,) désigne la base canonique de K”,

n

vxe K", N(x) = N (Z xiei> < ) 1xiIN(er) < <2 N(el-)> 1] co-
i=1 i=1

i=1

Pour la minoration, considérons la sphére S, = {x | |x|c = 1}. L'application qui a x
associe N(x) est lipschitzienne de (E, | - |) dans R. La sphere S, est un compact de
(E,| - l|eo), donc N atteint ses bornes sur Sy. La borne inférieure m est nécessairement
non nulle (sinon il existerait x € Sy, tel que x| =0),etona: Vx € Sy, m < N(x). Donc
en prenant x = /||y, il vient : m|y|o < N(y).

Pour un espace de dimension finie n quelconque, on utilise I'isométrie entre cet espace et
K" en prenant une base (e, ..., e,) et en définissant ¢ comme l'application de K" — E
quia (xq,...,x,) associe x = ), x;e;.

0
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Proposition 1.5.15. Les parties compactes d’un espace E de dimension finie sont exactement les fermés
bornés.

Démonstration : Conséquence des résultats précédents, en utilisant 1'isométrie.

O

Proposition 1.5.16. Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie, F une partie fermée, et x € E.
Alors la distance d(x, F) est atteinte.

Démonstration : Soit xo € F,et A = F n By (xo, |x — x¢]). A est compacte et d(x, F) = d(x, A).
O

Théoreme 1.5.17 (Riesz). Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé. E est de dimension finie si et seule-
ment si la sphere unité pour || || est compacte.

Démonstration : La condition nécessaire est facile, S(0, 1) est fermée bornée. On va montrer la
condition suffisante par 1’absurde. Supposons que E soit de dimension infinie. Il existe
une famille dénombrable de vecteurs de norme 1, (e,,) qui est une famille libre. Considérons
E, = Vect(ey,...,eu). ll existe h,, € E, tel que d (e,+1,E,) = d (ey+1,hn) # 0. Considérons
fn = (ént1— hn)/|ens+1 — hn|, c’est un vecteur de la sphere unité, tel que f,, € E,1\E,.
Comme d (0, f,) =1,onad(f,, E,) < 1. Par ailleurs,

i — llewss = hull %) _ d (ens1, En)

= = 1
len+1 — hal d (en+1,hn)

Vx € E,,d (fu,x) = ent1 ~ (

Donc la distance d (f,, E;) = 1, ce qui signifie en particulier que
Vn,p, n>p=|fu-fp| 21

donc aucune suite extraite ne peut étre de Cauchy, d’ott une contradiction.

Théoreme 1.5.18. En dimension finie, L(E, F) = L (E, F). Idem pour les applications bilinéaires.

Démonstration : En prenant une base, on voit immédiatement que toute application linéaire est
lipschitzienne.

0

1.6 Espaces connexes et convexes

1.6.1 Définition et composantes connexes

Définition 1.6.1. Un espace topologique (E, T') est dit connexe lorsque le seul recouvrement ouvert de
E en deux ouverts disjoints est {(J, E}.

Autrement dit, E ne peut pas s’écrire comme une réunion disjointe de deux ouverts stricte-
ment inclus dans E. De maniere équivalente, si (E, 7') est connexe, E ne peut pas s’écrire comme
une réunion disjointe de deux fermés strictement inclus dans E.

Exemple 1.6.2. Les parties connexes de R sont les intervalles.
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Proposition 1.6.3. Un espace topologique (E,T') est connexe si et seulement si les seules parties de E
a la fois ouvertes et fermées sont (5 et E.

Démonstration : Supposons E connexe et soit O une partie de E a la fois ouverte et fermée. Alors
O U (E\O) est un recouvrement de E par deux ouverts disjoints donc O = F ou O = E.
Réciproquement, si on se donne ouverts disjoints O et O, tels que E = O; u O,, alors
071 = E\O; et O est ala fois ouverte et fermée. D’ott O1 = (J ou O; = E et E est connexe.

O

Remarquons qu'un espace topologique homéomorphe a un espace topologique connexe est
lui aussi connexe.

Proposition 1.6.4. Soit (C;);e; une famille de parties connexes d’un espace topologique (E,T).
1. Si nieC; # &, alors C = U C; est connexe.
2. S'il existe ig € I tel que, pour tout i € I, C; n C;y # &, alors C = u;e1C; est connexe.

3. Si I est au plus dénombrable et si pour tout i € I (I est assimilé a IN), C;.1 n C; # &, alors
C = u;ejC; est connexe.

Démonstration : 1. Soient U et V deux ouverts disjoints de C, de réunion C. Pour i € I, on note
U; =CinUetV; = C;nV.Pour chaque i, U, et V; forment un recouvrement de C; en deux
ouverts disjoints et la connexité de C; entraine donc que 1'un des deux est vide. Supposons
par exemple que (nie;C;) N U # . Alors pour touti € I, U; # & donc V; = J. Donc
Cc UetV = . Il n'existe donc pas de recouvrement de C en deux ouverts disjoints non
vides, donc C est connexe.

2. Par le point 1., pour tout i € I, C; u Cj, est connexe. Or C = u;eiC; = Uier(Ci U Cy)
et comme l'intersection n;e;(C; U C;;) nest pas vide car elle contient C;,, par le point 1.
encore, Ujc1(C; u Cj) est connexe, donc C 'est.

3. Par réccurence, pour tout k € N, Dy = UK_,C; est connexe par le point 2. On considére
alors la famille (Dy)ren. Chaque Dy est connexe et ngenDy # & car Cp est inclus dans
cette intersection. La réunion des Dy est donc connexe par le point 1, d’ot1 le résultat.

0

Nous définissons a présent la notion de composantes connexes d"un espace topologique.

Définition 1.6.5. Soit (E,T") un espace topologique. Deux points x et y de E sont dit connectés (et
on note alors xCy) lorsque x et y appartiennent a une méme partie connexe de E. La relation C ainsi
définie est une relation d’équivalence et les classes d’équivalence pour cette relation sont appelées les
composantes connexes de E.

Remarquons que la composante connexe d"un point x de E est la plus grande partie connexe
de E qui contient x.
1.6.2 Connexité et continuité

Nous voyons a présent les liens entre fonctions continues et connexité.

Théoreme 1.6.6. Soient (E, Tg) et (F, Tr) deux espaces topologiques avec (E, Tg) connexe. Si f : E —
F est continue, alors f(E) est connexe.
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Démonstration : Soient U et V deux ouverts disjoints de f(E) qui recouvrent f (E). Alors, puisque
f estcontinue, A = f<"1>(U) et B = f<"1>(V) sont deux ouverts disjoints qui recouvrent
E. Or E est connexe donc A ou B est vide. Supposons que ce soit A. Alors U = f(A) est
vide, d’ot1 la connexité de f(E).

0

Appliqué aux connexes de R qui sont les intervalles, on retrouve le théoreme des valeurs
intermédiaires.

On peut également utiliser ce résultat pour montrer qu'un espace topologique (E, T) est
connexe si et seulement si les seules applications continues de E dans {0, 1} sont les constantes.

En utilisant la continuité des projections, on montre également quun produit d’espaces
topologiques est connexe pour la topologie produit si et seulement si chacun de ses facteurs est
un espace connexe.

1.6.3 Connexité par arcs
Nous intorduisons a présent une notion de connexité plus faible mais trés utile en pratique.

Définition 1.6.7. Soit (E, T') un espace topologique. On appelle arc a valeurs dans E toute application
continue de |0, 1] dans E.

Attention a bien prendre garde a la différence entre un arc (une application) et son image.
Sinon, on n epeut distinguer 1’arc dont 'image est le cercle unité et qui le parcourt une seule
fois de I'arc de méme image qui parcourt deux fois le cercle...

Définition 1.6.8. Un espace topologique (E,T") est connexe par arcs si pour tout couple de points
(x,y) € E?%, il existe un arc y : [0,1] — E tel que y(0) = x et v(1) = y. On dit alors que *y joint les
points x et y.

Proposition 1.6.9. Tout espace topologique connexe par arcs est connexe.

Démonstration : Soient f une fonction continue de E dans {0, 1} et soit y € E. Pour x € E donné,
considérons un arc -y qui joint x et y. Alors la composée f o 7y est continue de [0, 1] dans
{0,1}. Comme [0, 1] est connexe, f o 7y est alors constante puisque continue, donc f(x) =
f(y). Mais comme x est arbitraire, f est constante et E est donc connexe.

OJ

Il faut prendre garde au fait que la réciproque est fausse : il existe des connexes non connexes
par arcs (penser a I'adhérence du graphe de x — sin(1) sur ]0, 1]).

Corollaire 1.6.10. L’espace R n’est pas homémomorphe a I'espace R" pour n > 2 (et pour les topologies
usuelles).

Démonstration : Supposons le contraire et considérons un homéomorphisme ¢ : R — R”".
Soit 2 € R. Alors la restriction a R\{a} de ¢ définit un homéomorphisme de R\{a} sur
R™\{¢(a)}. Mais, pour n > 2, R"\{¢(a)} est connexe par arcs donc connexe, alors que
R\{a} ne l'est pas.

U

On peut étendre le résultat a R" et R™ pour n # m, mais c’est plus difficile. Il s’agit d'un
théoréme dti a Brouwer.
Montrons enfin un résultat d’existence qui généralise le théoreme des valeurs intermédiaires.
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Proposition 1.6.11 (Passage des douanes). Soient (E,T) un espace topologique, A une partie de E

et B une partie connexe de E qui rencontre A et E\A. Alors B rencontre la frontiere de A.

o J— o}
Démonstration : Les trois parties A, E\A et Fr(A) sont disjointes et recouvrent E. Laes parties A

et E\A sont ouvertes dans E. Si B ne rencontre pas Fr(A), les parties A n B, et (E\A) n B
forment un recouvrmeent de B en deux ouverts disjoints et non vides. Cela contredit la
connexité de B. Donc B n Fr(A) # (.

0

1.6.4 Convexité

Soient E un espace vectoriel et x et y deux vecteurs de E. On appelle segment [x,y| I'en-
semble

[x,y] = {tx+ (1 —-t)y |t ]|0,1]}.

Définition 1.6.12. On dit qu’une partie A d'un espace vectoriel E est convexe si pour tous x,y € A, le
segment |x,y| est inclus dans A.

On peut alors montrer les propriétés suivantes :

1. Une partie A < E est convexe si et seulement si I'ensemble des barycentres positifs de
points de A est inclus dans A.

2. Si l'on définit I'enveloppe convexe d'une partie F comme le plus petit convexe conte-
nant F, alors c’est I'ensemble des barycentres positifs de points de F. C’est également
l'intersection de tous les convexes contenant F.

1.7 Espaces complets

1.7.1 Généralités
1.7.1.1 Définition

Toutes les suites de Cauchy ne convergent pas. Par contre, dans certains espaces, toutes les
suites de Cauchy convergent, ces espaces sont ceux que nous allons a présent étudier.

Définition 1.7.1. On dit que I'espace métrique (E, d) est complet lorsque toute suite de Cauchy de cet
espace est convergente dans cet espace.

Nous allons ici travailler naturellement dans le cadre métrique. Comme on l'a déja re-
marqué dans la premiére partie, tenter de travailler avec des suites de Cauchy dans un espace
topologique général n’aurait aucun sens. Ainsi, parler d’espace complet n’a de sens que dans
le cadre métrique.

Remarque : 1l faut faire tres attention dans la définition au fait que la limite de notre suite
de Cauchy doit étre dans 1’'espace de départ. Cela peut nous aider a montrer qu'un espace n’est
pas complet comme on 'a déja fait pour Q, mais nous assure aussi 'appartenance d’une limite
de suite a un espace complet donné.

On peut donner comme exemples connus d’espaces complets, (R,| |) et (C,| |). Ce sont
des résultats classiques de premiére année qui sont en fait une conséquence d’un résultat tres
général qui nous dit que tout espace vectoriel normé de dimension finie est complet.

On peut enfin donner une premiére propriété :
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Proposition 1.7.2. Sil’espace métrique (E, d) est complet et si 6 est une distance équivalente a d, (E, 6)
est complet.

Démonstration : Soient a,b > 0 tels que : ad < ¢ < bd. Soit (x,) une suite de Cauchy de (E, ¢).
Ona:
Ve >0, AN € N, Vm > N, Vi = N, 0(xp, xm) < €

Mais alors :
Ve >0, 3N € N, Vim > N, Vn = N, ad(x,, x,) < €

Dong, (x,) est une suite de Cauchy de (E,d) complet, elle converge donc dans E. Donc
toute suite de Cauchy de (E, J) converge dans E, (E, J) est donc complet.

O

Remarque : 11 faut prendre garde qu'un méme ensemble E peut étre complet pour une cer-
taine métrique et ne plus I'étre pour une autre.

Définition 1.7.3. Un espace vectoriel normé complet est appelé espace de Banach.

1.7.1.2 Sous-espaces
On se donne F une partie de 1’espace métrique (E,d). On a alors :

Proposition 1.7.4. Si F est complete pour la métrique induite, alors F est fermée.

Démonstration : Soit a € F. Soit alors, par caractérisation séquentielle de 1’adhérence, une suite
(x) de points de F qui converge vers a. Alors, (x,) est de Cauchy et donc puisque F est
complet, elle converge vers a’ € F. On a alors :

d(a,a’) <d(xy,a) +d(xy,a’) -0
Donc:d(a,a’) =0=a=a'.Donc:ae F.Donc:F c F et F est fermée.
O

Proposition 1.7.5. Si (E, d) est de plus complet, si F est fermée dans E, F est complete pour la métrique
induite.

Démonstration : Soit (x,) € FN de Cauchy pour df. (x,) est alors de Cauchy pour d donc
converge vers a € E. Or, on sait par caractérisation séquentielle de 'adhérence que a € F.
Or, F est fermée, donc a € F. Ainsi, (F,dr) est complet.

0

On peut résumer les deux propriétés que 1’on vient de montrer :

Théoreme 1.7.6. Une partie A d'un espace métrique complet est complete pour la métrique induite si
et seulement si elle est fermée.

Notons que les espaces compacts sont toujours complets.

Proposition 1.7.7. Tout espace métrique (E,d) compact est complet.

Démonstration : Une suite de Cauchy qui admet une valeur d’adhérence est convergente.

0
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1.7.1.3 Produit fini d’espaces complets
On donne ici un premier résultat relativement évident sur la complétude en espace produit.

Théoreme 1.7.8. Soient (Eq,d1),...,(Ep, dp) p espaces métriques complets. Alors le produit de ces p
espaces métriques, soit (E,d), est un espace métrique complet.

Démonstration : Soit ((X14, ..., Xpn))neN € EN. On suppose que ((x1, - - -7 Xpn))neN est de Cau-
chy. Alors :

Ve >0, dn. € N, Vm = n = ne, max(d1(x1n, X1m), - - -, Ap(Xpu, Xpm)) < €

Ainsi : Vi € [1,p], di(xin, Xim) < €. Alors, les (xi,)nen sont de Cauchy dans (E;, d;) donc
convergent dans E;, mettons vers a;. Alors, (X1, ..., Xpn)neN converge vers (aiy,...,ap) €
E. Donc (x14, - - -, Xpn)neN est de Cauchy dans (E, d).

1.7.1.4 Théoreme des fermés emboités
On commence par un lemme de caractérisation des suites de Cauchy.
Lemme 1.7.9. Soit (u,) une suite a valeurs dans (E, d) espace métrique. On note alors :
Cau) = {up | p = n}
Alors, (uy) est de Cauchy si et seulement si la suite des diametres 5(C, (u)) tend vers 0.
Démonstration : On suppose que (1) est de Cauchy. Soit € > 0. Soit N € IN tel que :
vn,m = N, d(uy, uy,) < ¢

Soit alors u, et u,, dans Cy(u). Alors : d(u,, u,) < e Donc : §(Cn(u)) < . Or:Vn >
N, Cy(u) < Cn(u). Donc:

Vn =N, 6(Cy(u)) <6(Cn(u)) <e

Ainsi, (6(C,(u))) tend vers 0.
Réciproquement, si (6(C,(1))) tend vers 0 :

Ve>0,INeIN, Vu > N, 6(Cy(u)) <¢
De la, soitn,m > N.Ona: u, € Cn(u) et u,, € Cy(u). Ainsi :
d(up, upy) < 0(Cn(u)) < e
Dong, (u,) est de Cauchy.
0

Remarque : Avec ces notations, on retrouve le fait que I’ensemble des valeurs d’adhérences
de (u,) est l'intersection des C,(u) ce que I'on avait vu au chapitre sur les espaces métriques,
au paragraphe sur les valeurs d’adhérences.

On peut alors énoncer le théoreme de Cantor-Baire, encore connu sous le nom de théoreme
des fermés emboités lorsque 1’on ne considere pas sa réciproque.
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Théoréme 1.7.10 (Cantor-Baire). On a équivalence entre :
(i) L’espace métrique (E,d) est complet.
(ii) Toute suite de fermés non vides de E, décroissante et dont le diametre tend vers 0 a une intersec-
tion non vide.

Démonstration : (i) = (ii) On se donne (F,) une suite décroissante de fermés non vides dont
le diametre tend vers 0. Comme chaque F, est non vide, on peut définir une suite (u,)
d’éléments de E telle que pour tout n, u, € F,. Alors, pour tout n, on a : C,(u) < F,.
De ce fait, par domination, la suite §(C,(u)) tend vers O et par le lemme, (u,) est de
Cauchy. Comme E est complet, la suite (u,) converge, mettons vers /. En particulier, [
est une valeur d’adhérence de (u,) donc compte tenu de la remarque ci-dessus, [ est
dans l'intersection des C,(u) qui est donc non vide. Or, comme pour tout 1, C,,(1) < F,,
l'intersection des C, (1) est incluse dans celle des F, qui est donc non vide.

(ii) = (i) Soit (u,) une suite de Cauchy de E. Alors la suite (C, (1)) est une suite décroissante
de fermés dont le diametre tend vers 0 par le lemme. Alors, I'intersection des C, (1) est
non vide. Soit a un élément de cette intersection. Alors a est une valeur d’adhérence de
(un). Ainsi, (1) est une suite de Cauchy qui possede une valeur d’adhérence, elle est
donc convergente. Donc, (E, d) est complet.

0

On va alors clairement énoncer le théoréeme des fermés emboités qui est le sens utile en
pratique.

Théoreme 1.7.11 (Fermés emboités). Soit (F,) une suite de parties de I'espace complet (E, d) vérifiant :
(i) Chaque F, est fermé et non vide.
(ii) La suite (F,) décroit.
(iii) La suite des diametres (6(F,)) tend vers 0.

Alors, on a :

N F*o

nelN

Remarque : 11 faut prendre garde a toutes les hypotheéses. Par exemple la suite (|1, +o0[) est
une suite décroissante de fermés non vide dont l'intersection est vide. En effet, le diametre de
chacun de ces fermés est +o0 et donc la suite des diametres ne tend pas vers 0.

Ce résultat nous servira plus loin dans la démonstration du théoréme de Baire. En atten-
dant, il peut étre le moyen de montrer qu'un espace métrique n’est pas complet en exhibant
une suite décroissante de fermés dont le diameétre tend vers 0 et dont 'intersection est vide.

1.7.2 Complétion topologique

Soit (E,d) un espace métrique. On cherche a plonger (E, d) dans un espace complet dont la
distance prolonge celle de E.

On note C I'ensemble des suites de Cauchy de E.

Lemme 1.7.12. Soient U = (uy,) et V. = (v,) dans C. Alors, la suite (d(uy, vn))nen converge. On
notera 6(U, V') sa limite.

Démonstration : Soit e > 0. Alors, comme U et V sont de Cauchy, ona:

dN; e N, Vn,m > Ny, d(u,, uy) <€
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et
AN, e N, Vn,m > Ny, d(v,,vp) < €

Soit alors N = max(Nj, N). Alors, pour n,m > N,ona:
|d(up, vn) — (U, 0m)| < d(tty, tty) + d(vy, vm) < 2¢

En effet:
d(uy,vn) < d(y, ) + d(ty, 0m) + d(Vm, v1)

et:
d(uy,vy) — d(tty, ) < d(y, Uy) +d(Vn, 0m)

De méme dans 'autre sens pour avoir I'inégalité avec la valeur absolue.
On a alors montré que (d(u,, v,))nen est de Cauchy dans R complet donc est convergente.

O
Lemme 1.7.13. L'application 6 ainsi définie est une semi-distance sur C.

Démonstration: (i) Sill = V,ona:Vn € N, d(u,,v,) = 0 et donc par passage a la limite :
o(u,vy=0.
(if)Ona:Vn e N, d(u,,v,) = d(v,, u,) et donc par passage a la limite: 6(U, V) = 5(V, U).
(iii) Ona:Vn e N, d(uy, v,) < d(u,, wy) + d(wy, v,) et donc par passage a la limite :

S(U, V) < 8(U, W) + 6(W, V)

On introduit la relation d’équivalence sur C associée a la semi-distance ¢ :
(U~V)<e (6(U,V)=0)
On a alors le résultat d’existence suivant :

Théoreme 1.7.14. L'espace (C/ ~,0) est un espace métrique complet. De plus, il existe une injection
naturellei : E — C/ ~, isométrique et telle que i(E) est dense dans C/ ~.

Démonstration : Tout d’abord, comme J est une semi-distance sur C,C/ ~ est un espace métrique
d’apres le résultat que 1'on a déja vu au chapitre sur les espaces métriques a propos des
semi-distances.

Pour tout a € E, on note («) € C la suite constante égale a a. Soit i 'application de E dans
C/ ~ quiaa € E associe la classe de («). Alors :

o(i(w),i(B)) = o((a), (B)) = d(a, p)

Donc i est isométrique donc est injective. En effet, toute isométrie est injective. Soit f une
isométrie et soient x et y tels que : f(x) = f(y). Alors : §(f(x), f(y)) = 0 = d(x,y) et:

X =1.

Montrons alors que i(E) est dense dans C/ ~. Soit U € C/ ~etU = (uy) € C un
représentant de U. On va montrer que U est limite de la suite (i(u,))nen. Soit € > 0.
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Comme (u,) est de Cauchy, il existe N € IN tel que pour tous n,m > N, on ait d(uy, u,) <
€. On fixe alors m = N.On a alors :

o(U,i(um)) =o(U, (uy)) = lim d(u,, uy) <e

n——+4oo

Ceci étant vrai pour tout p > N, on en déduit que :

mETwé(U,z(um)) =0
et que:
lim i(uy,) =U
m—+a0
Ainsi, on a montré que tout élément de C/ ~ est limite de points de i(E) donc par ca-
ractérisation séquentielle de la densité, i(E) est dense dans C/ ~.

Il nous reste & montrer le plus important, a savoir le fait que (C/ ~,J) est complet. Soit
(an)neN une suite de Cauchy de (C/ ~, ). Comme i(E) est dense dans C/ ~, pour tout
entier n il existe un point x, de E tel que : d(ay,, i(x,)) < % Alors, I'inégalité :

d(xp,xp) = 06(i(xn),i(xp))

< O(i(xn), an) + O(an, ) + 6y, i(xp))
1 1

< —_ J—

< Oan, ap) + ” + ’

montre que la suite (x,) est de Cauchy dans E (preuve en 3¢). Notons alors « la suite
(Xn)neN élément de C/ ~.
Montrons que la suite («,) converge vers . On a :

O, ) < 6y, i(xy)) +0(i(xn), a) < % +6(i(xn), o)

Dong, il nous suffit de montrer que (6(i(x,), «)) tend vers 0. Soit € > 0. La suite (x,) étant
de Cauchy dans E :
ANeIN,Vp=N, Vqg= N, d(xp,x5) < ¢

Dong, si on fixe n = N, il vient :

O(i(xy), &) = plirfw d(xn, xp) <€

et ceci pour tout n > N. Alors, on passe a la limite pour 7 en 40 et on obtient :

nLHfoo O(i(xy),a) < e

et donc cette limite est nulle. On a alors bien que («,) tend vers a par majoration. Ainsi,
toute suite de Cauchy de (C/ ~, §) est convergente, donc (C/ ~, J) est complet.

O
Définition 1.7.15. L’espace (C/ ~, &) est appelé complété topologique de (E, d).

Ainsi, E est plongé dans un espace complet dont la métrique prolonge celle de E.
On termine par un résultat d"unicité du complété topologique a isométrie bijective pres.
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Théoreme 1.7.16. Soient (Ei,dq) et (Ep, da) deux espaces métriques complets tels qu’il existe une
isométrie i1 de E dans Eq avec i1(E) dense dans Eq et une isométrie iy de E dans Ejp avec ip(E) dense
dans Ep. Alors, il existe une unique isométrie ¢ de Eq dans E, bijective et vérifiant, pour tout x dans
E: @(i1(x)) = ia(x).
Démonstration : Pour cette démonstration, on admet temporairement le théoréme de prolonge-
ment uniformément continu que nous verrons plus loin.
On définit ¢ sur i1(E) en posant : ¢(i1(x)) = i»(x) pour tout x dans E. L’application ¢
restreinte a i1 (E) est isométrique car :
2 . . . .
V(xv,y) € EY, da(@(in(x)), 9(i2(y)) = da(i2(x),i2(y))
= d(xy)
= di(i(x), i1 (y))
Ainsi ¢ est uniformément continue sur i;(E) (évident, par caractérisation séquentielle,
toute isométrie est uniformément continue). Comme 7;(E) est dense dans E; et que E;
est complet, il existe un prolongement de ¢ sur E; (que I'on note encore ¢) qui est uni-
formément continu sur E;. De plus ¢ est isométrique sur 71 (E) et comme i;(E) est dense
dans E; et que ¢ est continue, ¢ est isométrique sur E; tout entier (écrire que tout élément
de E est limite d'une suite d’éléments de i;(E)). En particulier, ¢ est injective.

Il nous reste a montrer que ¢ est surjective. Soit B € E;. Comme i»(E) est dense dans Ey, il
existe une suite (B,) = (i2(x,)) de ix(E) qui converge vers B. De plus, pour tous p, € IN :

dl(il(xp)ril(xq)) = d(xp/ xq) = d2(i2(xp)ri2(xq)) = dZ(,Bprﬁq)

La suite (71(x,)) est donc de Cauchy dans E;. Comme E; est complet, elle converge. Soit
« sa limite. Comme ¢ est continue :

pla) = lim @(i1(xs)) = lim ir(xy) = lLm Bu = p

D’ot la surjectivité de ¢. Ainsi, ¢ est bijective. Enfin, l'unicité de ¢ vient de 1'unicité du
prolongement uniformément continue sur E;.

O

On peut alors parler “du” complété de E.

Remarque : C’est un peu de cette maniere que 1’on construit R a partir de Q a la différence

pres que R “n’existant” pas encore, le réel 5(U, V) n’est pas défini. On définit alors la relation
d’équivalence par : U ~ V < lim,,_, y o U — v, = 0, la notion de limite étant définie dans Q.

1.7.3 Espaces complets de référence
1.7.3.1 Espace vectoriels normés de dimension finie

Théoreme 1.7.17. Tout espace vectoriel normé de dimension finie est complet.

Démonstration : Toute suite de Cauchy est bornée et est donc dans une boule fermée qui est
compacte (dimension finie). Ainsi elle admet une valeur dadhérence dans cette boule
fermée et converge donc.

U

En particulier, tout sous-espace de dimension finie d"un espace vectoriel normé est complet
et est donc fermé.

Notons que I'on peut aussi déduire le théoréme précédent du fait que tout K-espace vecto-
riel E de dimension finie est isomorphe a K" ot1 n = dim E.
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1.7.3.2 L'espace (B(X,E),| ||) des applications bornées

Soit X un ensemble et (E, || ||) un espace de Banach. On introduit B(X, E) I'espace des appli-
cations bornées de X vers E. Pour f € B(X, E), on pose :

Iflleo = sup | f]
xeX

On a alors :

Théoreme 1.7.18. (B(X,E), | | ) est un espace complet.

Démonstration : On commence par se donner (f,) une suite de fonctions bornées de X dans E,
de Cauchy pour ||. Alors :

Ve >0, In, € N, VYm > n = n,, sup ||fu(x) — fu(x)]| <e
xeX

D’ou:
Ve>0, e N, Vm = n=ng, Vxe X, |fu(x) — fu(x)] <e

Ainsi, pour tout x dans X, (f,(x)) est une suite de Cauchy dans E complet, elle converge
donc, mettons vers f.

(i) Montrons que f est bornée. ¢ = 1 donne en particulier 1; tel que :
Vi > m, Vae X, |fulx) - fu (0] <1
On fixe x € X et on a par passage a la limite : | f(x) — f, (x)| < 1. Soit :
Ve X, [f)] < T+ [fu (O] < T+ fur oo

Donc f est bornée.

(ii) Montrons que (f,) tend vers f pour | ||o. Soit € > 0.
e eIN, Vm=n=ng, Vxe X, | fu(x) — fa(x)]| <e
On fixe x € X etn = n.. Alors :
Vi =, | fu(x) = fu(x)] <
On fait tendre m vers +w et il vient : | f(x) — f,(x)| < e Dela:
Vi > ne, Vxe X, [f(x) = fulx)] <e
Donc:Vn < ne, |f — fulleo < e

Conclusion : Toute suite de Cauchy de (B(X,E),|| ||) converge dans B(X, E), donc 'es-
pace (B(X,E), | ||s) est complet.
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1.7.3.3 L’espace (Cy(X, E), | |0) des applications continues et bornées

Soit X un espace topologique, (E, | |) un espace de Banach. Si C(X, E) désigne 1’ensemble
des fonctions continues de X dans E, alors on définit I’ensemble des fonctions continues et
bornées de X dans E par :

Cy(X,E) =C(X,E) n B(X,E)

On a alors :

Théoreme 1.7.19. (Cy(X, E), | |o) est complet.

Démonstration : Comme (Cy(X, E), || ||c) est un sous-espace de (B(X, E), || ||) qui est complet,
il nous suffit de montrer que (Cp(X, E), || |«) est fermé.

Soit (f,;) un suite d’éléments de Cy(X, E) convergeant pour | |« vers f € B(X,E) (car
(B(X,E), |l |) est complet donc fermé). On a alors :

Ve >0, I3n. € N, Vn = ng, sup | fu(x) — f(x)| <e
xeX

Dong, (f,;) converge uniformément vers f sur X donc f est continue. Ainsi, f est continue
et bornée sur X donc est dans Cp,(X, E) qui est donc fermé.

0

1.7.3.4 L'espace (¢}(IN,C),| |1) des séries absoluments convergentes

On considere 'espace :
(YN, C) = {(a,) e CN | Z |an|converge}

Evidemment, on pourrait prendre a la place de C n’importe quel espace de Banach, mais dans
un souci de simplification des notations, on se place dans le cas complexe.
Lorsque (a,) € £1(N,C), on pose :

+00
@)l = D lax|
n=0

Alors, clairement, || ||; est une norme sur ¢}(IN, C) (en passant par les sommes partielles) et on
a le résultat :

Théoréme 1.7.20. L’espace (¢*(IN,C), || ||1) est un espace de Banach.

Démonstration : Soit s, = ((a4)p) = (an,p) une suite d’éléments de ¢!(IN, C) qui est de Cauchy
pour | [|1.

(1) Montrons que pour chaque 7 (on fixe 1), p = a,,, converge. On a :

+00

V(p,p') €N, |an,p — an,p’| < 2 |an,p — ”n,p’| = |lsp — 5p’||l
n=0

Comme (s;) est de Cauchy, p — a, , 'est aussi; comme C est complet, elle converge. On
note alors a,, la limite de p +— a,, .
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(if) Montrons que (a,) est dans ¢!(IN, C). Pour cela, on passe par les sommes finies. Soit
N € N. Avec ¢ = 1, le fait que (s,) est de Cauchy se traduit par :

40
I eN, Vp' 2 p=pi, Y lanp —anp| <1
n=0
En particulier :

+00
VP 2 pl/ Z |a”rP _a”rP1| < 1

n=0
Soit :
+00 +00
Vp 2 p]-’ 2 |an/p| < 1 + Z |an1p1|
n=0 n=0
On note :

—+00
M=1+ ) layy,|
n=0
Il vient alors :
N
Vp = p1, 2 |an,p| <M
n=0

On peut alors, puisque 1’on considere une somme finie, faire tendre p vers +co pour ob-
tenir enfin :

N
D sl <M
n=0

Ainsi, ), |a,| est une série a termes positifs dont les sommes partielles sont bornées, elle
est donc convergente et : (a,) € £}(IN, C).

(iii) On note : s = (a,). Montrons alors que (s,) converge vers s pour | [[;. On va de
nouveau passer par les sommes finies, soit donc N € IN.
Soit € > 0. Il existe alors p. € N tel que :

+0o0

'
Vp' = p = pe, Z |ﬂn,p’ —np| S €
n=0

Dot :
N
’
VP Z P = Pe, Z |an,p’ —np <e
n=0

De 14, en faisant tendre p’ vers +o0 :

N
Vp = pe, Z |an,p —ap| <€

n=0

On peut alors faire tendre N vers +o :
+00
Vp = pe, Z |an,p _an| <eé
n=0

Onadonc:Vp = pe, ||sp —s||1 < e Donc (sp) converge vers s pour || |[1.

Conclusion : Toute suite de Cauchy d’éléments de (¢}(IN, C), || ||1) converge dans ¢! (N, C)
donc /}(IN, C) est complet.

0
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1.7.3.5 Lespace (¢/(N,C),| [,)

On considere 'espace :
(1(N,C) = {(a,) e CN | Z |an|Tconverge}

Evidemment, on pourrait prendre a la place de C n’importe quel espace de Banach, mais dans
un souci de simplification des notations, encore une fois on se place dans le cas complexe.
Lorsque (a,) € #1(IN, C), on pose :

[(an)llq = (Z Ianl">

n=0

Alors, clairement, || [|; est une norme sur £9(IN, C) (en passant par les sommes partielles) et on
a le résultat :

Théoreme 1.7.21. L'espace (¢1(IN,C), || ||;) est un espace de Banach.

Démonstration : Soit s, = ((ax)p) = (anp) une suite d’éléments de ¢7(IN, C) qui est de Cauchy
pour || [lg.

(i) Montrons que pour chaque # (on fixe n), p — a,,, converge. Tout d’abord, on a , pour
nfixéetp,p' e N:

—+00
|anp = anp|! < Z |An,p = n,pr |
n=0

Il vient :

<=

400
Y(p, Pl) €N, |an,p - an,p’| < <Z |an,p - “n,p’|q> = ||5p - Sp’||q
n=0

Comme (s;) est de Cauchy, p — a, , 'est aussi; comme C est complet, elle converge. On
note alors a,, la limite de p — ay, .

(ii) Montrons que (a,) est dans ¢7(IN, C). Pour cela, on passe par les sommes finies. Soit
N € IN. Avec ¢ = 1, le fait que (s,) est de Cauchy se traduit par :

+0 q
IpeN, Vo' 2 p=p, (Z |an,p — an,p’|q) <1
n=0

En particulier :

00 i
vp > pl’ (2 |a”/P - a”zPlW) < 1

n=0

Soit :

=

1o : oo
Vp = pi, (Z Ian,plq) <1+ (Z Iﬂn,pll”’) ~
n=0 n=0
On note alors :

o0 i
M=1+ (2 |an,pl|q>
n=0
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Il vient alors :

N ;
Vp = p1, (Z |A,p q) <M
n=0

On peut alors, puisque 1’on considere une somme finie, faire tendre p vers 40 pour ob-

tenir enfin :
N
Z |a,|7 < M1
n=0

Ainsi, ) |a,|7 est une série a termes positifs dont les sommes partielles sont bornées, elle
est donc convergente et : (a,) € (1(IN,C).

(iii) On note : s = (a,). Montrons alors que (s,) converge vers s pour || |[;. On va de
nouveau passer par les sommes finies, soit donc N € IN.

Soit & > 0. Il existe alors p. € IN tel que :

=

+00
Vp' = p = pe, (Z |ap,p — an,p|"> Se
n=0

D’ou:

N
o

N
Vp, > p > psl (2 |an,pl — an,p|q>
n=0

De 13, en faisant tendre p’ vers +o0 :

N
m

N
Vp = Pe, <2 |an,p - an|q>
n=0

On peut alors faire tendre N vers +o0 :

=

+0o0
VP Z PS/ <Z |an,p - an|q> < &
n=0

Onadonc:Vp = pe, ||sp —s||; < e Donc (sp) converge vers s pour || ||,.

Conclusion : Toute suite de Cauchy d’éléments de (£9(IN, C), || ||;) converge dans £7(IN, C)
donc #1(IN, C) est complet.

0

Remarque : Evidemment, ce théoréme inclus le paragraphe précédent, mais il est bon de
voir la démonstration dans le cas particulier 4 = 1 pour mieux comprendre le cas général.
1.7.4 Applications de la complétude
1.7.4.1 Caractérisation de la complétude par les séries

Dans toute la suite on considere (E, || ||g) un espace vectoriel normé et (u,) € EN.
On commence par un petit rappel :

Définition 1.7.22. La série D uy, est dite absolument convergente lorsque > ||u,||g converge.

Analyse MACS1 page 57



Chapitre 1. Topologie

On a alors le théoréme :

Théoreme 1.7.23. (E, || ||g) est complet si et seulement si toute série a coefficients dans E et absolument
convergente, converge dans E.

Démonstration : On partde (E, || ||g) complet. Si ) u, est absolument convergente, alors ) | |1,
vérifie le critere de Cauchy :

m
Ve >0, In, e N, Vm > n = n,, Z |lul| < e
k=n+1
A fortiori :
m
Ve >0, 3n, e N, Vm > n = n,, || Z ugl| <e
k=n+1

Donc, n — Y;_, ux est de Cauchy. Elle converge donc dans E complet.

Réciproquement, soit (x,) une suite de Cauchy de E. On prend e = 7. Il existe alors
¢(n) e N tel que :

1
2

V(m, p) € N%, (m = ¢(n) et p = ¢(n)) = ([xm — x|l < 5;)

Quitte a extraire, on peut toujours faire en sorte que ¢ soit croissante. Soit alors : u, =
fo(nH) - xq,(n). Il vient :

1
Vne N, [lunll = [[Xpm1) = Yol < 55

De 14, par domination, ), u, est absolument convergente et donc > u, est convergente.
Mais alors, (x,(,) est aussi convergente (c’est le terme général de la suite des sommes
partielles de > u,) et donc (x,) est convergente car elle est de Cauchy et possede une va-
leur d’adhérence. Ainsi, toute suite de Cauchy de E est convergente, E est donc complet.

O

1.7.4.2 Critere de Cauchy pour les fonctions

On cherche a donner pour les fonctions 1’équivalent du critere de convergence pour les
suites qu’est le fait, dans un espace complet, d’étre de Cauchy. On commence par définir le
critere de Cauchy pour une fonction en un point 2 d"une partie d"un espace métrique.

Définition 1.7.24. Soient (E,d) et (F, ) deux espaces métriques, A une partiede E,a € Aet f : A —
F. On dit que f vérifie le critére de Cauchy en a si :

Ve >0, Ja >0, V(x,y) € A%, (d(a,x) <waetd(a,y) <a)=o(f(x), f(y) <e
On a alors le résultat fondamental suivant :

Théoreme 1.7.25 (Critere de Cauchy). Si f possede une limite en a, alors elle vérifie le critere de
Cauchy en a. Réciproquement, si on suppose de plus que (F, ) est complet, alors si f vérifie le critére de
Cauchy en a, f posseéde une limite en a.
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Démonstration : Soit € > 0. Puisque f possede une limite / en g4, il existe & > 0 tel que :

V(x,y) € (Bla,a) n A, 5(1, f(x)) < e et 8(L, f(y)) < ¢

Dela:
¥(x,y) € (Bla,a) A, 6(f(x), f(y)) < 2¢

Et donc f vérifie le critere de Cauchy en a.

Réciproquement, soient € > 0, un réel « > 0 adapté a € pour le critere de Cauchy en a et
(1) une suite de points de A convergeant vers a. On a alors :

Iny, e N, Ym,n = n,, d(a,uy,) <waetd(a,u,) <wa
On a alors, comme f vérifie le critere de Cauchy en a :

O(f(un), f(um)) <e

Ainsi, (f(uy,)) est de Cauchy dans F complet, elle converge donc. Alors, par caractérisation
séquentielle de I'existence d’une limite, f possede une limite en a selon A.

O

Remarque : Comme pour les suites, ’énorme intérét du critére de Cauchy est que I'on peut
déterminer l'existence d"une limite sans pour autant la connaitre.

On énonce le critere de Cauchy a l'infini dans le cas particulier ot E = R et +o0 € A. On
garde les notations précédentes.

Corollaire 1.7.26. Si (F,J) est complet, alors on a équivalence entre :

(i) fpossede une limite en +c0.
(i) Ve >0, IM > 0, V(x,y) € A%, (x = Mety = M) = 5(f(x), f(y)) < e

Démonstration : C’est une application du Critere de Cauchy.

U
Enfin, on s’intéresse au cas des intégrales :
Corollaire 1.7.27. Pour u mesurable,
+00 Y
J u converge < Ve >0,iM >0, Vy =2 x > M, J u(t)dt‘ <e
a X
Démonstration : On applique le Critere de Cauchy en +c0 a:
X
£ = [ (o
a
U
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1.7.4.3 Théoreme du point fixe de Picard

Définition 1.7.28. On dit que f est strictement contractante ou est une contraction stricte lorsqu’il
existe au moins un réel k € [0, 1] tel que f soit k-lipschitzienne.

On a alors :

Théoreme 1.7.29 (Point fixe de Picard). Soit (E,d) un espace métrique, soit A une partie non vide
de E et soit f une application de A dans E. Siona :

(i) f(A) c A.

(ii) f est une contraction stricte.

(iii) (A, da) est complete.
Alors f posséde un point fixe unique | € A et pour tout u, € A, la suite définie par la donnée de u, et la
relation de récurrence u,1 = f(u,) converge vers I.

Démonstration : Soit k € [0, 1] un rapport de Lipschitz de f.Ona:

Vne N, d(uyir, un) = d(f (un), f(up—1)) < kd(uy, uy—1) < ... < kK'd(u,u,)

Soitne Netp=>2:

d(Unsp tin) < d(Unyp tnip1)+ ... +d(Ungr, )
< (KPP K (ug, )
1—k?
_ n
= k (1_k>d(u1,uo)
k?’l
S g, o)

Comme k € [0,1], (k") tend vers 0, donc (u,) est de Cauchy. De la, comme (A,d4) est
complet, (u,) converge, mettons vers | € A. Puis, par continuité de f, ona: f(I) = I.

Montrons 1'unicité de /. Si I’ est un autre point fixe :
0<d(Ll') =d(f(h), f(I') < kd(L 1)

aveck <1.Donc:d(l,I'’) =0etdonc: [ =1

0

Ce théoreme est un résultat fondamental en analyse, il intervient entre autre dans la démonstration
du théoréme de Cauchy-Lipschitz dans la théorie des équations différentielles, et surtout il in-
tervient dans celle du théoréme d’inversion locale et de son corollaire, le théoréme des fonc-
tions implicites, base de la géométrie différentielle. C’est en partie du fait de ce théoreme que
’analyse se fait naturellement dans des espaces complets.

1.7.4.4 Théoréme de Baire

Théoreme 1.7.30 (de Baire). Soit (E,d) un espace métrique complet et soit (Q)y,) une suite d’ouverts

denses de E. Alors, A = ﬂ ), est une partie dense de E.
nelN
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Démonstration. Ceci revient a démontrer que si on prend B(x,r) une boule ouverte (r > 0)
quelconque, alors B(x,r) n A £ (.

La preuve est constructive : remarquons que comme () est dense, elle rencontre cette boule :
Op=E= OynB(x,r) + &.

On choisit donc xo € Qo N B(x,7) et rg > 0 tels que Bf(xo,70) = Qo N B(x, 7). On impose de
plus ro < 1. 07 = E = O n B(xq,79) est un ouvert (intersection de deux ouverts) non vide
(méme argument qu’au début). On choisit donc x; dans l'intersection et r; > 0 enimposantr; <
1/2 de telle fagon que Bf(x1,71) = Q1 n B(xo, 70). On suppose construits B(xo, 7o), - - -, B(xn, )
avecr; < 1/27et Bp(xj, 1)) € Qi n B(xi_y,7im1) 12 1. Qg = E = Qi1 0 B(xy, 74) estun
ouvert non vide. On choisit x;,41, 7,41 > 0 avec 7,1 < 1/2"*1 tels que Bp(xns1,7n41) € Q0
B(xy,14) et on a enfin construits correctement par récurrence la suite des B f(xn, rn) = F,. Ces
F, forment une suite décroissante pour l'inclusion de fermés non vides. De plus, leur diamétre
tend vers 0. On applique donc le lemme des fermés emboités et on en déduit (), .n Fr = {a}-
Pour tout n, a € Be(xp, 1) © Qu:a e (MNpeny Qn = A. Pour tout n, a € Bf(xn,mn) © B(x,7): a €
B(x,r). C'est donc que A n B(x,r) £ &, ce qu'il fallait démontrer. O

Il y a une formulation de ce théoreme en terme de fermés que 1’on obtient par passage au
complémentaire.

Théoreme 1.7.31. Soit (E,d) un espace métrique complet et soit (F,) une suite de fermés d’intérieurs

vides de E. Alors, F = U F, est d’intérieur vide dans E.
nelN

1.7.4.5 Théoréme de prolongement uniformément continu et théoréme de Tietze

On commence cette section sur les résultats de prolongements en donnant un premier
résultat de prolongement continu sur une partie dense.

Théoreme 1.7.32. Soient (E,d) et (F,0) deux espaces métriques, A une partie dense de E. Soit f :
A — F. On suppose que f est continue et que :

Vxe E\A, lim f(y) existe.
y—x, yeA

Alors, il existe une unique fonction § : E — F continue et telle que sa restriction a A soit égale a f.
Démonstration : On définit ¢ de la maniere suivante : Vx € A, g(x) = f(x) et:

Vxe E\A, g(x) = lim f(y)
y—x, yeA

Montrons que g ainsi définie est continue sur E. Soit x € E et (x,) une suite de points de
E qui converge vers x. On a:

VnelN, lim f(y)=g(xn)
Y—Xx,, YEA

Dans la définition métrique de la limite, on prend ¢ = 1. D’ot1 'existence d"un réel 77, > 0
tel que :

Vye A, d(xn,y) < nn = 6(g(xa), f(¥)) <

Alors, par densité de A dans E : B(x,, %) N A # . Soitalors y, €
On adonc:

w:‘#—\

(xp, %) N B(xp, n) N A.

1

VneIN*, dy, € A, d(xn,yn) < % et 0(g(xn), f(yn)) < .
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De la, la relation d(x, y,) < d(x,x,) +d(xn, yn) < % + d(x, x,) montre que (y,) tend vers x
et donc que (f(y,)) converge vers g(x). Or, on a de plus les inégalités :

6(g(xn), 8(x)) < 6(g(xn), f(yn)) +6(f(yn), g(x)) < % +6(f(yn), 8(x))

I vient donc que (g(x,)) converge vers g(x). Ceci étant vrai pour toute suite (x,) de E
tendant vers x, par caractérisation séquentielle de la continuité, g est continue en x. Ceci
étant vrai pour tout x dans E, g est continue sur E.

Unicité : Si g et h sont deux fonctions continues sur E qui coincident avec f sur A, elles
coincident sur A qui est dense dans E, donc par le principe de prolongement des identités,

g=h
O

On va maintenant étendre ce résultat au cas des fonctions uniformément continues.

Théoreme 1.7.33. Soient (E,d) et (F,0) deux espaces métriques, A une partie dense de E et f une
application de A vers F. Si F est complet, il existe une application uniformément continue g de E vers F
qui prolonge f sur E.

Démonstration : Unicité : Si h est un autre prolongement continue de f a E, h et g sont deux
applications continues qui coincident sur la partie dense A, donc h = g.

Existence : Soita € E. Alors, a € A = E et d’autre part, si 'on se donne & > 0, il existe par
uniforme continuité de f, un réel « > 0 tel que:

V(x,y) € A% d(x,y) < a=6(f(x), f(y)) <e

A fortiori : N
V(x,y) € (An B(a, 5))2, o(f(x), f(y) <e

D’oty, par le critere de Cauchy en a, f possede une limite en g, soit g(a). Montrons alors
que g ainsi définie est uniformément continue.

Soit (a,b) € E? avec d(a,b) < §, puis (x,) et (y,) deux suites d’éléments de A qui
convergent respectivement vers a et b et avec : d(x,,a) < 5 et d(y,,b) < 5. On a alors
par l'inégalité triangulaire : d(x,,, y,) < «. On a alors puisque « est un module d"uniforme
continuité de f pour € : 6(f(xn), f(yn)) < €. Or, par existence d'une limite en a et en b
pour f, on a que (f(x,)) converge vers g(a) et que (f(y,)) converge vers g(b). D’oti, par

passage a la limite :
o(g(a), g(b)) <&

Dong, g est uniformément continue sur E et prolonge bien f.

On va maintenant donner deux exemples d’utilisation de ce résultat.

Exemple 1 : Soit (E,d) un espace métrique complet et f : [a,b][— E une application uni-
formément continue. On suppose de plus que b < +o0. Alors f possede une limite en b et un
prolongement uniformément continue en b.
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Exemple 2 : Soit £ = Esc(|a, b], E) I'espace vectoriel des fonctions en escalier de [, b] dans
E espace métrique complet. Soit alors C I’espace des fonctions continues par morceaux de [a, b]

dans E. Soit alors :
‘ £ — E
LA TR Ss u(t)dt

lp@)l[e < (b—a) Sup u(®)]| = (b= a)||ullo

Alors,on a:

donc ¢ est une forme linéaire continue donc uniformément continue sur £. Alors ¢ possede

un prolongement uniformément continue a &' dans ¢.or: €' = ¢. Donc ¢ possede
un prolongement uniformément continue a C. Et voila, on vient de reconstruire 'intégrale de
Riemann.

On va maintenant énoncer un théoréme de prolongement par continuité plus général que
les précédents, le théoréme de Tietze, énoncé ici sous sa forme précisée. On indiquera ensuite
la forme non précisée qui évidemment se déduit de la précisée.

Théoreme 1.7.34 (Tietze-Urysohn). Soient (E,d) un espace métrique, A un fermé de E et f une
application continue et bornée de A dans R. Alors, il existe une fonction continue ¢ : E — R qui

prolonge f et telle que :
sup g(x) = sup f(x) et in]gg(x) = inf f(x)
xe

xeE xeA xeA

Démonstration : Si f est constante, le résultat est évident, sinon, quitte a remplacer f par af +
aveca # 0 et f des réels bien choisis, on peut supposer infyes f(y) = 1etsup, ., f(y) = 2.
On considere alors la fonction ¢ : E — R définie par: g(x) = f(x)six e Aet:

Vre A, (1) = g Inf(F)d(x, )

Cette derniere expression est bien définie car A étant fermé, on a d(x, A) = 0 si et seule-
ment si x € A. Les inégalités 1 < f(x) < 2 pour tout x dans A montrent que 1 < g(x) <2
pour tout x dans E. Comme la restriction de g a A est f, on a méme : inf,er g(x) = 1 et
sup,.p &(x) = 2. Il nous reste a montrer la continuité de g.

o
Soit x un point de E. Si x € A, comme f est continue sur A, g est continue en x. Supposons
que x € E\A. Sur I'ouvert E\ A, on peut écrire :

h(z)

8(2) = g Ay O H(E) = nf(F()d(z, )

L’application z +— d(z, A) étant continue (voir annexe sur la distance a une partie), il nous
suffit de montrer la continuité de / sur E\A. Soit r > 0 tel que B(x,r) < E\A. Pour tout
z € B(x,r)etpourtoutye A,ona:

h(x) < f(y)d(x,y) < f(y)(d(x,2) +d(z,y) < 2d(x,2) + f(y)d(z,y)

et ceci étant vrai pour tout y € A, on en déduit, en ne considérant que les expressions des
extrémités et en prenant la borne inférieure sur les y € A que : h(x) < h(z) + 2d(x,z). De
meéme, h(z) < h(x) +2d(z, x), et donc finalement :

[h(x) = h(z)| < 2d(x,2)
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Ceci prouve la continuité de  en x € E\A.
Il nous reste a étudier le cas ot1 x € Fr(A). Soit ¢ > 0. Comme f est continueen x € A :

Ir>0, Vye AnB(x, 1), |[fly) — f(x)| <e

Size E\Aetd(x,z) < j,ona,ennotant C = A n B(x,7) :

vy e A\C, d(zy) > d(x,y) —d(x,z) > %
et: 3
. T
>
y;g{cf Wd(zy) = 5

D’autre part, f(x)d(x,z) < 2d(x,z) < 5 etdonc:
inf f(y)d(z,y) = inf f(y)d(z,y)
yeA yeC

Et comme f(x) —e < f(y) < f(x) + € pour tout y € C, on en déduit :

(f(x) —e)d(z,A) < ;gAf(f(y)d(Z, y) < (f(x) +e)d(z, A)

Dong, g(x) —& < g(z) < g(x) + € pour tout z € E\A tel que d(x,z) < J. Ceci reste vrai si
ze Aetd(x,z) < j car c’est vrai pour f. Ainsi, g est continue en x € Fr(A).
Donc g en continue en tout x dans E, d’ot1 le résultat voulu.

0

Remarque : On appelle ce théoreme forme précisée car le résultat inclus un résultat sur la
coincidence des inf et des sup.

On a la forme générale de ce résultat que nous ne démontrerons pas :

Théoreme 1.7.35 (Tietze). Soient (E,d) un espace métrique, A un ferméde E et f : A — R continue.
Alors, f admet un prolongement continu g : E — R.
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Chapitre 2

Espaces de Hilbert

La notion d’espace de Hilbert constitue une généralisation naturelle de la notion d’espace
euclidien (espace vectoriel réel de dimension finie muni d’une forme bilinéaire symétrique
définie positive). Expliquons cela a l'aide d’un exemple. Le produit scalaire usuel sur R? est
défini par ((xl, x2) | (yl,yz)) = X111 + X2Y2. Si ’on voulait définir un produit scalaire sur l'es-
pace vectoriel RN = {(x;)ren @ xr € R} des suites quelconques de nombres réels, on devrait
donc naturellement poser

(ke | (Wi)ken) 2 XYk (2.1)

Mais on constate que cela ne fonctionne pas car la série de terme général x, 1, n’est en général
pas convergente. Une premiere idée pour remédier a cela est de se limiter au sous-espace
RN = {(x)kew | Fko € N tel que xx = 0 pour k > ko} = RN des suites presque nulles. La
somme > ;0 xxyx est alors toujours une somme finie et 'expression (2.1) définit une forme
bilinéaire symétrique définie positive sur R™N). La norme associée est

x|l = Z x2  (somme finie). (2.2)

Mais il se produit alors le phénomene suivant : la suite (x(™),,en d’éléments de R™N) définie par
x(n) = = (1, %, i, .y 217,0, ...) ne converge pas dans RM) sinon sa limite seraity = (1, %, . zin, 2,1%, o)
et un tel y n’est pas élément de RN, La suite (x("),cN est pourtant de Cauchy car, pour tous

n,peN,p =1, ona |[x" - x| = /ZZ+5+1 ( > IS = \/5% qui tend bien

vers 0 quand 7 tend vers l'infini. Autrement dit, I'espace R™N) n’est pas complet pour la norme
associée au produit scalaire (2.1) dont nous l'avons muni. C’est problématique car, comme nous
le verrons plus loin, si I'on a un espace muni d’un produit scalaire, il est bon que cet espace
soit complet si I'on veut pouvoir disposer d"une notion de projection orthogonale sur 1'un
de ses sous-espace vectoriel fermé (ceci constituant une autre généralisation souhaitable lors
du passage de la dimension finie a la dimension infinie). Il nous faut donc compléter 1’espace
(RM), |.|) construit ci-dessus. Pour cela, on peut par exemple remarquer que le plus grand
sous-espace vectoriel de RN sur lequel I'expression (2.2) définit une norme est le sous-espace
(N, R) = {(xp)ken | 2igx2 < +o0} des suites de carré sommable. Nous verrons plus loin
que cet espace vectoriel normé est complet.

Ainsi, I'espace ¢*(IN, R), muni du produit scalaire ((x¢)ken | (Vk)ken) = 2o XkVk et de la norme
associée, constitue la généralisation naturelle des espaces euclidiens R" munis de leur produit scalaire
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usuel. Cet exemple conduit a la notion générale d’espace de Hilbert (un espace vectoriel réel
ou complexe muni d"un produit scalaire tel que la norme associée en fasse un espace complet),
que nous présentons dans ce chapitre.

Dans toute la suite, on désigne par K un corps qui est soit le corps R des nombres réels soit
le corps C des nombres complexes. Pour & € K, on pose @ = « si K = R et @ = le complexe
conjugué de a si K = C. On désigne par H un espace vectoriel sur K. Si « € K, la notation
« > 0 signifie que « est positif si K = R et que a est un réel positif si K = C.

2.1 Espaces préhilbertiens et espaces de Hilbert

2.1.1 Produit scalaire et produit scalaire hermitien

Définition 2.1.1. Un produit scalaire (hermitien) est une application de H x H — C, (x,y) — (x|y)
vérifiant :

(i) Vx,y,ze H, VA, u e K, (Ax + uy|z) = A(x|z) + u(y|z).

(ii) Vx,y € H, (x|y) = (y|x).

(iii) Vxe H, x # 0 = (x]x) > 0.

Vocabulaire. Une application de H x H — C, (x,y) — (x|y) vérifiant (i) et (ii) est aussi appelée
forme hermitienne. Si elle vérifie (iii) on parle aussi de forme hermitienne définie positive.
Lorsque K = R on parlera tout simplement de produit scalaire, lorsque K = C on parlera de
produit scalaire hermitien. Par abus de langage il nous arrivera souvent de parler de produit
scalaire tout simplement, méme lorsque 1’on est sur C.

Remarque. En combinant (i) et (ii), on a aussi la propriété suivante :
i Vx,y,ze H, VA, ue K, (x|Ay + uz) = Ax|y) + f(x|z).

Par ailleurs, sans conjugués, on ne pourrait avoir (iii) dans le cas ou K = C.

Notation. Nous noterons ||.| 'application de H dans K définie par ||x| = /(x| x) € [0, +o0[ et
nous appellerons | x| la norme du vecteur du vecteur x.

Exemples.
1. K" muni de la forme hermitienne définie positive (x |y) = > /_; k-
2. KIN) = {(xp)ren | 3ko € N tel que x; = 0 pour k > ko} (I'espace vectoriel des suites
presque nulles d’éléments de K) muni de la forme hermitienne définie positive
+00
((x)keN | (Vidken) = D ik (somme finie).

k=0

3. L'application
(.8 (F1) = |_fgtas

est une forme hermitienne définie positive sur 1’espace vectoriel

L*(X,K) = {f:X—>C Ux|f|2dx<+oo}

des fonctions de carré intégrable définies sur X. En effet, I'inégalité |fg| < %(| 12+ 1%
garantit I'intégrabilité de la fonction fg, puisque |f|? et |g|* sont intégrables. De plus,
le caractére hermitien positif de (.|.) se vérifie immédiatement. Enfin, si { [f|*dx =
0 alors, |f|*étant positive, elle est nulle presque partout donc f = 0 presque partout.
Autrement dit, f = 0 dans L?(X, K) et (.]|.) est donc définie positive.
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4. Soit I un ensemble quelconque, non vide, et soit

*(I,K) = {x = (xi)ier | xi € K pour tout i et Z x| < +oo}

iel

’espace vectoriel des familles de carré sommable d’éléments de K. Alors, ’application

() = (xly) = Y xigi € K

iel

est une forme hermitienne définie positive sur ¢2(I, K). En effet, puisque |x;7;| < 5(|xi|* +
lyi|?), la famille a termes positifs (|x;yi|)c; est sommable car les familles (|x;|?)ic; et
(|yl-|2)l-e 1 sont sommables. Par conséquent, la famille (x;¥/;);e; est absolument sommable
donc sommable et la quantité (x |y) est donc bien définie. Le caractere hermitien posi-
tif se vérifie immédiatement. Enfin, la famille sommable (|x;|?);c;étant a termes positifs,
sa somme est nulle si et seulement si tous ses termes sont nuls et (. |.) est donc définie
positive.

5. L'application (A, B) — Tr(A!B) est un produit scalaire hermitien sur My (C).

Définition 2.1.2. On appelle espace préhilbertien (réel ou complexe) tout couple (H,(.|.)) oi H est
une espace vectoriel et (. |.) est un produit scalaire sur H.

2.1.2 Inégalité de Cauchy-Schwarz et norme

Nous allons maintenant démontrer 1'une des inégalités les plus importantes en analyse,
I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Proposition 2.1.3 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Si (.|.) est une forme hermitienne positive sur
H, on a, pour tous x,y € H

|G [y) 2 < 20 Dyl

L'inégalité ci-dessus, dite inégalité de Cauchy-Schwarz, est uneégalité si et seulement s'il existe a, p € IK
non tous deux nuls tels que |ax + By|* = 0.

Démonstration : Fixons x,y € H. La forme hermitienne (. |.)étant positive, on a, pour tout A €
K:
0< (x—Ay[x—Ay) = (x]x) = Ay |x) = Alx [y) + AP (v [y)-
Ecrivons (y|x) = be" avech > 0etf € R et posons A = te ™ avect € R (siK = R, on a
6 = 0 donc un tel A est bien dans R).
L'inégalité ci-dessus devient

Vte R, (y|y)t> — 2bt + (x| x) = 0.

Notons P(t) = (y|y)t* — 2bt + (x, x). Puisque (v |y) € R et (x| x) € R, P est un polyndme
a coefficients réels de degré < 2 et 1'inégalité ci-dessus montre que P est positif. P est donc
soit constant, soit de degré 2.

Premier cas : deg P = 0. Dans ce cas,ona (y|y) = 0etb = 0. Donc (x|y) = be ™ = 0 et
'inégalité de Cauchy-Schwarz est simplement 1'égalité 0 = 0 et est donc vraie. De plus,
onal0xx—yl?=y|*= (y]y) =0.

Second cas : deg P = 2. Alors le discriminant A = 4b*> — 4(x | x)(y|y) de P est < 0, ce qui
entraine l'inégalité de Cauchy-Schwarz puisque b? = |(x | y)|*. En outre, cette inégalité est
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uneégalité si et seulement si A = 0, ce qui signifie qu’il existe ty € R tel que P(ty) = 0 soit
|x — toe=®y|? = 0.

Réciproquement, supposons |ax + By|* = 0 avec par exemple a =+ 0. D’apres l'inégalité
de Cauchy-Schwarz, on a alors (ax + By|y) = 0 et (ax + By|x) = 0, soit a(x|y) +
Blyly) =0eta(x|x)+By[x) =0.

Premier cas : p = 0. Alors (x |y) = O et (x| x) = 0, donc 'inégalité de Cauchy-Schwarz est
une égalité.

Second cas : B % 0. Alors (x|y) = —g(y|y) et (x|y) = (y|x) = —%(x|x), donc |(x|y)|* =
(x| x)(y|y) = |x||*|y|? et 'inégalité de Cauchy-Schwarz est encore une égalité.

0

On en déduit la proposition importante suivante.

Proposition 2.1.4. Si (.|.) est un produit scalaire sur ‘H, I'application

H — [0,+]

e V)
est une norme sur H.

Démonstration : Montrons 'inégalité triangulaire (le reste est une simple vérification). On a | x +
y|> = (x+y|x+y) = |x|> +2Re(x|y) + |y||>. D’aprés Cauchy-Schwarz, Re (x |y) <
(e[ < lxllyl, done x + y[? < (x| + Jy)*

0

Cette proposition est trés importante car munissant # d’une norme naturellement associée au
produit scalaire, nous définissons ainsi une topologie particuliere sur (#, (. |.)), celle associée a
son produit scalaire. Elle conduira plus tard a la définition d’espace de Hilbert.

2.1.3 Identités de polarisation

On fixe (H, (.|.)) un espace préhilbertien sur K.

Proposition 2.1.5 (Identités de polarisation). Soient x,y € H. Si K = R, alors

2 2
X+ +x—
(x| y) = I+l 2| vl

et siKK = C, alors

Cx eyl =yl iyl = x —iy)?
(x|y) = 1 +1 1 .

Démonstration : Pour K = R, on a ||x + y|> = |x[> +2(x|y) + |y|®> et |x — y||> = |x]|> = 2(x | y) +
|y|?, d’ot1 I'identité de polarisation en sommant ces deux égalités.
Pour K = C, on a de méme |x + y|> — ||x — y|* = 4Re (x| y), donc ||x + iy|? — ||x — iy|* =
4Re (x |iy) = 4Re (—i(x|y)) = 4Im (x| y). On en déduit 'identité de polarisation dans ce
cas a l’aide de la relation (x |y) = Re (x| y) + iIm (x | y).

0
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Proposition 2.1.6 (Identité du parallélogramme). Pour tous x,y € H, ona

Ix +yl? + = yI? = 2( x> + lyl?).
Démonstration : On a
2 2 2
|x +y|* = |x|* +2Re (x |y) + ]
et
lx = yI* = |x]* — 2Re (x| y) + [y]*,

donc

2yl + x =y = 2( ) + ly)?).
0

L’identité du parallélogramme exprime que la somme des carrés des longueurs des diagonales
d’un parallélogramme est le double de la somme des carrés des longueurs des cotés adjacents.
On peut montrer que, réciproquement, si ||.| est une norme vérifiant cette identité, alors les
quantités

(x|y) = E(Hx+y\| lx—y|*)
siK =R et 1
(x|y) = E(H’HVHZ —|x =y +ilx+iy|® —i|x—iy|*)

si K = C, définissent des produits scalaires sur le K-espace vectoriel H, respectivement lorsque
K = R et lorsque K = C (ce résultat est parfois appelé le théoreme de Jordan-von Neumann).

Proposition 2.1.7 (Identité de la médiane). Pour tous x,y,z€ H, ona

Cy+zf

z—y|*+2|x 5

2 2
x—y|"+|x—z|" ==
lx =yl" + lx —z|" = 5 |

Démonstration : Ona |x — y|* + |x — z|? = 2| x| + |y|* + ||z]*> — 2Re (x | y) — 2Re (x| z) et 3|z —
yIP+2)x =57 = |zl + |y|* +2]x[* ~Re (y | 2) + Re (y | z) — 2Re (x |y +2), d"ou l'égalité.

L’identité de la médiane exprime la longueur de la médiane [xm] ou m = 3= 2 en fonction

\/ ey I+ x— zu Ly—z)?

y+z

des longueurs des trois cotés du triangle (xyz) : H

2.1.4 Orthogonalité et théoreme de Pythagore

Définition 2.1.8 (Orthogonalité). Deux éléments x et y d'un espace de Hilbert (M, (.|.)) sont dits
orthogonaux lorsque leur produit scalaire est nul : (x |y) = 0. Nous noterons cela x L y. Deux parties

A et B de 'H sont dites orthogonales si (x |y) = 0 pour tout x € A et tout y € B. Nous noterons cela
ALlB.

Lorsque H = IR? est muni du produit scalaire usuel, deux vecteurs sont bien orthogonaux
lorsque I’angle non orienté qu’ils définissent est de mesure 7.

Proposition 2.1.9. Pour toute partie A < H, on note
={xeH|Vye A (x|y) =0}

At est un sous-espace vectoriel fermé de H, appelé I'orthogonal de A dans H, qui vérifie
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1. siBc A,alors AL c B+;

2. Ac (AN

3. A = AL,

4. A+ = vect(A)*+ = W(AUL;

5. vect(A) n A+ = {0}.

Démonstration : A+ est l'intersection, pour y € A, des noyaux des formes linéaires continues

Yy, : x = (x|y) qui sont des sous-espaces vectoriels fermés de H et est donc un sous-
espace vectoriel fermé de H.

Si Bc Aetxe Al alors on a en particulier, pour tout y € B, (x |y) = 0, donc x € B*.

1. Siy € Aalors, pour toutx € A+, (y|x) = (x|y) = 0,doncy € (A+)+, donc A = (A1)*.

2. Ac Adonc A" c AL d’apres le point 1. Réciproquement, si x € At ety = lim,_, 10 Y
avec y, € A alors, par continuité de (.|.), on a (x|y) = lim,,4(x|y,) = 0, donc
x€E ZL, donc AL c A

3. A < vect(A) donc (vect(A))+ = A+ d’apres le point 1. Réciproquement, si x € At et
y = Y7,y € vect(A) avec y; € A pour tout i, alors (x|y) = > ;(x|y;) = 0, donc
x € (vect(A))*, de sorte que AL = (vect(A))*, d’ott AL = (vect(A))* et ceci est égal a
Vec’c(A)L d’apres le point 3.

4. Soit x € vect(A) n A*+. Alors x € A+ = Vect(A)L d’apres le point 4, donc (x| x) = 0,
donc x = 0.

OJ

Une conséquence immédiate de la notion d’orthogonalité est la relation suivante.

Théoreme 2.1.10 (Pythagore). Si x1, ..., x,, sont deux a deux orthogonaux dans H, alors
1 + - 2P = P ]

Démonstration : Le casn = 2 se démontre a partir de I'identité ||x; + x2]? = |x1]* +2Re (x1 | x2) +
|x2|% et du fait que |Re (x1 | x2)| = 0. On en déduit la relation de Pythagore par récurrence
sur n.

0

2.1.5 Espaces de Hilbert

2.1.5.1 Définition

Définition 2.1.11 (Espace de Hilbert.). Un espace de Hilbert (H, (.|.)) sur K est un IK-espace vecto-
riel H muni d'un produit scalaire (. |.) tel que I'espace vectoriel normé (H, |.| = +/(. | .)) soit complet.
2.1.5.2 Premiers exemples

Reprenons les exemples rencontrés plus haut.

1. K" muni du produit scalaire (x|y) = >7_; xxJx est complet pour la norme associée car
c’est un espace vectoriel normé de dimension finie.
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2.2

. Comme nous l'avons vu en introduction, KN) n’est pas complet pour la norme (2.2)

associée au produit scalaire (2.1).

. La norme sur L2(X,C) associée au produit scalaire dont nous 'avons muni est | f| =

A/ $x |f|?du. Cet espace vectoriel normé est complet d’apres le théoreme de Riesz-Fischer.

. Le sous-espace vectoriel de L?(X,C) composé des fonctions continues a support com-

pact n’est pas complet car il n’est pas fermé dans L?(X,C). En effet, ce sous-espace est
dense dans L?(X, C).

. La norme sur ¢2(I,KK) associée au produit scalaire dont nous ’avons muni est x| =

>ieq |xi>. Pour montrer la complétude de cet espace vectoriel normé, on peut soit
recourir a I'exemple précédent soit effectuer une démonstration directe.

. My(C) muni de son produit scalaire défini a partir de la trace est complet car de dimen-

sion finie.

Théoréme de la projection orthogonale

Le théoreme que nous présentons dans ce chapitre est l'un des principaux résultats de la
théorie des espaces de Hilbert au sens ot1 il permet la construction de nombreux objets, aussi
bien en probabilité et statistiques qu’en analyse fonctionnelle.

2.2.1 Projection sur un convexe fermé

Théoreme 2.2.1 (Projection orthogonale sur un convexe complet). Soit (#,(.|.)) un K-espace
vectoriel muni d’un produit scalaire et soit C une partie convexe complete de H. Alors, pour tout x € H,
il existe un unique € C tel que ||x — Tlc(x)| = dist(x,C) = infyec ||x — y|. Le point I1c(x) € C est
appelé le projeté orthogonal de x sur C.

Démonstration : Notons 6 = dist(x, C). Nous allons séparer les roles de la convexité et de la

complétude.
Utilisation de la convexité. Nous allons montrer que la convexité de C entraine que, pour
tout ¢ > 0, l'intersection C; de C avec la boule fermée B(x,J + €|, est bornée, et que
diam C, tend vers 0 lorsque ¢ tend vers 0. Soient u et v dans C.. Appliquons 'identité
de la médiane (voir Proposition 2.1.7) aux points x, u,v et notons m = “T” le milieu

deuetv: ,
2 2 2 2
e = ul™ + llx = o" = 2[x = m||” + 5 u — o]

Comme C est convexe, m € C, donc |x — m|? > 6%. On en déduit
lu—o)* = 2(|x — ul? + ||x —v|?) —4|x — m|* <4((6 +¢€)*> — 6%) = 85 + 4£.
Comme u et v sont des points quelconques de C¢, on en déduit que
diam C; < 85¢ +4¢%,

donc lim,_,¢ diam C, = 0.

2. Utilisation de la complétude. Considérons maintenant la suite (C; /n)ne]N*. C’est une suite
décroissante de parties fermées non vides de C, dont les diametres tendent vers 0.
Comme C est complet, I'intersection de cette suite est non vide et se réduit a un point,
que l'on notera I'lc(x). Comme I1¢(x) est dans chacune des boules B(x,d + 1/n], |x —
ITe(x)|| <6, et,comme I1c(x) € C, |x —IIc(x)|| = 6 donc |x —I1c(x)|| = J etla distance
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est atteinte au point Ilc(x). Réciproquement, si cette distance est atteinte au point
z € C, z est dans chacune des boules B(x, § + 1/n], donc dans l'intersection {I1c(x)} de
ces boules donc z = I (x).

0

Remarquons que le théoreme 2.2.1 est vrai sans supposer que la norme associée au produit sca-
laire (. |.) fait de H un espace complet. Cela permet par exemple de projeter orthogonalement
sur le sous-espace vectoriel K™ = {(xg, ..., x1,0,..) : x; € K} de KN ce sous-espace étant
bien complet car de dimension finie. Le théoreme 2.2.1 est cependant le plus souvent utilisé
dans le cas ot (#, (.].)) est un espace de Hilbert et ott C = F est un sous-espace vectoriel fermé
(donc complet) de H. Dans ce cas, on a la caractérisation suivante du projeté orthogonal d"un
point x de H.

Théoréme 2.2.2 (Projection sur un sous-espace fermé dans un espace de Hilbert). Soit F un
sous-espace vectoriel fermé d'un espace de Hilbert (H,(.|.)) et soit x € H. On note I1p(x) le projeté
orthogonal de x sur F. Alors, pour y € H, les conditions suivantes sont équivalentes :

1.y =T1Ip(x);

2. yeFet(x—y)eFL

Démonstration : Supposons que y = IIg(x). Alors y € F par définition. De plus, pour tout z € F,
Y+ z € F car F est un sous-espace vectoriel de H. Donc, par définition de y = ITp(x),

lx=ylI? < lx = (v +2)° = [(x = y) = 2* = |x — y|* = 2Re (x — y| 2) + |2[*.

Donc 2Re (x — v | z) < |z|? pour tout z € F. En remplagant z par —z, on obtient —2Re (x —
y|z) < |z|? de sorte que |2Re (x —y | z)| < |z]*.

Ecrivons (x —y | z) = re’® avecr > 0. Le méme raisonnement que ci-dessus appliqué a te'z
avec t € R quelconque entraine : 2|t||Re (e 7 (x — y | z)) | < [tez|?, soit 2|t|r < #2|z|, soit,
pour toutt £ 0, r < %|t| |z||?. En faisant tendre t vers 0, on voit que I’on a nécessairement
r =0,donc (x —y|z) = 0, et ceci pour tout z € F, c’est-a-dire que (x —y) € F*.

Réciproquement, supposons que y € F et (x —y) € F*. Alors, pour toutz € F, (x —y) L
(y — 2), et par Pythagore, |x —z|% = |x—y+y —z|? = |x =y + |y —zI? > |x—y|>.
Donc ||x — y| = inf.er ||x — z| = dist(x, F), c’est-a-dire que y = I1p(x) d’apres le théoreme
2.2.1.

O

2.2.2 Projecteurs orthogonaux

Nous allons maintenant vérifier que si F est un sous-espace vectoriel fermé dans un espace de
Hilbert, I'application x +— Ilp(x) est un projecteur orthogonal au sens que I'on connait déja en
dimension finie.

Proposition 2.2.3. Soit F un sous-espace vectoriel fermé d'un espace de Hilbert (H, (.|.)) et soit I1f
la projection orthogonale sur F. Alors, I'application 11 est une application linéaire continue qui vérifie
1. Tl o ITp = Ilg;
2. ImIIf = FetKerIlp = FL;
3. Idy — Il est la projection orthogonale sur F+;
4. KerIlr @ ImIlr = H.
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Démonstration : On commence par montrer le fait que l'application Ilr est une application
linéaire continue. Soient x,y € H et A, u € K. Alors, pour tout z € F,

((Ax + py) — (ATTg(x) + pIIE(y)) |2) = Alx —TTp(x) | 2) + u(y — TTE(y) | z) = 0.

Puisque (AITr + ullp(y)) € F, on a donc, d’apres le théoreme 2.2.2, ATl (x) + ullp(y) =

ITp(Ax + py) et I1r est donc bien linéaire.

Pour tout x € H, on a x = (x —I1p(x)) + I1r(x), donc, d’apres la relation de Pythagore,

%% =[x = TIp(x) [ + [TT(x)|* = | TTe(x)|?, donce [TTx(x)| < |x], ce qui montre que ITr

est continue de norme plus petite que 1.

OnalmlIlf c Fet,siy € F, I1r(y) = y par définition de I1r. Donc Ilf o ITp = ITf.

2. Ce qui précéde montreégalement que ImIIr = F. De plus, si I[Ir(x) = 0, alors x =
x — IIp(x) € F*. Réciproquement, si x € F*, alors (x —0) € F! avec 0 € F, donc
ITr(x) = 0 d’apres le théoréme 2.2.2. Donc Ker [Ty = F*.

3. On a H% = IIr d’apres le point 1. Donc, pour tout x € H, (x —IIr(x)) € KerIlp =
Ft d’apres le point 2. De plus, x — (x — I1p(x)) = IIp(x) € F < (F1)* d’apres la
proposition 2.1.9. Donc, d’apres le théoreme 2.2.2, (Idy — I'lp)(x) = x — ITp(x) est le
projeté orthogonal de x sur F*.

4. Soit x € H. Alors x = (x —IIp(x)) + ITp(x) € KerIlf + ImIIr de sorte que H =
KerITr + Im I et cette somme est directe d’apres le point 2 puisque F- ~n F = {0}
d’apres la proposition 2.1.9.

0

2.2.3 Supplémentaire orthogonal

On montre dans cette section qu'un sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Hilbert
possede toujours un supplémentaire orthogonal.

Théoreme 2.2.4 (Supplémentaire orthogonal). Soit F un sous-espace vectoriel fermé d'un espace de
Hilbert (H,(.].)). Alors,

1
FAF =H.
Démonstration : L'égalité F@® F+ = H se déduit immédiatement des point 2 et 4 de la pro-
position 2.2.3. Il nous reste a vérifier que F et F+ sont bien I'orthogonal 1'un de 'autre.

Toujours d’apres la proposition 2.2.3, (Idy — I1f) est la projection orthogonale sur F-,
donc (FM)* = Ker (Idy —I1f) = ImIIf = F (ou I'égalité Ker (Idy; — I1p) = ImIIF vient

1
du fait que I12 = I1f). Comme (F+)* = F,onabien F ® F* = H.
0

On a plus généralement, lorsque 1’on ne suppose plus que F est un sous-espace vectoriel
fermé de H, le résultat suivant.

Proposition 2.2.5. Soit (,(.|.)) un espace de Hilbert. Si A < H est une partie quelconque de H,
alors
vect(A) @ At =H et (A1)t = vect(A).

En particulier, si A = F est un sous-espace vectoriel de H, alors

FOFt=H et (FHt=F.
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Démonstration : Posons F = vect(A). D’apreés la proposition 2.1.9, on a At = F1. Or F est un
sous-espace vectoriel fermé de H, donc F@® F+ = H et (F1)+ = F d’apres le théoréme
2.2.4, c’est-a-dire que vect(A) ® At = H et (A1)' = vect(A).

L'énoncé pour A = F, un sous-espace vectoriel non nécessairement fermé de H, s’en
déduit alors immédiatement en remarquant que dans ce cas vect(F) = F.

0

Le résultat précédent, important en pratique, a un corollaire sur la caractérisation des sous-
espaces vectoriels denses dans H. Ce corollaire est trés utile en pratique car il donne une ca-
ractérisation géométrique de la densité qui est une propriété souvent difficile a vérifier dans un
espace vectoriel normé quelconque qui n’est pas un espace de Hilbert.

Corollaire 2.2.6. Si F est un sous-espace vectoriel de H, alors F est dense dans ‘H si et seulement si
F+ = {0}.

Démonstration : Le sous-espace vectoriel F est dense dans H si et seulement si F = H, soit
encore d’apreés la proposition 2.2.5, F1)+ = H. Or, F1)1 = H si et seulement si F* = {0}.

0

Nous finissons ce chapitre par une application de ce dernier corollaire a la bijectivité des appli-
cations coercives.

Proposition 2.2.7. Soit T : ‘H — H une application linéaire continue. On suppose de plus qu'il existe
C > 0 tel que
YueH, |(Tulu)| = Clul? (2.3)

Alors T est bijective.

Vocabulaire. Lorsque T vérifie (2.3), on dit que T est coercive.

Démonstration : Pour montrer que T est bijective, il suffit de montrer qu’elle est injective et
surjective. Pour la surjectivité, nous montrerons que I'image de T est fermée et dense
dans H, donc qu’elle vaut H tout entier.

Injectivité. Soit u € H. Supposons que Tu = 0. Alors, 0 = |(Tu|u)| = C|u|* = 0, donc
|u|> =0etu = 0.

Image de T fermée. Soit (v,)nen une suite de points de Im T qui converge vers v € H.
Montrons que v € Im T. Pour tout n € N, soit u, € H tel que v, = Tu,. Comme (v, )neN
converge dans H elle est en particulier de Cauchy :

Ve>0,IN =1, Vn,p = N, |Tu, — Tu,| < e
En utilisant la coercivité de T et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
vn, p, Clu, — ”pH2 < (T (un — up)lun —up)| < [T(un —up)| - lun — up|.
En supposant |u, — u,| # 0, il vient
Vn,p = N, Cluy — up| < |Tuy — Tup| < e.
D’ou,

Vn,p = N, |y, —up| < e
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Donc la suite (1, ),en est de Cauchy dans H, donc converge vers u € H. Or, T est continue,
donc (v,) = (Tu,) converge vers Tu. Par unicité de la limité, v = Tu € Im T. Donc Im T
est fermée.

Image de T dense. Si u € (ImT)*, alors Tu L u, donc 0 = |(Tulu)| = C|u|*> = Oetu = 0.
Donc (Im T)* < {0} et ainsi (Im T)* = {0}. Par le corollaire 2.2.6, Im T est dense dans H.

O

Nous utiliserons ce résultat pour démontrer le théoreme de Lax-Milgram.

2.3 Dualité dans les espaces de Hilbert

2.3.1 Théoréme de Riesz-Fréchet

Le théoreme de représentation de Riesz-Fréchet caractérise le dual topologique d'un espace de
Hilbert : il montre comment on obtient toutes les formes linéaires continues sur un espace de
Hilbert.

Théoréme 2.3.1 (Riesz-Fréchet). Soit (H, (.|.)) un espace de Hilbert. Pour toute forme linéaire conti-
nue @ sur ‘H, il existe un unique vecteur v € H tel que :

Vue M, p(u) = (ulv).
De plus,
el = lvll.

Démonstration : Si ¢ = 0, alors v = 0 convient. On peut donc supposer que ¢ # 0.

Soit ug € H tel que @(up) # 1. En particulier, comme ¢ # 0, Ker¢ # H, et puisque
(Ker @) ® (Ker ¢)* = H, on peut trouver unélément non nul vy de (Ker ¢)*.

Par ailleurs, comme ¢(ug) # 1, pour tout u € H, u — ¢(u)ug € Ker ¢. En particulier,
u — ¢(u)ug L vo. Soit encore,

0 = (u— @(u)uolvo) = (ulvo) — ¢(u)(uol|vo).

De 14, si (ug|vg) = 0, on en déduit que pour tout u € H, (u|vg) = 0 ce qui entrainerait que
vg = 0. Cela est absurde, donc (ug|vg) # 0. Alors, en réutilisant la relation ci-dessus, on

obtient,
(u]0)
VueH, o(u) = = (ulv
pl) = s = (ul)
oul'onaposév = % Cela prouve l'existence de v.

Pour prouver 1'unicité de v, supposons qu’il existe deux vecteurs v; et v, vérifiant pour
tout u € H, p(u) = (u]v1) = (u|vz). Alors, pour tout u € H, (u|v; — v2) = 0 ce qui entraine
que v1 — vy = 0 soit encore v = vy.

Enfin, on a

llglll = sup |p(u)] = sup [(ulo)] = ||vf].

[l [=1 (ful]=1
En effet, par Cauchy-Schwarz, [(u[v)| < [[u|| - [|v|| dot sup,,, _; |(u]0)] < [[v]|. De plus,
pour u = ﬁ, le sup est atteint, d’ot1 I'égalité.

0
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2.3.2

Existence et propriétés de 1’adjoint d"un opérateur borné

Nous allons maintenant définir ’adjoint d"un opérateur borné qui généralise a la dimension
quelconque la transposée d"une matrice réelle ou la transconjuguée d"une matrice complexe.

Proposition 2.3.2. Soient H un espace de Hilbert et soit T € L(H). Il existe un unique opérateur
T* € L(H) tel que

Vue H, Yve H, (Tulv) = (u|T*v). (2.4)

Démonstration : Soit v € ‘H. Alors, ¢, : u — (Tu|v) est une forme linéaire continue sur ‘H. En

effet, on applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz et on utilise le caractere borné de T. Par
le théoreme de Riesz de représentation des formes linéaires continues, il existe un unique
vecteur w € H tel que, pour tout u € H, ¢, (1) = (u|w). Posons T* : H — H, T*v = w.

T* est linéaire. En effet, si v1,v, € H et A{,A» € C, alors soit v = Aqv1 + Apvp et wy =

T*(v1), wp = T*(v2), T*(v) = w. Alors,
Vue H, (u|lw) = (Tu|v) = (Tu|A o1 + A202) = A (Tulvy) + Az(Tulvy)
= X1(M|ZU1) +X2(M|ZU2) = (M|A1W1 + /\2W2).

Donc, w — Aywy — Awy € HE = {0} et w = Aywy + Ayw; et T* est linéaire.
T* est borné. En effet, soient u,v € H, |u|| < 1et |v| < 1. Alors,

|(u[T*0)| = [(Tulo)| < [Tu] o] < [[[T]]]

Dong, en prenant u = ”%:%, pour toutve H, ||v| <letT*v #0, |[T*v| < |||T]||-Sive H
est tel que T*v = 0, I'inégalité est encore vérifiée. On obtient donc |||T*||| < |||T]|| et T*
est borné.

Enfin, pour l'unicité, si T} et T vérifient (2.4), alors, pour tous u,v € H, (u|(T} — T, )v) =
0,donc T} — Ty = 0.

0

Définition 2.3.3 (Adjoint). L'opérateur borné T* € L(H) est appelé adjoint de 'opérateur T.

Proposition 2.3.4 (Propriétés algébriques de 1’adjoint). Soient T, T1, T € L(H) et A € C. Alors,

1

2
3
4
5

A+ D) =T +T5;
(AT)* = AT*;
 (TIT)* = T} T}
ATH* =T,

. si T a un inverse borné T—1, T* a aussi un inverse borné et (T*)~1 = (T~1)*.

Démonstration : Les deux premiers points proviennent de la semi-linéarité a droite du produit

scalaire. Pour le troisieme point, onécrit, pour tous u,v € H, (T1Tou|v) = (Tou|T{v) =
(u|T; Tifv). Le quatrieme point s’obtient en remarquant que, dans (2.4), les vecteurs u et v
jouent le méme role et (Tu|v) = (u|T*v) pour tous u,v € H si et seulement si (T*u|v) =
(u|Tv) pour tous u,v € H en passant aux conjugués. Enfin, pour le dernier point, de
TT! = I = T !T on déduit par passage a I'adjoint que T*(T"1)* = I* = [ = [* =
(T-H)*T*.

0
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Proposition 2.3.5 (Propriétés métriques de 1’adjoint). Soit T € L(H). Alors,
LT[ = [Tl
2. [[IT*T||] = [ T|I>>
Démonstration : D’apres la démonstration de la proposition 2.3.2, |||T*||| < |||T|||. Puis, en ap-
pliquant cette inégalité a 'opérateur borné T* et en utilisant le fait que (T*)* = T, on
obtient aussi |||T||| < |||T*|||, ce qui prouve le premier point. Pour le second point, on a
tout d’abord, |||T*T||| < [||T*||| - ||T||| = |||T|||>- Réciproquement, siu € H, |[u| =1,
| Tul* = (Tu|Tu) = (T*Tulu) < || T*T]I|,

done [||T||* < [[|T*T]]I.

Proposition 2.3.6 (Propriétés géométriques de 1’adjoint). Soit T € L(H). Alors,
1. Ker T* = (ImT)" et (Ker T*)* = ImT;
2. si F < H est un sous-espace vectoriel stable par T, alors F~ est stable par T*.

Démonstration : u appartient a (ImT)" si et seulement si, pour tout v € H, (u|Tv) = 0, ce
quiéquivaut a ce que, pour tout v € H, (T*ulv) = 0. C’estéquivalent a T*u = 0, soit
encore u € Ker T*. La seconde propriété provient de la proposition 2.2.5.

Pour le second point, soit v € F- et u € F. Alors Tu € F, donc (T*v|u) = (v|Tu) = 0. Donc
T*v e F*.

O

Définition 2.3.7. Un opérateur T € L(H) est dit auto-adjoint lorsque T = T*.

Les opérateurs auto-adjoints sont la généralisation des matrices symétriques a la dimension
infinie. Ils jouent un réle majeur en analyse fonctionnelle et en physique mathématique (en
particulier en mécanique quantique). On peut démontrer un théoreme de structure sur ces
opérateurs qui affirme que tout opérateur auto-adjoint est diagonalisable, en un sens a préciser
en dimension infinie. Un premier exemple d’opérateur auto-adjoint est celui de projecteur or-
thogonal.

Proposition 2.3.8. Soit T € L(H) un opérateur auto-adjoint. Alors, pour tout u € H, (Tu|lu) € R.

Démonstration : Comme T = T*, (Tu|u) = (u|Tu) = (Tu|u) et (Tulu) € R.

2.3.3 Théoréeme de Lax-Milgram

Nous terminons par une autre application du théoreme de Riesz-Fréchet.

Théoreme 2.3.9 (Lax-Milgram). Soit a : H x H — C une application linéaire a gauche et semi-
linéaire a droite. On suppose que a est continue au sens ot

1C; >0, Vu,ve H, |a(u,v)| < Cllul| - ||v]].
On suppose également que a est coercive :
3Co > 0, Yu e H, |a(u,u)| = Cyo||u|*.
Alors, pour toute forme linéaire continue ¢ sur ‘H, il existe v, € H unique tel que :

YueH, a(u,vy) = ¢(u).
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Démonstration : Pour tout v € H, soit ¢, : H — C la forme linéaire définie par ¢, (u) = a(u,v).
Alors, ¢, est une forme linéaire continue et d’apres le théoreme de Riesz-Fréchet, il existe
un unique vecteur wy, dans H tel que, pour tout u € H, ¢, (u) = (u|wy, ).

Soit maintenant l'opérateur T : ‘H — H défini par, pour tout v € H, Tv = wy,. Par
définition,
YueHM, YoeH, a(u,v) = (u|Tv).

De plus, montrons que T est une application linéaire continue et coercive.
Linéarité. Soient u,v1,v, € H.On a
(u|T(v1 +v2)) = a(u,v1 +v2) = a(u,v1) +a(u,v2) = (u|Tor) + (u|Tvy) = (u|Tvy + Tv).

Comme cela est vrai pour tout u € H, on T(’UL +vp) = Tvy + Tvy. De méme, si A € C et
siu,ve H, (u|T(Av)) = a(u, Av) = Aa(u,v) = AMu|Tv) = (u|ATv). La encore on en déduit
que T(Av) = ATv.

Continuité. On a (voir preuve du théoréme de Riesz et utilisation de Cauchy-Schwarz)

VoeH, ||To|| = ||Sl|1|P |(u|To)| = HSIJP |a(u, v)| < Cl[o]] - [Ju]| = Cllo]].
ul|=1 ull=1

D’ou1 la continuité de T.

Coercivité. Ona: Vu € H, |(Tulu)| = |(u|Tu)| = |a(u, u)| = C|lu||*.
Comme T est linéaire continue et coercive, elle est bijective. Soit donc ¢ une forme linéaire
continue sur H. Par le théoréeme de Riesz-Fréchet, il existe un unique vecteur w, € H tel
que, pour tout u € H, ¢(u) = (u|wy). Soit v, I'unique antécédent de wy, par T : Tvy = w,.
Alors,

VueH, p(u) = (ulwy) = (u|Tvy,) = a(u,vy).

Ainsi, v, est le vecteur recherché.

2.4 Bases hilbertiennes

Il s’agit ici de généraliser la notion de base orthonormée d’un espace euclidien ou hermitien, qui
sont de dimension finie par définition. Le passage a la dimension infinie entraine 1’apparition
de phénomenes nouveaux : les bases hilbertiennes que nous allons définir ne sont jamais des
bases algébriques (familles libres et génératrices) de ’espace vectoriel sous-jacent a un espace
de Hilbert lorsque celui-ci n’est pas de dimension finie.

2.4.1 Définition et inégalité de Bessel
Définition 2.4.1 (Base hilbertienne). Soit (#, (.|.)) un espace de Hilbert. Une famille (e;);c; de vec-
teurs de H est dite

1. orthogonale si (e; | ej) = 0 pour tousi,j € I tels que i + j;

2. orthonormée si (e; | ej) = 0 pour tous i, € I tels que i = jet (e;|e;) = 1 pour toutie I;

3. totale si vect((e;)ier) est dense dans H.

On appelle base hilbertienne de H une famille orthonormée totale de vecteurs de H.
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Proposition 2.4.2. 1. Toute famille orthonormeée est libre.

2. (e;)ier est une famille totale si et seulement si la condition ((x | e;) = 0 pour tout i € I) implique
x=0.

Démonstration : 1. Rappelons qu’une famille est dite libre lorsque toute combinaison linéaire
finie nulle est & coefficients tous nuls. Soit | I une partie finie et soit > ;c; Ajej = 0
une combinaison linéaire nulle. Alors, pour tout jo € [,ona 0 = (Zje | Ajejlej)) =
Zje] /\j(e] | e]b) = /\Jb'

2. Notons F = vect((e;)ier). Rappelons que F est dense dans H si et seulement si F- =
{0}. Soit x € H tel que, pour touti € I, (x|e;) = 0. Alors x € F', donc x = 0.
Réciproquement, soit x € FL. Alors en particulier (x|¢;) = 0 pour tout i € I, donc
x = 0 par hypothése. Donc F+ = {0}.

0

Théoreme 2.4.3 (Orthonormalisation de Gram-Schmidt). Considérons (f,), une suite totale d'un
espace de Hilbert séparable H. Construisons une famille (e, ), par le procédé suivant :
— e = fo/| fol| (on peut toujours se ramener a fo non nul).
— Sie,..., e, ont été définis, on définit e, en considérant fy, le premier vecteur de la famille
(fn)n qui est indépendant de (eo, . .., en), et on pose

i1 =fu— D, (fuledei, eni1 = Sl

o<i<n Hg”l+1 H .
La famille (ey,), ainsi obtenue est une base hilbertienne de H.

Démonstration : Quitte a enlever les éléments de la famille qui sont des combinaisons linéaires
(finies!) des éléments précédents, on peut considérer que la famille (f,), est linéairement
indépendante. Le procédé d’orthonormalisation nous fournit alors simplement une base
orthonormée de Gy = Vect(fo, ..., fn) et les espaces Gy et Vect(ey, ..., en) coincident.

O

On admet le résultat suivant qui releve du théoreme de Zorn.
Théoreme 2.4.4. Tout espace de Hilbert non réduit a {0} possede une base hilbertienne.

Remarque 2.4.5. Comme on a besoin du lemme de Zorn (axiome de choix), le procédé n’est plus
constructif, ce qui n’a pas un grand intérét pratique. Par ailleurs, en utilisant ce méme lemme de Zorn,
on peut construire une base algébrique de H vu comme un simple espace vectoriel. Les deux n’ont au-
cune raison de coincider : on peut par exemple montrer que toute base algébrique de > a un cardinal qui
est la puissance du continu (le cardinal de R). Notons qu’il n’est pas tres difficile de montrer qu’'une
telle base ne peut avoir un cardinal dénombrable : en effet, si c’est le cas, 'espace £ est la réunion des
espaces vectoriels de dimension finie engendrés par les N premiers vecteurs de la base. Ces espaces sont
d’intérieur vide, donc leur réunion est aussi d’intérieur vide (conséquence du théoreme de Baire). Mais
0% n’est certainement pas d'intérieur vide...

Proposition 2.4.6. Tout espace de Hilbert dénombrable est isométrique a £>(IN).

Démonstration : Il suffit de mettre en relation les bases hilbertiennes pour obtenir une isométrie.

0
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On termine cette partie par un résultat qui peut étre tres pratique pour la suite.

Proposition 2.4.7 (Inégalité de Bessel). Si (¢;);c; est une famille orthonormée d'éléments de H, alors,

pour tout x € H, la famille (|(x|¢;) |2)].e] est sommable dans R et on a

DolxlenP < [

J€J
Démonstration : Pour toute partie finie F < |, posons y = x — >, (x| e)ex. Alors (y|e)) = 0
pour tout [ € F, donc

2

= IyI? + D] e = D7 1(x e

keF keF

2 2
[ x]* = lyl” +

Z(X | ex)ex

keF

L’ensemble des sommes finies d’eléments de la famille de nombres réels positifs (|(x | ej) |2)]. e
est donc majoré. Cette famille est donc sommable dans R et onabien > ;e |(x | ;) > < x|

0

2.4.2 Projection sur une base hilbertienne

On généralise ici la notion de coordonnées dans une base algébrique en dimension finie au
cas des coordonnées dans une bases hilbertienne en dimension infinie.

Théoreme 2.4.8. Soit (¢j)je; une famille orthonormée d’éléments de H. On note Fy = vect((e;)je;) et
I1g, la projection orthogonale sur le sous-espace vectoriel fermé Fj. Alors, pour tout x € H, la famille
((x|ej)ej)j€] est sommable dans H et on a

D (x[ej)ej = I (x).
jel

Démonstration : 1. Sommabilité de ((x|ej)e;) ;. On va montrer que la famille ((x|ej)e;)

el oy est
sommable dans H, qui est complet, ]erll montrant qu’elle vérifie la condition de Céu]chy.
Soit & > 0. D’apres I'inégalité de Bessel, la famille (|(x |¢;) |2)]. ¢; est sommable dans RR.
Elle vérifie donc la condition de Cauchy : il existe une partie finie Jo de | telle que,
pour toute partie finie J; ¢ | ne rencontrant pas Jo, >jej, | (x| ¢j)|* < €% Puisque la

famille (e;)je; est orthonormée, on a

| 2 (xlepeil = 3 (1xlep)Pleil?) = 20 1(x lep)l?

j€h jeh jeh

2x|e] Z|x|e] )2 <e.
jeh J€h

vérifie la condition de Cauchy et est donc sommable.

et on en déduit que

Done ((x | ej)ej)j€]

2. Détermination de la somme. La famille ((x|ej)e;), étant sommable, une quantité au

jel
plus dénombrable des (x| ¢;)e;, donc des (x| ¢j), sont non nuls. Par définition de F; =
vect((ej)jer), on a donc bien Y. (x |ej)e; € Fj. De plus, siy € Fj, alors y = Y ey
avec une quantité au plus dénombrable des y; qui soient non nuls et on a donc, par
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continuité de (. |.), pour tout j € ], (¢j|y) = 2ic; Vi(ej|er) = ¥j. Par suite, toujours par
continuité de (.|.), on a

(x =2 (xleei|y) = (xly) = 2 (xlepleily) = (x]y) =D (x1e)F

jel jel jel
= (xly) = (xlyje)

i€l
= (x]y) — (x| Zy]e]

J€J
= (x]y) = (x[y) =0,
et ceci pour tout y € Fj. Donc x — ;. (x| e))e; € FIL. D’apres le théoreme 2.2.2, on a
donc bien Zjej(x lej)ej = T1g (x).

O

Lorsque 'on applique ce théoréme au cas d"une base hilbertienne on obtient le résultat suivant
qui généralise directement la notion de coordonnées en dimension finie.

Corollaire 2.4.9. Soit (e;)ie; une base hilbertienne de H. Pour tout x € H, la famille ((x | ei)ei) est

sommable dans H et on a
Z(x |ej)e; = x.

i€l

iel

On dit que les x; := (x|e;) sont les coordonnées de x dans la base hilbertienne (e;)ie;.

Démonstration : C'est le théoréme 2.4.8 appliqué dans le cas ot la famille (e;)c; est en outre
totale, de sorte qu’ici F; = H et g =1 dy.

OJ

Ainsi, étant donnée une base hilbertienne (¢;);c; de H, tout vecteur x de H est limite d’une suite
bien déterminée d’éléments de vect ((ei)ie 1) . Plus généralement, si F est un sous-espace vectoriel
fermé de H et ((¢;) ) une base hilbertienne de F, le théoreme 2.4.8 donne une formule explicite
pour le projeté orthogonal sur F d"un vecteur x de H. Ces formules généralisent des formules
déja connues en dimension finie : les sommes finies y sont remplacées par des limites.

2.4.3 Théoréme de Parseval

Corollaire 2.4.10. Soit (e;);c; une base hilbertienne de H.
1. Pour tous x,y € M, la famille ((x | e;)(e; | y)),.; est sommable dans K et on a

Dxleeily) = (x[y).
iel

En coordonnées dans la base hilbertienne (e;)e;, cela s’écrit

(x|y) szyz

iel

2. Pour tout x € H, la famille (| (x | e;) |2)ie[ est sommable dans R et on a

Z (x| er)> = [ x| (égalité de Parseval).

iel
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Démonstration : 1. Ona, pour touti € I, |(x|e;)(ei | y)| < 5(|(x|e) > +]|(ei | y)[?). Or les familles
(I(x|e)l?) ., et (I(ei |y)?),.; sont sommables d'apres I'inégalité de Bessel (voir Propo-
sition 2.4.7). Donc ((x | ¢;)(e; | y))ie ; est absolument sommable dans KK, donc sommable
dans K. Puisque, d’apres le corollaire 2.4.9, x = >, (x|ei)ej ety = >/ (v | ¢j)ej (avec
une quantité au plus dénombrable de termes non nuls dans chacune de ces sommes),
on a, par continuité de (. |.),

(x[y) =Y Y (xledyle)eile) = Y (x| elely)).

iel jel iel
2. C’est le point 1 lorsque x = y.

0

Ce résultat n’est autre que le théoreme de Parseval que vous connaissez pour les série de Fou-
rier énoncé dans le cadre général des bases hilbertienne. Il sera rappelé dans le prochain cha-

pitre.
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Chapitre 3

Séries de Fourier

3.1 Série de Fourier d'une fonction périodique

L’objectif de ce chapitre est de montrer que 1’on peut, sous certaines hypothéses, décomposer
toute fonction périodique comme une somme (infinie) de fonctions périodiques élémentaires,
les x - " pour n € Z ou les x > cos(nx) et x — sin(nx) pour n € IN.

Ainsi, on souhaite pouvoir écrire, pour f : R — C, 27r-périodique,

VxeR, f(x) = Z c el
nez

ou
VxeRR, f(x)=ap+ Z ay cos(nx) + by sin(nx).

n=1

L'idée de cette décomposition est de Joseph Fourier (1768-1830) qui 'utilisa dans son étude
de I’équation de la chaleur.

Si on considere un polynome trigonométrique
N
P = Z a, cos(n-) + by sin(n-)
n=0

ou une série trigonométrique
Z ay cos(n-) + by sin(n-)

n=0

qui converge uniformément sur une période (par exemple |7, 77]) vers f, on peut essayer de
trouver une expression des coefficients a, et b, en fonction de P ou de f.

Nous allons pour cela utiliser la propriété d’orthogonalité de la famille {(cos(#-), sin(n-)},=0.
Soit m # 0. Par linéarité de la somme et convergence uniforme (qui permet d’intégrer la
série terme a terme) pour calculer

fﬂ f(x) cos(mx)dx

il suffit de calculer pour tout n,
7T

fﬁ (a, cos(nx)) cos(mx)dx = ay, f %(cos(m + n)x + cos(m — n)x)dx

—T7T —7T
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Sim =+ n, on trouve 0. Si m = n, on trouve
7T

Jn (a, cos(nx)) cos(nx)dt = anf 1(cos(an) +1)dt = may,.

_n 2

Un calcul analogue montre que les termes de la forme

Jn (by sin(nx)) cos(mx)dx

—7T
sont tous nuls. -
Sim = 0, on obtient directement que f(x)dx = 27may.
—7T

On a donc
ma, si o m#0
2mtag si m =0

J:Tf(x) cos(mx)dx = {

On peut faire de méme pour trouver les coefficients b, en multipliant par sin(mx) dans
I'intégrale.

On peut effectuer le méme calcul pour obtenir les coefficients complexe c,. Cela conduit a
poser :

Définition 3.1.1. Soit f une fonction continue par morceaux et périodique de période 27t. Les coeffi-
cients de Fourier complexes de f sont :
1 27T -
YneZ,c = — e dt.
i) =5 ), fltre

Les coefficients de Fourier réels de f sont :

ao(f) = % J:;f(f)dt, Vn =1, an(f) = ij_ﬂﬂf(t) cos(nt)dt

et Yn =1, b,(f) = 711[” f(t) sin(nt)dt.

Les coefficients de Fourier d"une fonction périodique ont un comportement asymptotique
qui dépend de la régularité de f.

Lemme 3.1.2 (Riemann-Lebesgue). Soit f une fonction intégrable sur un intervalle |a, b| (ou sur R).
Alors

Appliqué a une fonction f continue par morceaux et 27t-périodique, on obtient que :

|n|]—+o0

et
an(f) —— 0, et b,(f) —— 0.

n—+a0 n—+a

On peut aller plus loin, on considérant des fonctions de classe C?.
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Proposition 3.1.3. Soit f une fonction 2mt-périodique et de classe CP sur R. Alors, a l'infini,

N =0 ().

an(f) =o0 (;p) et bu(f)=o (;p) .

Ce qu’il faut retenir, c’est que le comportement asymptotique des coefficients de Fourier est
directement lié a la régularité de f.

Définition 3.1.4. Soit f une une fonction continue par morceaux et périodique de période 27t.

1. La série de Fourier complexe de f est la série indexée par Z,

D en(fle .

nez

2. La série de Fourier réelle de f est la série

ao(f) + Y. an(f) cos(n-) + bu(f) sin(n-).

nz=1

3. Pour tout n € IN et tout x € IR, on pose

n

Su(F)(x) = D) al(fe™

k=—n
dans le cadre complexe et

n

Su(f)(x) = Y ax(f) cos(kx) + bi(f) sin(kx)

k=0

dans le cadre réel. Ce sont les sommes partielles des séries de Fourier complexes et réelles respectivement.

3.2 Convergence ponctuelle des séries de Fourier

ATaide des formules des coefficients de Fourier, on peut associer a chaque fonction périodique
une suite de coefficients. Pour que cette notion soit utile, il faut pouvoir “reconstruire” la fonc-
tion périodique a partir uniquement de la donnée de ses coefficients de Fourier.

On se pose donc la question de la convergence de la série de Fourier (réelle ou complexe)
d’une fonction périodique f vers la fonction f.

Cette question admet plusieurs réponses, suivant la régularité de f et suivant le type de
convergence voulue. Nous commencons par donner une réponse en terme de convergence
simple et uniforme, nous verrons ensuite ce qu'il se passe pour la convergence en moyenne
quadratique.
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Théoréme 3.2.1 (Dirichlet 1). Soit f une fonction 2m-périodique et C* par morceaux. Alors sa série de
Fourier converge simplement vers f la régularisée de f définie par :

VxeR, f(x) = 2(f(x) + f(x).

Démonstration : On considére la somme partielle
1 27T n(r—t) 1 27T in(x—t)
S = — HemC—Hgp = — t in(x=t) \ g¢,
VMA@ = X 5| e T RNICI I
[n|<N In|<N
et en réexprimant la somme trigonométrique, on obtient

1 (?" sin(n + %)(x —1)

SN = o | A0 L
Par changement de variable,
1 (x+er sin(n + 3)u
Sn(f)(x) = P flx— u)T(E)Zdu,
b 2
et par périodicité,
1 (7" sin(n + 3)u
Sn()(x) = 27 ), (x — “)?(%)d”-

Notons qu’on peut aussi intégrer sur | — 71, 77| et symétriser, pour obtenir

sin(n + 3)u
u

du.
sin(%)

SN = o [ () + £ = w)

C’est la formule de Dirichlet. Montrons donc la convergence simple : si on prend f = 1
dans la formule ci-dessus, il vient
1 (7 sin(n+ 3)u

Sn(1)=1=—

du.
27 Jo © sin(%) "

Donc 1
Rn(f) =Sn(f) = 5(f(x") + f(x7))
_sin(n+1)u

—o | e+ = = ) - )
Appelons g(u) = (f(x +u) + f(x —u) — f(x7) — f(x7)) /sin(%). Cette fonction est conti-

nue par hypotheése (écrire un DL de g en u = 0), donc on peut appliquer le lemme de
Riemann-Lebesgue et conclure a la convergence simple.

sin(%) du.

O

Ainsi, sous les hypotéses du théoreme de Dirichlet, en tout point de continuité de f, sa série
de Fourier converge simplement vers f. En tout point de discontinuité de f, sa série de Fourier
converge vers la moyenne de ses limites a gauche et a droite (celles-ci existent car la fonction
est C! par morceaux donc continue par morceaux).
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Proposition 3.2.2. Si (cy(f)),cz € (X(Z), alors Sy(f) = 2pnj<n Cn{f)en converge uniformément
vers f sur R.

Démonstration : 1l s’agit d"une application directe du critere de Cauchy uniforme.

O

Remarque 3.2.3. Cette condition est facilement vérifiée si par exemple f € C?, puisqu’alors c,(f) =
O(L).

n2

Théoréme 3.2.4 (Dirichlet 2). Soit f une fonction 27t-périodique, continue et C' par morceaux. Alors
sa série de Fourier converge uniformément vers f sur tout compact.

Démonstration : Pour simplifier, on fera juste C!, sinon il faut découper en intervalles sur les-
quels la fonction est C!. On integre par parties le coefficient,

B 1
- 27tin

2 1 —int 1 !
cn(f) ; femdt = —cen(f).

On utilise Parseval puisque f’ est continue, donc dans L?([0, 27t]). Alors 3, |cu(f')|? converge,
donc en utilisant Cauchy-Schwarz, on en déduit la convergence dans ¢! des ¢, (f). On ap-
plique enfin la proposition précédente.

0

Le simple fait de rajouter la continuité de f fait que la convergence n’est pas seulement
simple vers f, mais elle devient uniforme.

Ce théoréeme donne un excellent cadre a la reconstruction des fonctions car la convergence
uniforme permet aussi, par exemple, de faire des intégrations terme a terme de la série de
Fourier.

Théoreme 3.2.5 (Fejer). Soient n > 1, x € R. On pose

510/) (%) + Sa(f)(x) + . + Su(f) (%)

n

ou(f)(x) =

que I'on appelle la moyenne de Césaro de la suite (S,,(f))n=o0-
1. Si f est continue, (0, (f))n>1 converge uniformément vers f.
2. De plus,

[ ontrre — sopax o

—T7T

Démonstration : En utilisant la formule de Dirichlet, il vient

" "=l sin 1
ou(f) = ;ﬂjo (Pt u) + fr—uy Y St 2

5 sin(%)
1 (7 in? (2
=5 ) (f(x—l—u)—i—f(x—u))sslil;z((zl))du.

On a gagné le caractere positif de la fonction sous le signe somme. Par continuité uni-
forme,
Ve >0,¥xeR, 36, VueR, |[f(x+u)+ f(x —u)—2f(x)| <e.
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Dong, en posant h(x,u) = f(x+u) + f(x —u) —2f(x)

1 6 2(nu S Qi ( i
J h(x, u) %(f)d“ <t f 81‘112( i )du,
271tn ) sin (j) 21n Jy sin (f)
donc ,
f hx sm %)du L€ Jn sin (%)du _ E,
27m 511'1 %) 21n Jy sinz(%) 2

en se souvenant que 0,(1) = 1. Pour l'autre partie, on remarque que h(x, 1) est une fonc-
tion bornée (disons par M), et on minore le s1n2( ‘) par st(g)

27T s a2 nu T
o [T Pl <L [l <
; : 02 b "

21n 2711 sin?

d’ot1 'on en déduit la convergence uniforme et le second point.

0

Le théoréme de Féjer nous dit donc que si f n’est pas C! par morceaux mais tout de méme
continue, on peut conserver une convergence uniforme de la série de Fourier vers sa somme,
mais avec une convergence “au sens de Césaro”.

Une conséquence du théoréme de Féjer est que toute fonction continue et périodique sur
R est limite uniforme de polyndmes trigonométriques. Par restriction, toute fonction continue
sur un intervalle compact est encore limite uniforme de polyndmes trigonométriques. Il s’agit
du théoréme de Weierstrafs trigonométrique.

3.3 Théorie L? des séries de Fourier
Nous allons voir dans ce chapitre comment les résultat obtenus au chapitre précédent sur les

bases hilbertiennes s’appliquent directement au cas de l'espace de Hilbert LZ([0,27]) pour
donner les résultats classiques sur la théorie L? des séries de Fourier.

3.3.1 Base hilbertienne de LZ([0,27])

On rappelle que le C-espace vectoriel L2 ([0,27]) des fonctions de carré intégrable sur [0, 27]
et a valeurs dans C muni du produit scalaire

27T -
vf.g e LE([0,27]), (fIg) = .t (x)g(x)dx

est un espace de Hilbert. On note || ||» la norme associée a son produit scalaire.

Définition 3.3.1. Un polynome trigonométrique est une fonction de la forme
VxeRR, f(x) Z a,e™, avec a, € C et N € IN.

Théoréme 3.3.2. Soit P le C-espace vectoriel des polynomes trigonométrique sur R. Alors P est dense
dans LZ.([0,27t]) pour la norme induite par le produit scalaire.

page 88 Analyse MACS1



3.3 Théorie L? des séries de Fourier

Démonstration : P est dense dans les fonctions continues sur [0, 27| et on peut montrer que cet
espace de fonctions continues est dense dans LZ ([0, 277]).

0

On déduit de ce théoréme la construction d’une base hilbertienne explicite pour LZ ([0, 27]).
Proposition 3.3.3. On définit, pour tout n € Z, la fonction e, par

1
V21T

Alors (en)nez est une base hilbertienne de (LZ([0,27]), (.].)).

inx

Vx e [0,27], en(x) =

e

Démonstration : Tout d’abord, il est clair que ||e,||2 = 1 puisque |e,(x)| = 1 pour tout x. Puis, si

m # n,ona
1 27T

(emlen) = oy ey = (.
0

Donc (e, )nez est une famille orthonormée. Elle est de plus totale d’apres le théoreme 3.3.2.

O

3.3.2 Convergence L? et théoreme de Parseval

On va maintenant appliquer les résultats du chapitre précédent a la base hilbertienne (e;)ez.
On remarque que I'on peut interpréter les coefficients de Fourier en terme de produit scalaire.
En effet, il est immédiat que :

1

VneZ, cu(f) = E(ﬂen)-
On remarque également que
N
VNeN, Sy(f) = . (flen)en.
n=—N

On peut donc interpréter Sy f comme étant la projection orthogonale sur le sous-espace vecto-
riel de dimension finie vect(e,, —N < n < N) (qui est donc fermé).

On peut montrer en utilisant directement les résultats du chapitre précédent que la suite des
sommes partielles de Fourier de f converge vers f dans LZ ([0, 27]) et que 'on a une relation de
Parseval entre la norme L? de f et la somme des modules au carré des coefficients de Fourier

de f.
Théoréme 3.3.4. Soient f et g dans LZ([0,27t]). Alors,

1.
lim |If = Snfl3 =0,
—>0

(flg) =27 ) eul(f)en(9),

nez
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S len(FIP = 5-1If1B

nez

Démonstration : Le point 1 n’est autre que le corollaire 2.4.9 appliqué a la base hilbertienne
(en)nez. Les points 2 et 3 sont les points 1 et 2 du corollaire 2.4.10 eux aussi appliqués a la
base hilbertienne (e;),cz.

0

3.4 Espaces de Sobolev

De nombreux problemes issus de la physique mathématique se modélisent par des équations
différentielles ou plus généralement des équations aux dérivées partielles. Le cadre fonctionnel
des espaces de Hilbert est tres pratique pour aborder ce type de questions, mais les espaces de
fonctions comme C!, C" ne sont pas hilbertiens, et L2 n’est pas suffisant. Ceci motive l'intro-
duction d’espaces hilbertiens qui se comportent “bien” par rapport aux dérivations.

Définition 3.4.1. Soit I =|a, b| un intervalle (non nécessairement borné). On appelle espace de Sobolev
HY(I) I'ensemble des fonctions continues et de carré intégrable sur I, telles que f € H'(I) puisse s’écrire

f(x)=C+ f oyt

o CeC,cel etgeL(I).
Proposition 3.4.2. La fonction g associée i f dans la définition précédente est unique dans L2.

Démonstration : Si f(x) = C' + {’, h(t)dt, alors, pour ¢ < ¢,

U

J (g—h)dt:C'—C—i-f g(t)ydt =0,
c c

en prenant x = ¢’. Donc g — I est orthogonale a toutes les indicatrices 1j~ ] donc par
combinaison linéaire a toutes les fonctions en escalier de I. Par densité de ces dernieres,
on en déduit que g —h = 0.

O

Cela permet de dire que g est la dérivée faible (ou généralisée, ou au sens L?) de f, on la
notera par abus de notation, f'.

Proposition 3.4.3. Pour toute fonction f € H'(I), ona

f) = fFOI < A/lx=yllfl2 et [ flloo < (If]2 + 1]2)-

Démonstration : La premiere inégalité est une conséquence de 1’ inégalité de Schwarz appliquée

N

a

ﬂm—ﬂw=ffwa

On remarque donc que f est non seulement continue, mais holderienne d’exposant 1.
Ensuite, recouvrons I par des intervalles finis J]. On a, pour x,y € |

fI < [fW)l+ J: £l < F )+ T121F
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donc en intégrant sur | par rapport a y, on obtient

IIf(x)] < j] F)ldy + T121F 12 < 121 Fl2 + T1Z1F ]2

donc,

sup < T2 f 2 + 1L e

En optimisant sur |]| on obtient, par 1'inégalité arithmético-géométrique,

1flloo < 24/1f Rl f'll2 < £ )2+ 1.£ -

Notons aussi que la premiere propriété assure que si a (resp. b) est fini, f a une limite finie
quand x — a (resp. x — b) (en utilisant le critere de Cauchy).

O

Théoréme 3.4.4. L'espace H'(I) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(f18)m = (fI®)12 + (f18)12-

Démonstration : On vérifie aisément qu’il s’agit bien d’un produit scalaire et qu’ainsi H*(I) est
préhilbertien. Reste a montrer qu’il est complet. Considérons une suite de Cauchy (f,)
dans H!(I) : compte-tenu de la définition de la norme associée au produit scalaire, (f;)
et (f}) sont de Cauchy dans L?(I), donc elles convergent dans L?(I) vers des limites f
et g. Pour montrer la convergence dans H?, il faut montrer que f est continue et que g
est sa dérivée faible. En utilisant la proposition précédente, on voit que (f,,) est une suite
de Cauchy pour la norme uniforme, donc elle converge uniformément vers une fonction
continue (qui ne peut étre que f par unicité de la limite). Par ailleurs,

fﬂ—ﬁg

donc on peut passer a la limite dans

1
< lx —yl2|lfy — g2

0 = ) + | fo
y
ce qui acheve la preuve.

0

Remarque 3.4.5. En utilisant la proposition précédente, on voit que l'injection de H(I) dans Cy(I)
(les fonctions continues bornées sur 1) est continue, puisque

Ifleo < AJIFIZ +1£15 = 1 fllen-

Proposition 3.4.6 (Intégration par parties). Considérons f,g € H'(I),a < B € I. Alors
P ’ / B
fe+gf=1fl
o

et fg € H', avec
(f8) = flg+¢'f.
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Démonstration : Supposons que « et B sont finis : on a

flx) = Jf t)dt, et g(x fg dt.

On calcule l'intégrale de la fonction de deux variables f’(x)g’(y) sur le domaine D = {a <
y < x < B} (la fonction est bien dans L!(D)). Par Fubini, on peut intégrer d’abord par
rapport a x ou par rapport a y, et les deux sont égales, ce qui donne la formule demandée.
La formule de dérivation du produit en est alors une conséquence. Si I'un des «, 8 est
infini, on veut passer a la limite : pour cela, montrons que lorsque a ou b est infini, alors
nécessairement f € H'(I) a une limite nulle quand x — a (ou b) : prenons c € I, on vient

de montrer que
F? = fle)? =2 f FOF (Bt

et I'intégrale de droite est absolument convergente lorsque x — a (par Cauchy-Schwarz),
donc f a une limite quand x — a. Mais cette limite est forcément nulle, ou f ne serait pas
de carré intégrable.

0

Définition 3.4.7. On appelle H}(I) le sous-espace de H'(I) constitué des fonctions qui s'annulent aux
extrémités finies de H'.

Remarquons que compte-tenu de la continuité de I'injection de H'(I) dans C,(I), Hi(I) est
fermé, c’est donc un sous-espace hilbertien.

Proposition 3.4.8. Soient f et g deux fonctions de L*(I) telles que

Vh e HA(I), Jf(x)w’(x)dx =— J g(x)w(x)dx
I I

alors f est égale presque partout a une fonction de H'(I) (noté aussi f par abus de notation), et f' =

Démonstration : On la fera uniquement pour I fini. Supposons que I = [a,b], notons G(x) =
§; g(t)dt. On integre par parties dans le membre de droite, et {,(f(x) — G(x))w'(x)dx = 0.

Notons C = (b—a)~ S (f — G)(x)dx. Alors pour tout ¢ € C et toute w € H}, on a

L((f _G)(x) = C)(c + w(x))dx = 0.

11 suffit alors de voir que toute fonction h € L?(I) peut s’écrire ¢ + w’ avec w € H}(I). Une
telle fonction w est donnée par :

Finalement, f(x) — G(x) — C est orthogonale a toutes les fonctions de L?, donc f = G + C
presque partout. Dans le cas o1 I n’est pas fini, on peut refaire le raisonnement sur tout
sous-intervalle fini [«, B] et vérifier que la constante K est indépendante de S.

0

Définition 3.4.9. On appelle H},(O,Zn) le sous-espace de H'(0,27t) constitué des fonctions f qui
vérifient f(0) = f(27).
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3.4 Espaces de Sobolev

C’est, comme H}(I), un sous-espace hilbertien. On peut alors faire le lien entre cet espace et

les séries de Fourier.

Théoreme 3.4.10. Une fonction f 27t-périodique est dans H;(0,27r) si et seulement si ses coefficients
de Fourier vérifient

> in?len(f)PF < oo,

Démonstration : Remarquons que la suite (e}), des fonctions e} = (1 + nz)*%en est une famille

orthogonale de H; (0,27) (remarquer que €,(x) = ine,(x)). Considérons f € H}, par
définition sa dérivée est dans L? et on peut calculer ses coefficients de Fourier en utilisant
le théoréme d’intégration par parties, pour n # 0 :

1 27T .
() = 5 | S0 Mt = inco(f)

donc comme c,,(f') est dans £2(Z), 1a suite (c,(f)) vérifie bien la condition du théoreme.
Réciproquement, si la condition est vérifiée, on calcule la norme H! d’un paquet de Cau-

chy,
q

1Sg(f) = Sp(NFn = 25 L +nD)lea(HP,

n=p+1

donc les sommes partielles convergent vers f dans H'. La convergence dans H! implique
celle dans L2, donc f = f presque partout (avec égalité si 1" on suppose au préalable que
f est continue). Pour finir, on remarque que la somme partielle Sy(f) est

Sn(f) = D) (flen)enen,

[n|<N
ce qui montre que la famille (e}), est totale, donc est une base hilbertienne de H;(O, 27).
0]

On peut définir des espaces de Sobolev d’ordre plus élevé, H2, H, ... de la méme maniére.

Nous en verrons une généralisation 1’an prochain dans le cours de Distributions.
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Chapitre 4

Calcul différentiel

Commengons par quelques rappels :

- Si (E, d) est un espace métrique et F un espace vectoriel normé, 'ensemble C)(E, F) des
fonctions continues bornées de X dans F est un espace vectoriel normé si on le munit de la
norme de la convergence uniforme,

Iflco = Iflcocx,py = 1 floo = sup acoli>
X€

- Un espace vectoriel normé (E, || - |) est appelé espace de Banach s’il est complet pour
la distance d(v,w) = |v — w|E, ¢’ est-a-dire si toute suite de Cauchy (u,) de E vérifiant par
définition,

Ve >0,AN e N, Vn,m = N, |u, —um|g <e,

converge vers un u € E.
- Une propriété facile mais tres utile des espaces de Banach est la suivante : si (1,) est une
suite de E telle que,

0
D lualle < oo,
n=1

alors la série > u, converge dans E, c’est-a-dire que la suite Z,Ij=1 u, converge dans E quand N
tend vers l'infini, vers un élément que 1’on convient de noter Zle Uy

-Si (E, d) est un espace métrique et F un espace de Banach I’ensemble C{(X, F) des fonctions
continues et bornées de X dans F est un espace de Banach pour la norme | - | que nous avons
définie auparavant.

- De méme si E est un espace vectoriel normé et F un espace de Banach, I'ensemble L.(E, F)
des applications linéaires continues de E dans F est un espace de Banach si on le munit de la
norme d’opérateurs || - || = | - |z, (&,p)-

- Une conséquence de ce dernier fait est la suivante : I'ensemble des applications linéaires
continues inversibles et dont I'inverse est continu d"un espace de Banach E dans lui-méme est
un ouvert.

- En fait si u est une application linéaire continue inversible d'un espace de Banach E dans
lui-méme, son inverse est automatiquement continue (mais c’est un théoréme sensiblement
plus difficile & démontrer. La démonstration nécessite le théoreme de Baire).

Montrons I’avant-derniére propriété.

Lemme 4.0.1. Supposons que u € L.(E, E) soit inversible (et donc d’inverse continu) et notons h un
élément de L(E, E) tel que, ||| < [|u=(|~1. Alors, (u + h)~"! existe et est dans L.(E).
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Démonstration : D’ aprés 'hypothese faite sur h, [|u=t o h|| < [[u=Y| - ]| < flu=Y - [JuY)~! <
1. Donc,

Q0
Dillu=t o hF < oo
k=0

Par conséquent, Z,{V:O(—l)k(u_l o h)¥ a une limite quand N tend vers l'infini. Mais un
calcul simple montre que, (en notant Id I'application identité),

N
QLD ™ o)}y o(Id + (™t oh)) =Td + (-D)N ' (@ o )N,
k=0

et comme || (u~ o I)N*Y| < ||u=" o h||N*! tend vers 0 on a bien,

5

k=0

—_~

—D)*wu T oh)) o (Id + (u ' oh)) =1d.

Par conséquent,

(~1 o)y ou o (u+h) = 1d,

RgE

[(

k=0

et on a donc calculé un inverse a gauche pour u + h c’est-a-dire un inverse pour u + h
(remarquer que si w o v =Id avec v inversible, alors vo (wov) o v™! = Id = vow).

O

4.1 Différentielle

Dans tout ce qui suit nous noterons E, F deux espaces de Banach. Le plus souvent, il s’agira
en fait d’espaces de dimension finie, R”, R, mais il est important de noter que 1’on ne se res-
treint pas a ces seuls cas.

4.1.1 Définition

Définition 4.1.1. Soient f : E — F une application et xo € E. Nous dirons que f est différentiable en
xo s'il existe une application linéaire continue Ay, : E — F telle que la limite suivante est nulle :

If (xo +2) — (f(x0) + Ax0)[F) _ 0
I[olle—0 ||| '

Si elle existe, une telle application linéaire est unique. On la note Ay, = Dy, f.

En d’autres termes, f(xg) + Dy, f(v) est, uniformément en v au voisinage de v = 0, une
bonne approximation affine de f(x¢ + v) al’ordre o(|v||g).

Démonstration : Montrons qu’effectivement Ay, est unique : s’il existe By, vérifiant la méme
propriété, alors : Ay,v — By,v = |v|e(v). Prenons v = Aw ot1 w est un vecteur fixé de E :
(Ax, — By))w = |w|e(Aw), et donc en faisant tendre A vers zéro, on a bien Ay, — By, = 0.
L'application linéaire D, f étant continue (i.e vérifiant | Dy, f(v)|r < C.|v|E) il est clair
que f est alors continue en xo.

0
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4.1 Différentielle

Remarquons que I'’hypothese de continuité de la différentielle est automatique en dimen-
sion finie mais ne 1’est pas en dimension infinie et doit donc étre vérifiée dans ce dernier cas.

Remarque 4.1.2. La notation de la différentielle n’est pas universelle : Dy, f peut étre notée D f(xy),
df(xo), ou dfx, voire f'(xo) (qui est clairement un abus de notation). On notera D f ou d f I'application
de E dans L (E, F) qui a xo associe Dy, f.

Définition 4.1.3. Lorsque Dy, f = 0 (application linéaire nulle), on dit que xo est un point critique de
la fonction f.

Il est commode parfois de disposer dune notion plus faible de différentiabilité qui a le
mérite d’avoir un sens quand les espaces E et F ne sont plus nécessairement des Banach ou
méme normeés.

Définition 4.1.4. Une application f : E — F entre deux espaces vectoriels normés est dite Gateaux-
différentiable en xo € E, s'il existe une application linéaire Dy, f : E — F telle que pour tout vecteur
v € E la limite suivante existe et est nulle :
o[£ 0+ 10) = (f(x0) + Diy f(10)
t

t—0

= 0.
F

Dans ce cas on note

om0+ 10) = £(a0)

t—0 t

= Dx f (0).

Nous appellerons cette valeur la dérivée de f dans la direction v et on peut également la
noter % (x0). Plus généralement, on peut donc définir la dérivée de f dans la direction v comme
la limite précédente.

Si f est Gateaux-différentiable en x, la dérivée de f existe donc dans toutes les directions.

On a alors le résultat immédiat :

Proposition 4.1.5. Une application f : E — F différentiable en xq est Gateaux-différentiable en ce
point.

Remarque 4.1.6. La réciproque est bien siir fausse, comme le montre I'exemple suivant : considérons la
fonction de deux variables f(x,y) = xy?(x*> + y*)~! pour (x,y) # 0 et £(0,0) = 0. La dérivée de f en
(0,0) dans la direction («, B) est Ba ! (ou 0 si « = 0). Cependant, si x = y?, alors f(x,y) = 4 donc la
fonction n’est pas différentiable en (0,0), puisqu’elle n'y est méme pas continue!

4.1.2 Composition

Proposition 4.1.7. Soient E, F, G trois espaces de Banach, U et V des ouverts respectivement de E et
Fetf:U — Fetg:V — G deux applications continues sur U et V respectivement avec f(U) < V.
Supposons que f et g sont différentiables respectivement en xo € U et en yog = f(xo) € V. Alors
go f : E — G est différentiables en x et son application linéaire tangente Dy (g o f) € L(E, G) en xg
est la composition des applications linéaires Dy g et Dy, f

on(gof) = Df(xg)gOonf'

Démonstration : Notons h = g o f. On a alors pour tout v assez petit,

h(xo +0) — h(x0) = g(f(x0 +2)) — g(F(x0))
= g(F(x0) + (F(x0 + ) — F(x0))) — 8(f(x0))
= Dyr8(w) + [wle(w),
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ottonanotéw = f(xo+v) — f(xp), et o lim,_,0&(z) = 0. On a alors,

w = Dy f(0) + o]l (0),

avec lim,_,o 77(v) = 0, ce qui entraine en particulier, si v est suffisamment petit, que, |w|| <
(IDxo f + 1).|v]l. On a donc,

h(xo +0) = h(x0) = Dy(x,)8:[Dxo f(0) + [0 17(0)] + [[w]e(w),

ce qui montre, vue la majoration sur ||w| en fonction de ||v|,

h(xo +v) = h(x0) = (Df(x0)§ © Dxy f)(v) + 0(]0]).

La proposition est donc démontrée.

4.1.3 Exemples
4.1.3.1 Les applications linéaires et bilinéaires

Si f : E — F est une application linéaire continue, sa dérivée D, f en tout point a € E est
égalea f.

Rappelons que B : E x F — G est une application bilinéaire continue si elle est bilinéaire et
si elle vérifie pour une constante C > 0,

V(u,v) € Ex F|[B(u,v)|c < Clu|g[o]F.

Une telle application est différentiable en tout point (19, v) € E x F et son application linéaire
tangente est donnée par,

V(h,k) € E x F, D(ug,vo)B(h/k) = B(uo,k) + B(h, U()).

4.1.3.2 Différentielle de I'inverse

On va étudier la différentiabilité et faire le calcul de I'application linéaire tangente de 1'ap-
plication
® : GL(E) — GL(E)
u > ul

Soit u € GL(E) et soit h € L.(E) tel que ||h[| < [|Ju~t||~!. Alors,
u+h=u(ld+uth),
et la série,
Id— (u™'h) + @ h)? + -+ (=) ()" -
est convergente et converge vers (Id + #~'h) 1. On a donc pour & suffisamment petit,

(u+h)="t=(1Id—u"th)tu?

1

ut—u Tt o(|ul).

La dérivée de @ : u — u~! en tout point u inversible est donc I'application,
D, ®(h) = —u"thu™'.

En effet, pour tout h € L.(E), || —uthu=t|| < |JuY|?||1]|* et cette application linéaire est bien
continue.
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4.2 Le cas de la dimension finie

4.1.3.3 Lien avec la notion usuelle de dérivée

Soit f : (a,b) — R une fonction définie sur un intervalle (a,b) < R et a valeurs réelles.
Supposons que f admette une application linéaire tangente en t( € (a,b) :

f(to+h) = f(to) + D, f(h) +o(h),

ol Dy, f est une application linéaire de R dans IR. Celle-ci est nécessairement de la forme
Dy, f(h) = Ah ou A est un réel. On a dong,

i [ o+ = flto) _
h—0 h

Le réel A s’identifie donc a la dérivée usuelle de f en t; que 'on note f’(fy). La différentielle de
f en ty est donc, pour tout h € R, Dy, f(h) = f'(to)h.

4.1.4 Dérivées partielles

Soient E, F, G des espaces vectoriels normés, W un voisinage d 'un point zo = (xo, o) € E x F
et f : W — G une application différentiable en zy = (x¢, o) d’application linéaire tangente en
20, Dz, f + E x F — G. Nous conviendrons de noter D, f(v, w) son action sur (v, w) € E x F. On
peut toujours supposer que W contient un ouvert de la forme U x V out U est un ouvert de E
contenant xg et V un ouvert de F contenant 1. Introduisons alors les applications,

- u - G
05 2 e f(x0),
et,
b V - G
Py e flxoy)

Proposition 4.1.8. L'application g,, : U — G, (resp.hy,) est différentiable en xq et son application
linéaire tangente D, g(xo) € L.(E, G) (resp.D;,h(yo) :€ L(F, G)) vérifie pour tout v € E (resp. tout
weF),

D-,8(x0)(0) = Dixyyf(0,0), (resp. Deyli(y0) (@) = Dz ) F(0,0)).

L'application D,g(xo) (resp. D;,h(yo)) s’appelle la dérivée partielle de f en x( (resp. yo) sui-
vant E (resp. F) et se note D, f (xo, yo) (resp. Dy, f (xo, Y0))) ou encore 0y f (xo, yo) (resp. dy f (o, Yo))-

Remarque 4.1.9. On peut montrer, avec les notations précédentes, que si H est un espace vectoriel
normé, ¢ : H — E, ¢ : H — F sont continues sur un voisinage W de ay € H, différentiables en ag € H

et si xo = ¢(ao),yo = Y(ag) alors l'application 6(-) : W — G définie par 0(a) = f(¢(a), P(a)) est
différentiable en ag et on a,

Dgy0 = Dy f(x0,Y0) © Day¢ + Dy f (x0,Y0) © Day 9

4.2 Le cas de la dimension finie

Définition 4.2.1. Considérons E = R?, F = R, et f € F(Q, F) out Q) est un ouvert de E. Soit xo € E.
Si f est différentiable en xo, il existe un unique vecteur de E, noté V f(xo), tel que pour tout h € RP,
Dy, f(h) = (Vf(xo)|h), oit (+]-) est le produit scalaire euclidien sur IRP.
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C’est une simple conséquence du théoreme de Riesz (et on pourrait donc généraliser la
définition au cas ou E est un espace de Hilbert).

Considérons maintenant le cas ot E = RV, F = R", et f = (f1,..., fn) ol les f; sont les
coordonnées de f. Il est clair que f est différentiable si et seulement si tous les f; le sont. Si p;
est ’application qui a x € E associe sa i-eme coordonnée x;, p; est une application linéaire, donc
sa différentielle est elle-méme, et 'on convient de la noter dx;. dx; est donc I'application qui a
h € E associe dx;(h) = h;. Alors, a j fixé,

p 0 f]
Dy fi =, E(xo)dxi,
i=1 "t
et par extension, on écrira

P
onf:(DxOfl/~~~/Dx0fn Zaf xo dxl

Diof(h) = (gij( 0))1<i<" <:p>

1<j<p

On peut donc écrire

La matrice de la formule précédente est appelée la matrice jacobienne de I’application différentiable
f et son déterminant (quand il existe, c.a.d. lorsque E = F) le jacobien. Compte-tenu de la for-
mule de composition des différentielles, on voit que la matrice jacobienne de la composée g o f
n’est autre que le produit des matrices jacobiennes de g et f.

4.3 Inégalité des accroissements finis

Théoreme 4.3.1. Soit f : U — F différentiable sur un ouvert U convexe de E. Alors pour tout a,b e U,
|f(0) = f@)lF < ( sup |||Dxf> b —ale,
x€[a,b]

ot [a,b] = {ta+ (1 —1t)b, t € [0,1]} (comme U est convexe [a,b] < U).

Démonstration : Notons M = sup,r, ;1 [|Dxf|| et supposons M < oo (sinon la conclusion du
théoreme est triviale). Soit en outre € > 0 et posons,

Ae = {te[0,1], [f(a+ b —a)) — f(a)lr < (M +e)t|b —ae}.

L’ensemble A, est fermé (puisque f est continue), contient 0 et étant borné, il est compact.
Notons ty son plus grand élément qui, comme A, est compact, appartient a A.. Supposons
par l'absurde que typ < 1. On a alors,

|f(a+to(b—a)) = fla)|r < (M +€)to| b —alE.

Par ailleurs, d’apres la définition de fy il existe une suite (t,) qui converge vers t; telle
que pour tout n, t, > ty et qui est donc composée d’éléments n’appartenant pas a A,
c’est-a-dire,

vn, |f(a+ta(b—a)) — f(a)[r > (M + &)tu|b —aE.
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En soustrayant ces deux inégalités il vient,

(M +¢)(tn — to) [b—al| <[ f(a+tu(b—a)) = fa)| = |f(a +to(b—a)) - f(a)]
<|fa+tu(b —a)) = fla+to(b—a))l,

soit,

e U@+t —a) = flatto(b— )]
(tn _tO)

En faisant tendre # vers l'infini,
M +¢ < |Dyytgv-ayf (b —a)lF,

ce qui contredit la définition de M. Par conséquent pour tout ¢ > 0, A, = [0, 1]. Si on fait
a présent tendre ¢ vers 0, on obtient la conclusion du théoreme.

0

1. Le méme théoréme est vrai si on suppose seulement U connexe (il faut alors prendre
le sup sur U tout entier). En effet, dans un espace vectoriel normé la connexité d'un
ouvert est équivalente a sa connexité par arcs et on peut choisir Iarc joignant deux points
quelconques affine par morceaux.

2. Nous attirons I'attention sur le fait qu’en général (a la différence des applications dérivables
d’un intervalle de R dans IR) il n’existe pas toujours c € (a,b) pour lequel f(b) — f(a) =

(b—a)f'(c).

3. On peut donner des versions plus générales de ce théoreme. Signalons par exemple
celle-ci : supposons qu’il existe ¢ : [0,1] — R dérivable et telle que pour tout ¢ € [0,1]
on ait,

IDf(a+ b —a)).(b—a)|r < ¢/(t),
alors,
1£(B) = f(@)[F < () —P(a).
La démonstration de ce fait s’effectue de la méme maniére que précédemment.

Nous donnons a présent une condition suffisante de différentiabilité qui est tres utile, sur-
tout en dimension finie. Nous allons en fait donner une condition sur la notion plus forte de
fonction de classe C1.

Définition 4.3.2. Nous dirons qu’une application f d'un ouvert U de E dans F est C* en x si elle est
différentiable sur un voisinage V de xg et si l'application

V> LET)
Df: o D b

est continue en xg.
On a alors la caractérisation suivante des fonctions C!.

Théoreme 4.3.3. Soient U un ouvert d’un espace produit E1 x --- x E, (en particulier d” un espace de
dimension finie) et soit f : U — F. On a alors équivalence entre les deux assertions suivantes :

1. festClenae U.

2. pour tout i € [1,n], les dérivées partielles Dy, f = %{ existent et sont continues en a.
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Démonstration : Le fait que 1. implique 2. est clair. Montrons 'implication inverse dans le cas
ou n = 2 (le cas général s’effectuant de la méme maniere). On a,

0 0
Hf(al + hl,(lz + ]’l2) — f(&ll,llz) — 7f (ul,az).hl — 7f (ﬂl,az).hQH
axl aXQ

0
< 1@+ a4 ) = a1+ ) — (o 0)

+ [ f(ar + h1,a2) — f(a1,a2) — aai(al,az).hﬂ.

Par définition de la différentiabilité de f en (a1,42) on a déja,

a1+ 1,0 = flan,22) = (o, ) ] = o)

Par ailleurs I'application g définie dans un voisinage de 0 par,

g(hZ) :f(ﬂ1 +h1,a2+h2) _f(al +h1,a2) . af

o (a1,az2).h,

est dérivable sur un voisinage de 0 et vérifie,

= 0 =0 -
D(i)g = (a1 + i,z +5) = 2L (an,a2) = el + ),

ou, puisque % est continue, £(s) tend vers 0 avec s (noter ’abus de notation: £ dépend de

h1, h et pas seulement de leurs normes). On a donc d’apreés le théoreme des accroissements
finis,
of
If(ar+ hy a2 + ho) = flar + I, az) = o7-(a1, 82).-ha| = g (h2) = 8(0)]
< [haf (] + a2])-

Au total,

0 0
|f(ar + hy, a2+ ha) — f(ay,a2) — 4 (a1,a2).hh — a9 (a1,a2).ha|
6x1 5XZ

< |haflelim] + h2l)) +o([ra]) = ol ] + [h2]),

ce qui démontre le théoreme.

4.4 Différentielles d’ordres supérieurs

4.4.1 Définition

Supposons que f : E — F soit différentiable sur un ouvert U de E. En tout point x € U on
peut donc considérer I'application linéaire tangente D, f € L.(E, F) et ce dernier espace (des
opérateurs continus de E dans F) est également un espace de Banach quand on le munit de la
norme d’opérateurs.
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Définition 4.4.1. Nous dirons que f est deux fois différentiable en xq si f est différentiable sur un
voisinage U de xq et si 'application Df : U — L.(E, F) qui a x associe Dy f est différentiable en x.
On notera D2 f I'application linéaire tangente correspondante qui est un élément de Lc(E, L(E, F)) et
peut étre vu comme un élément de L.(E x E, F).

De fagon générale, f est dite k fois dérivable en xg si elle est k — 1 fois dérivable sur un voisinage
U de xg et si sa dérivée (k — 1)-ieme D*~Vf : U — L(E x --- x E, F) (application (k — 1)-linéaire
continue) est dérivable en xq. Alors, DX f est, pour tout x € U, une application k-linéaire de E x - -+ x E
dans F.

Enfin, si D*f est continue sur U, on dit que f est de classe C¥ sur U.

Nous noterons chof(hl,. .., hy) I'action de chof sur un vecteur (hy, ..., h) € EF.

Considérons le cas particulier ot k = 2. Dire que f est deux fois différentiable en xy, c’est
dire que f est différentiable dans un voisinage de U < E de x( et que l'application D : x —
D.f,de U — L.(E, F) est différentiable en x = xy. On note alors Djzcof = Dy, (Df) qui est donc
une application linéaire de E dans L.(E, F), et on peut l'identifier a un élément de £L.(E x E, F).
Fixons € E. L'application x — D,f(h) de E — F est différentiable, de différentielle D2 f(h),
qui est donc une application linéaire de E dans F, i.e.

D2f(h) : ke E — D2f(h)(k) = D>f(h k) € F.

On peut donc voir D2f comme une application bilinéaire, et on va voir qu’elle est en fait
symétrique.

4.4.2 Théoréeme de Schwarz

Théoréme 4.4.2. Si f est k fois différentiable en xo € U, alors DX f est une application k- linéaire
symétrique. Cela siginife que pour toute permutation o des indices {1, . .., k} et tout élément (hq, ..., hy) €
EF,
DY f(hoqys - - hogy) = DY f(ha, ..., hy).
Démonstration : Nous prouvons le théoreme dans le cas k = 2, la démonstration dans le cas
général étant la méme.

On montre tout d’abord que pour hy, hy suffisamment petits,

I(f (x0 + h + h2) — f(x0 + h1) — f(x0 + h2) + f(x0)) — D*f(x0).ip.ha | (4.1)
= (1| + Jho|Pe(|a| + | h2]) (4.2)

ol ¢(-) tend vers 0 en 0. Notons,

S(hy,h2) = f(xo +hy +ha) — f(xo +h1) — f(x0 + h2) + f(x0),
etpourt e [0,1],
T(t) = S(thy, ha) — D, f(ha, thy).
On a alors,
OtT(t) = Dxyythy4hyf (1) — Dygyoan, f(h1) — Diof(hz, hy),

et puisque Df est dérivable en xy,

Dyt thy+haf (1) — Dxginy (h1) = Dy f(h1) + D3, f(thy + ho, h1) + o([[thy + ha || )
— (Dxo f(h1) + D3, f(th1, h1) + o(||ha|| |1 ])
= D3 f(h2, ) + o((t|m] + [B2])[a])) + o([h2] 1 ]),
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et finalement, comme t € [0,1], &;T(t) = o(|h1]?® + 2|2 - |F1])-
L'inégalité des accroissements finis montre que,

S(h1,h2) = |T(1) = TO)] < (Il ]* + |2 *)e(ll | + [ 2],

ot &(-) tend vers 0 en 0, et I'inégalité (4.2) est démontrée.
Puisque S(h1, hp) est une expression symétrique en 111, hp on a,

|DZ,f (h, h2) = D3 f(ha, ha) | < 2(|a? + [B2P)e(la | + [z,

et si on remplace hy, hy par thy, thy et que 'on divise 1’expression alors obtenue par t?, on
obtient la conclusion du théoreme en laissant t tendre vers zéro.

0

4.4.3 Formules de Taylor

Nous donnons les trois versions classiques, formule de Taylor-Young, inégalité de Taylor-
Lagrange et formule de Taylor avec reste intégral.

Théoreme 4.4.3. Supposons que f : U — F est une application n fois dérivable en xo € U. Alors,

I (o4 ) — F(x0) ~ Digf (1) — = = DI 0., )| = o)

Démonstration : Elle se fait par récurrence sur . La formule est par définition de la différentiablité
en xo vraie pour n = 1.
Supposons-la vraie pour n — 1 et montrons qu’elle est vraie pour n. Posons,

§(8) = flxu + th) — f(0) ~ Digf(th) ==~ DI f(th, ... th)
= f(x0 -+ th) — F(x0) ~ IDay () — - = "D flh, .,

La fonction g est alors dérivable et on a,

§(6) = Duenf () = Dagf ) =+ = oo

m_lm DI=Y(Df)(th, .., th)](h),

et 'hypothese de récurrence s’applique a Df qui est (n — 1) fois différentiable en x :

£ 1D2 f(h, ... )

= [Dxystnf = Dxof =+ —

1
(n—1)!

Par conséquent, |¢'(t)| = o(|h|"1)|k| = o(||k]|"). L'inégalité des accroissements finis
appliquée sur [0, 1] a ¢ montre que,

IDxy4tnf = Dxof =+ = Dy (Df)(th, ... th)| = o(|th|" ™).

18(1) = g(0)]| < sup [g'(H)l,
te[0,1]

ce qui est la conclusion recherchée (car g(0) = 0).

0
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Théoreme 4.4.4. Supposons que U soit un ouvert connexe et que f : U — F soit une application n + 1
fois dérivable sur U et qu’il existe M = 0 tel que,

sup D} f]| < M.
xel

Alors pour tout a,b e U,

b —a|"*!

Vw)—fm)—thﬂb—a)—u-—;H%fwnb—apu,b—m|<A4(n+1ﬂ.

Remarque 4.4.5. La différence avec le théoreme précédent est que I'on a fait une hypothese plus forte
sur f, et qu’en retour on a obtenu en particulier le résultat précédent avec un e(b — a) qui non seulement
tend vers zéro mais est lipschitzien.

Démonstration : Faisons la démonstration dans le cas oit U est convexe en procédant comme
précédemment par récurrence sur n et en introduisant,

1
g(t) = f(xo+th) — f(x0) — Dx, f(th) —--- — mDJ’ZOf(th,...,th),
ou h = b—a. On voit, en appliquant 1" hypothese de récurrence & Df, que pour tout
te[0,1],
!/ n tn
18" 0] < Mo —al.Jb —a]”
Intégrons cette derniere expression par rapportat e [0,1]:

1t1’l

1
I§(1) —g(0)] < M[b—a|"*! fo —dt < Mb—af"*.

(n+ 1)
ce qui donne le résultat voulu.
0

Théoreme 4.4.6 (Taylor avec reste intégral). Supposons que U soit un ouvert convexe et que f :
U — F soit de classe C"*1. Alors,

1 TA=H" (1
F(b) = f@) = Daf(b—a) =~ Dof (b —a,...,b—a) = fo ( — ) Dg'j:(b)_a)f(b—a,...,b—a)dt.
Démonstration : La démonstration de ce théoréme s’effectue de la maniere habituelle en intégrant
par partie.

0

Remarque 4.4.7. Les hypotheses sont ici encore plus fortes, et de nouveau ce théoreme contient comme
cas particulier les deux précédents. On fait cette hypothese de régularité supplémentaire pour pouvoir
faire I'intégration par parties sans se soucier d’avoir a la justifier (les fonctions intervenant sont au pire
continues). En pratique, cette formule de Taylor est celle pour laquelle il est le plus simple d’estimer
finement le reste lorsque cela est nécessaire.

Remarque 4.4.8. Remarquons que nous n’avons cependant pas défini l'intégrale des fonctions conti-
nues d'un intervalle de R dans un espace de Banach F et que nous n’avons pas montré la formule
d’intégration par partie :

fxmww+fmmmw:wm@w
0 0

Analyse MACS1 page 105



Chapitre 4. Calcul différentiel

o A : [0,1] — R est a valeurs scalaires et v : [0,1] — F a valeurs dans le Banach F. Quand F
est en fait de dimension finie, il suffit de définir l'intégrale via les applications coordonnées. Lorsque F
est un Banach quelconque, on décide que f € F (R, F) est intégrable si § | f(x)|pdx < oo, et on peut
ensuite donner un sens a § f (x)dx. Si l'on se limite a I'intégrale de Riemann, il suffit de passer a la limite
dans les sommes de Riemann et comme ici on intégre des fonctions continues, 'intégrale de Riemann est
suffisante.

4.4.4 Application aux problemes d’extrema

Définition 4.4.9. Soit f une fonction de Q) dans R, ot () est un ouvert d'un espace de Banach E. On
dit que f admet un maximum local en xo € Q) lorsqu’il existe un voisinage V de xq tel que pour tout
xeVnQ, f(x) < f(xo). On définit de méme un minimum local avec I'inégalité dans I'autre sens, et
les notions de maximum et minimum stricts ou globaux. Un extremum est un point qui est minimum
ou maximum.

Théoreme 4.4.10. Soit f une fonction Q) dans R, oit () est un ouvert d’un esapce de Banach E. On
suppose f différentiable en xo € Q). Une condition nécessaire pour que f admette un extremum local en
xo est que xq soit un point critique de f,i.e., Dy, f = 0.

Démonstration : On considere ¢, (t) = f(xo +th), olt[xo, xo + 1| < Q. La fonction ¢, est dérivable,
et ¢’(0) = Dy, f(h), ceci quelque soit . Or, si f a un extremum en x, alors ¢y,(t) aussi, donc

¢'(0) = 0.
O

Remarque 4.4.11. Le théoreme est faux si () n'est pas un ouvert et que xo n’est pas a l'intérieur de Q).
Par ailleurs, cette condition n’est bien stir pas suffisante (le cas du point selle est un contre-exemple).

On va donner une condition suffisante pour avoir un extremum local qui fait intervenir
la différentielle seconde. L'ordre 1 de différentiabilité n’est pas suffisant pour caractériser un
extremum.

Théoréme 4.4.12. Considérons f une fonction de classe C* de Q) dans R, x un point critique, et notons
¢(h) = D3, f(h, h) la forme quadratique associée a la différentielle seconde. Alors,

1. si ¢ est définie positive, f admet un minimum en xo;

2. si ¢ est définie négative, f admet un maximum en xg;

3. si ¢ est non-définie et non-dégénérée, f n’admet pas d’extremum en xq (c’est le cas du point-
selle);

4. si ¢ est dégénérée, on ne peut pas conclure (il faudrait pousser le développement de Taylor plus
loin).

La forme quadratique ¢ est appelée Hessienne de f en xy.

Démonstration : On utilise la formule de Taylor- Young :

Flxo ) = Flxo) = 3D% Fh, ) + [hI%e(k) = 0(0) + PPty = JI? (9(7kp) +e(m)

Si ¢ est définie positive, alors y — ¢(y) est strictement positive sur la sphere S(0,1) =
{lly| = 1}, et elle y est continue, donc il existe A > 0 tel que ¢(y) = A pour y € S(0,1).
On choisit alors 7 tel que si || < 5 alors |e(h)| < 4. On en déduit que

2
Flxo + )~ fx0) > '2'/2*
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donc que I'on a un minimum (strict). Le cas ¢ définie négative se traite de la méme fagon.

Lorsque ¢ est non définie et non dégénérée, il existe y,z € S(0,1) tels que ¢(y) > O et
$(z) < 0. On aura alors que f(xo + Ay) — f(xg) > 0 pour A assez petit, et d’autre part
f(xo+ Az) — f(x0) < 0 pour A assez petit, donc il ne peut y avoir d’extremum.

Finalement, si ¢ est dégénérée, 'exemple suivant montre que 1’on ne peut pas conclure.
Soit f(x,y) = x* —y?, fonction de R? — IRR. Au voisinage de (0,0), f(x,y) = x>+
o([|(x,y)|?), donc ¢(x,y) = x? est dégénérée positive, mais f(0,y) est négative siy > 0
alors que f(x,0) > 0. Par contre, la fonction g(x,y) = x* + y* a le méme ¢ en (0,0), mais
elle admet un minimum.

O

Considérons le cas particulier ol I'espace de départ est E = IR%. En utilisant les dérivées
partielles, la forme quadratique s’écrit

>f >f >f
2 2
¢(h1, hy) = hy axz( xo) + I3 252 5 (x0) + 2h1hy P (x0)-

On voit donc que la forme quadratique est associée a I'endomorphisme sur IR?> de matrice

& &
A 5xf(xo) 2L (x0)

2 2 7
axl&; (x0) S (x0)

qui est une matrice définie (positive ou négative) si et seulement si son déterminant est stricte-

ment positif, soit
02 f O f > f
0.
0x2 7 (x0) 7.2 012 7 (x0) = <8x1x2 ( °)> =

Pour étudier un extremum, on calcul donc A en un point critique xo puis on étudie les signes
de ses valeurs propres.

4.4.5 Différentielle d’ un produit

Il est parfois pratique de savoir calculer les différentielles n-iemes d"un produit de fonctions
de classe C".

Théoreme 4.4.13 (Formule de Leibniz). Soient B(:,-) une forme bilinéaire continue sur E x E et
soient f,g : I — E deux fonctions de classe C" sur I ( I est un intervalle de R). Alors, la fonction
h: I — R définie par h(x) = B(f(x), g(x)) est également de classe C" sur I et sa différentielle k-ieme
(pour 0 < k < n) est donnée par

Dk = Z() (DLf, Dk1g).

On remarquera la similitude de cette expression avec la formule du bindme de Newton. La
démonstration de ce résultat peut se faire par récurrence sur .
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4.5 Inversion locale et fonctions implicites

4.5.1 Difféomorphismes

Rappelons qu'un homéomorphisme f : U — V entre deux ouverts U < E et V c F est une
application continue de U dans F qui établit une bijection entre U et V et telle que son inverse
f~! : V - U est continue.

Définition 4.5.1. Nous dirons qu’'un homéomorphisme f : U — V entre deux ouverts U < EetV < F
est un Ck-difféomorphisme si f : U — Vet f~1: V — U sont de classe C*.

Donnons le critere suivant pour déterminer si un homéomorphisme est un difféomorphisme.

Proposition 4.5.2. Avec les notations précédentes, un homéomorphisme f : U — V est un Ck-
difféomorphisme si et seulement si f est de classe C* et si, pour tout x € U, Dyf € L(E,F) est
une application linéaire continue inversible (i.e dont I'inverse existe et est continu). On a alors,

YyeV, Dy(f ) = (Df—l(y)f)il

Démonstration : Posons, pour y = f(x) € V et h € F suffisamment petit, x;, = f~}(y + h). On a
alors,

h = f(xp) — f(x) = Dxf (xp — x) + |x, — x| ge(xp — x),
ou lim, ,g¢e(z) = 0et,

xp —x = (Dxf) 7 (h) — [, — x[[e(Dxf) " (e(xn — x)).

Comme xj, tend vers x quand & tend vers 0 (puisque f ! est continue), on a en particulier,
pour h suffsamment petit

leCxn = 2)| < %\H(Dxf)_lm_lf
et,
lon = x| < WD) WAL+ e = 2] - (D)~ e — )]
< D<A - Il + %Hxh —x].

Finalement,
Joew — x| < 20[(Dxf) ™| - [,

et en revenant a la formule donnant x;, — x, on a

fHy+1) = f7Hy) = 2 —x = (Daf) () +o(h),
ce qui montre que f ! est différentiable en y et que,
-1
Dy(f ™) = (Duf)™ = (D f) -

Cette derniere égalité établit (en utilisant le théoréme de composition et celui sur I'inver-
sion) que f ! est de classe C¥.

0
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4.5.2 Inversion locale

Nous allons d’abord revenir sur le théoreme de point fixe de Picard et en montrer une
version améliorée, a parametre.

Théoreme 4.5.3. Soient X un espace métrique complet et A un espace métrique. Soit f : X x A — X.
On suppose que pour tout x € X, lapplication A — f(x, A) est continue en Ag et que, pour tout A € A,
U'application x — f(x, A) est lipschitzienne de rapport k < 1 indépendant de A. Alors I'application qui
a A associe le point fixe x(A) solution de x = f(x, A) est continue en A = Aq.

Démonstration : Considérons x = x(Ag) le point fixe de x = f(x, Ag). Par continuité de A +—

f(x(/\O)//\)/
Ve >0, 3V e V(Ag), A e V = d(f(x(Ao), A), f(x(Ao), Ao)) < €.

On écrit alors, pour A € V

Finalement d(x(A), x(Ao

~—

) < 155, et x(A) est continue en Ao.
L]

Cette version du théoréme du point fixe de Picard permet de démontrer le théoréme fonda-
mental suivant.

Théoreme 4.5.4 (Inversion locale). Soient E et F deux espaces de Banach et soit f : E — F une
application de classe C*, (k > 1) définie sur un voisinage de xo € E et telle que f(xo) = yo € F.
Supposons que Dy, f € L.(E, F) soit inversible. Alors f est un difféomorphisme local d'un voisinage xo
sur un voisinage de .

Démonstration : Puisque (Dy, f )~! existe et est continue, f réalisera un difféomorphisme d’un
voisinage de x( sur un voisinage de y si et seulement si,

fol) = (Dx, )™ (f(x0 +-) = wo),

réalise un difféomorphisme d"un voisinage de 0 € E sur un voisinage de 0 € E (remarquer
l’astuce qui permet de se ramener au méme espace de départ et d’arrivée). Notons que f
est de classe C! et que l'on a,

f(0)=0 et Dgfp=1d.
Posons alors pour u,v dans un voisinage de 0 € E,

fou) = v+ (u— fo(u)),

et observons que, fo(1) = v si et seulement si ﬁ,(u) = u, c'est-a-dire si et seulement si f,
admet u pour point fixe. Vérifions donc que f, est contractante dans un voisinage de 0
pour v suffsamment petit. Soient 6 > 0 suffisamment petit et u1, 1> dans la boule fermée
Bf(0,6) de centre 0 et de rayon . Alors,

1f (1) = Flu2)] = |(1d = fo) (u1) — (Id — fo) (w2},
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et d’apres le théoréme des accroissements finis,

(d = fo) () — (1d = fo)(u2)| < sup [IDw(id = fo)ll - 111 — wz].
weB(0,9)

Mais, comme D fj est continue sur un voisinage de 0 et que Dy fy = Id, on a, pourvu que
J soit assez petit,

7

N —

sup || Du(Id = fo)lll <
weBf(0,6)

et 'application fv est %—Contractante sur B f(O, 0). On a en particulier, si on prend u; = 0,

. 1 . 1
£ (1) = ol < Sluall, et [f(ur)] < ol + 5.

Ceci prouve que si |v] < g, fo envoie B 7(0,6) dans elle-méme. Les conditions d’applica-
tion du théoréme du point fixe sont vérifiées et f, admet donc un unique point fixe u,
dans B¢(0, 9).

En outre comme f,(-) est continue en v, les hypotheses du théoréme du point fixe a pa-
rametre sont vérifiées et on en déduit que 1'unique point fixe u, obtenu précédemment
dépend contintiment de v.

Tout ceci montre que f réalise un homéomorphisme d’un voisinage de xy sur un voisinage
de yo et d’apres la caractérisation des C¥-difféomorphismes vue précédemment, comme
D, f est inversible dans ce voisinage de xo, f est un C-difféomorphisme d’un voisinage
de x( sur un voisinage de yo.

U

4.5.3 Fonctions implicites

Théoréme 4.5.5 (Fonctions implicites). Soient f : E x F — E de classe C¥ et (xp,Ag) € E x F.
Siona f(xo,Ao) = 0etsi Dyf(xo,Ao) € L(E) est inversible, alors I ensemble des solutions de
f(x,A) = 0 est, dans un voisinage de (xo, Ag), de la forme (x(A),A) ot A — x(A) est C¥. On a alors
Orx(A) = —(Dyf(x,A)) LoD, f.

Démonstration : On applique le théoreme d’inversion locale a ’application définie, sur un voi-
sinage de (xp, Ag) € E x F et a valeurs dans un voisinage de (0, Ag) € E x F, par ¢(x,A) =
(f(x,A),A). Cette application est de classe C*.

Calculons sa différentielle en (xo, Ao), D(x,10)® € Lc(E x F). On a pour tout (Ax, A)) €
E x F (nous utilisons une notation matricielle) :

- (P DI (),

qui est triangulaire supérieure et qui est inversible puisque par hypothése, on sait que
Dy f(x0,A0) € L(E) l'est. On peut donc appliquer le théoreme d’inversion locale : ¢
réalise un difféomorphisme de classe C¥ d'un voisinage de (xo,Ag) dans un voisinage
de (0, Ap). Au vu la forme de ¢, le difféomorphisme inverse ¢! est de la forme,

o7y, A) = (8(y, 1), A),

oit g est de classe C¥ d’un voisinage de 0 a valeurs dans un voisinage de xo. On a donc,
(x,A) = (&(f(x,A),A),A),
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pour tout (x, A) dans un voisinage de (xo, Ag) et par conséquent pour (x, A) dans ce voisi-
nage, f(x,A) = 0 si et seulement si, x = g(0,A). Ceci termine la preuve du théoréeme des
fonctions implicites.

O

Nous terminons en donnant un énoncé plus simple, en deux variables, du théoréme des
fonctions implicites.

Théoreme 4.5.6 (Théoréme des fonctions implicites a deux variables). Soit f une fonction de
classe C* définie sur un ouvert Q) de R?, a valeurs dans R. Soit (a, b) € Q) tel que f(a,b) = 0.
On suppose que la dérivée partielle de f par rapport a la seconde variable est non nulle en (a,b) :

G
a—f;(a, b) # 0.

Alors il existe un voisinage ouvert U de (a, b) dans R?, un intervalle ouvert I de R contenant a et
une fonction g : I — R de classe C* telle que, pour tout (x,y) € U on ait :

flx,y) =0 « y=g(x).

De plus, pour tout x € I, on a
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Annexe A

Quelques notations

Soit A un ensemble et B — A. La fonction indicatrice, ou fonction caractéristique de B, est la fonc-
tion I : A — {0,1} définie par

Ip(x) =1 sixeB

Ip(x) =0 six¢B.

On note A\B le complémentaire de B dans A :
A\B={xe A|x¢ B}

Lorsqu’il n'y a pas d’ambiguité sur A, on notera parfois cet ensemble B°.
Soit E et F deux sous-ensembles de IR¥. On note d(E, F) leur distance :

d(E,F) =inf{|lx —y| : x€ E, ye E},

et E + F leur somme
E+F:{x+y : er,yeF}.

Si a et b sont deux éléments de R?, [a,b] est le segment :
[a,b] = {ta+ (1 —1t)b, t€[0,1]}.

Quand d = 1 eta < b, on retrouve la notation usuelle [a,b] = {x € R, a < x < b}. Mais on
pourra aussi employer la méme notation pour a > b auquel cas [4,b] = {x e R, b < x < a}.

On termine cet appendice par l'alphabet grec, qu’il est trés utile de connaitre pour lire et
écrire des mathématiques.

Minuscule Majuscule Nom Minuscule Majuscule Nom
o A alpha v N nu
B B béta ¢ = xi
0% r gamma 0 O omicron
0 A delta T IT pi
€ E epsilon 1Y P rho
4 zZ zéta o z sigma
n H éta T T tau
0 C) théta v Y upsilon
L I iota ¢ P phi
K K kappa X X khi
A A lambda P Y psi
U M mu w Q) oméga
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Annexe B

Distance a une partie

Soient (E, d) un espace métrique et A une partie non vide de E.

B.1 Généralités

Tout d’abord, nous allons donner la définition de la distance a une partie.

Définition B.1.1. Soit x € E. On définit la distance de x a A par :

da(x) = infd(x,y)
yeA

L’application dy : x — da(x) est alors la distance a la partie A.
Nous allons a présent donner une caractérisation de la distance a une partie.

Lemme B.1.2. On a l'équivalence :a < b < Ve >0, a<b+e.

Démonstration : Dans le sens direct, ona:a < b < b+ e. Pour la réciproque, on raisonne par
contraposée : si b < a, alors avec € = %, ona:b+e<a.

O
Proposition B.1.3. Soit x € E. Ona:ds(x) =inf{r > 0| B(x,r) n A # J}.

Démonstration : Onnote: A = ds(x) et u = inf{r > 0| B(x,7) n A # J}.
Montrons tout d’abord que : A > u. Pour cela montrons que : Ve > 0, A + ¢ > u. Soit
e > 0. Par définitionde A, ona:3ye A, A < d(x,y) <A+e. Onposer = A +¢. Alors:
B(x,r) n A # . D'our: A + ¢ > p. Et donc, en vertu de lemme ci-dessus : y < A.

Réciproquement, montrons que : A < u. Pour cela, montrons : Ve > 0, A < p + e. Soit
e > 0. Par définition de y,ona:3r > O,y < r < p+eet B(x,r)n A # . Soit alors
yeB(x,r)nA.Ona:(ye B(x,r)) & 3r, uy<r' <r,d(x,y) =1r"). Commedeplusy € A,
ona:r € {d(x,y)|ye A}. Donc: A <+ .Onadonc:

ALt <r<p+e

Et en particulier : A < u + e et donc par le lemme : A < . On a doncbien: A = p.

Nous allons maintenant passer a quelques premiers résultats.
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Proposition B.1.4. Soit B une autre partie non vide de E. On a alors :

Ac B=dg <dy.

Démonstration : Soit x € E. Comme A — B,on a:
B(x,r)nA# &= B(x,r)nB#
D’out :
{r>0]|B(x,r)nA# @} c{r>0]|B(x,r) nB# &}

et
inf{r >0|B(x,r) nB # &} <inf{r > 0| B(x,r) n A # &}

Par la caractérisation que nous venons de donner, il vient : dg(x) < d4(x). Or, ceci est vrai
pour tout x dans E donc : dp < d4.

0
Proposition B.1.5. Ona: A = {x € E | da(x) = 0}.
Démonstration : On a:
xeEASVWEeVX),VAA+#Z & Ve>0, AnB(x,e) # I
& Vex>0,dye AnB(x,e) ©Ve>0, Jye Aetd(x,y) <e¢
< inf{d(x,y) |[ye A} =0 < da(x) =0.
0

Corollaire B.1.6. Si A est fermée, alors: x€ A = A < da(x) = 0.

Proposition B.1.7. Ona:d, = d4.

Démonstration : Comme A < A ,ona:dz; < da.
Soit x € E. Soit y € A tel que : d4 < d(x,y).Ona:

_ N ) B
yeA < (I(zn)eA )(HHETwzn—y)

= (Azn) € AY) (d(x,y) = lim d(x,z,))

Or:Vn e N, d(x,z,) = da(x). D’ol1 par passage a la limite : d(x,y) = da(x). De la par
passage al'inf :dz(x) > da(x).Onadonc:d; > ds. Etenfin:d, = d4.

O

B.2 Continuité

Nous allons tout d’abord montrer que d4 est continue ce que I'on déduit immédiatement
de la proposition suivante :

Proposition B.2.1. d 4 est 1-lipschitzienne.
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B.3 Applications

Démonstration : Soit (x,x') € E2. Soity € A.Ona:d(x,y) < d(x/,x) +d(x,y). Or: da(x') <
d(x',y). Dott:da(x') <d(x',x) +d(x,y). Dott:da(x') —d(x',x) < d(x,y). Alors d s (x") —
d(x’,x) est un minorant de : {d(x,y) | y € A}. Dot : da(x') —d(x’,x) < da(x). On a
donc : du(x') —da(x) < d(x,x’). Par symétrie des rdles joués par x et x/, on a aussi :
da(x) —da(x') < d(x,x"). On a donc bien le caractere 1-lipschitzien de d4 :

V(x,x') e E?, | da(x) —da(x') | < d(x,x).

Nous allons maintenant donner deux cas ot pour x fixé dans E, le réel d 4(x) est atteint.

Proposition B.2.2. Soit x € E. Lorsque A est compacte, d o(x) est atteint.

Démonstration : Ona:y — d(x,y) est continue sur A compacte donc elle est bornée et y atteint
ses bornes.

O
Proposition B.2.3. Soit A une partie fermée de IR". Soit x € R". Alors d 5(x) est atteinte.

Démonstration : L'idée de cette preuve est tres importante. Nous allons voir comment on se
ramene au cas ou A est compacte.
On pose : R = da(x) + 1. Alors : Bf(x,R) n A = K # . Or, K est fermée comme inter-
section de deux fermés. De plus comme K c B f(x, R), K est bornée. Donc, comme on est
en dimension finie, K est compacte. Alors, par la proposition ci-dessus, dx(x) est atteinte,
mettons en 4. Il nous reste & montrer que : d(x,a) = da(x). Soit y € A.

Siye K:d(x,y) = d(x,a) par définition.

Siye A—K:d(x,y) = R > dk(x) = d(x,a).

Dans les deux cas, on a bien : d(x,y) > d(x,a). Or, cela est valable pour tout y dans A.
Donc :d(x,a) = infyea d(x,y) = da(x).

0

B.3 Applications

Nous allons maintenant donner deux applications de la distance a une partie.

Proposition B.3.1. Si A est fermée, il existe une famille dénombrable d’ouverts ()p)nen de E telle
que :
VneN, Qi <y, et A= ()] Q.
nelN

Démonstration : Posonspourne N:Q), = {x € E|da(x) < n%l} Alors, comme d 4 est continue,
), est un ouvert de E. De plus,ona:

[ Qn={xeE|da(x) =0} =4 = A.
nelN

D’ot1 le résultat voulu.
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Proposition B.3.2. Soient A et B deux fermés disjoints non vides. Alors, il existe deux ouverts disjoints
UetVtelsque:AcUetBcV.

Démonstration : Soit f définie sur E par : f(x) = dp(x) —da(x). Alors f est continue sur E
comme somme de deux fonctions continues sur E. Si x € A, alors f(x) = dg(x) > 0.
En effet, si dg(x) = 0, alors comme B est fermé, x € B. Mais dans ce cas, x est dans
l'intersection de A et B ce qui est exclu. De la, posons : U = {x € E | f(x) > 0} et
V ={x e E| f(x) < 0}. Alors, U est un ouvert contenant A, V est un ouvert contenant B
(on le montre comme pour U et A) et bien évidemment: U NV = .

0
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