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Chapitre 1

Opérateurs linéaires bornés sur un
espace de Hilbert

(H, (+]-)) désigne un espace de Hilbert sur R ou sur C. Par convention, lorsque (-|-) sera un
produit hermitien, il sera semi-linéaire a droite.

1.1 Opérateurs bornés

Nous commengons par définir I’espace des opérateurs bornés entre espaces vectoriels normés
et nous définissons ensuite plusieurs topologies sur cet espace.

Définition 1.1.1. Si (E, || ||g) et (F, || ||r) sont des espaces vectoriels normés, un opérateur borné de E
dans F est une application linéaire continue T : E — F, donc, telle que

3C >0, Vu € E, ||Tu||p < C|lullg.

Notation. On désigne par L(E,F) I'ensemble des opérateurs bornés de E dans F. Lorsque
E = F,onnotera L(E) = L(E,E).

L(E,F) estun espace vectoriel sur lequel on introduit la norme,

|| Tue]
HTHE(E,F) = Ssup ||“H L= sup ||TMHF
weeroy 1HIE juj =1

La topologie induite par cette norme sur L(E, F) est appelée topologie uniforme des opérateurs. Si
(F, || [[F) est un espace de Banach, (L(E, F), || || z(g,r)) est aussi un espace de Banach. De plus, la
norme || ||z (g gy est une norme d’algebre sur (L(E), +,.,0) et, plus généralement, si (E, || ||£),
(F, || Ilr) et (G, || ||c) sont des espaces vectoriels normés etsi Ty € L(E, F) et T, € L(F,G), alors
T,oT) € L(E,G) et

T2 0 Tl“c(E,G) < HTZHL(F,G) HTlHL‘(E,F)‘

Notation. Dans toute la suite, nous noterons T,T; la composée T, o T; de deux opérateurs
T, € L(E,F) et € ﬁ(F, G).

Nous introduisons maintenant une topologie plus faible sur L(E, F), la topologie forte des opérateurs.
C’est la plus petite topologie rendant continues les applications ev, : L(E,F) — F, ev,(T) =
Tu. Pour cette topologie, une suite d’opérateurs bornés (T,),cn converge vers un opérateur
borné T si et seulement si, pour tout u € E, || T,,u — Tu||f — 0. On notera alors T, — T.

Les exemples suivants illustrent les différences entre ces deux topologies sur £(¢2(IN)).
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Chapitre 1. Opérateurs linéaires bornés sur un espace de Hilbert

Exemple 1.1.2. Soit Ty, : (2(IN) — (*(N), Ty (x0,x1,...) = (2x0, 2x1,...). Alors (Ty) e converge
uniformément vers 0, l'opérateur nul.

Exemple 1.1.3. Soit S, : £2(N) — (2(IN), S,,(x0,x1,...) = (0,...,0,Xn, Xni1,...). Alors (Sy)nen
converge fortement vers 0, mais pas uniformément.
En effet, pour toute x € £*(IN),

—+00
2 _ 2
|1Snx][2 = kgl [x|” = 0.
Puis, pour toute x € (*(N), ||Sux||;2 < |[x[|2 donc ||Sul|g2nyy < 1. D'autre part, pour tout
n €N, ||Snen||,2 =101 ey, est la suite valant O pour tout k # n et 1 au n-ieme terme. Donc pour tout
1, |[Sullz2(ny) = 1 et (Su) ne tend pas uniformément vers 0.

Dans toute la suite, nous considererons souvent des opérateurs bornés entre espaces de Hilbert.
Nous donnons, dans ce cadre hilbertien, une caractérisation de la norme d’opérateur.

Proposition 1.1.4. Soient Hq et Hy deux espaces de Hilbert. Soit T : H1 — Ho un opérateur borné.
Alors,

TN £(30,22) = SUPLI(Tu|0)agy | | [lell3, < et [Joll3, <1}

Démonstration : Notons S le membre de droite de I’égalité. Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

| (Tulo)] < [ Tullyg, 101132, < WTH 2epg, 1) 141134, 1101132, < NT 230,240

lorsque [[ul|, < 1et o[y, <1.Donc, S < ||T|| iy, n,)- Réciproquement, soit M un réel
positif; supposons que S < M. Alors, pour tout u € Hy, ||Tully, < M||ully,. En effet, si
u = 0ou Tu = 0, I'inégalité est vérifiée. Sinon, ' = u/||u||y, et v = Tu/| Tu||y, sont
de norme 1 et, comme S < M, |(Tu/|[v")| < M. Orx, |(Tu'|v")| = || Tu||3, / ||u||3,, donc on a
bien || Tul|3,, < M||ul|4,. Par définition de || T|| £(3, 3,), on obtient || T|| £z, 2,) < S-

1.2 Adjoint d'un opérateur borné

Nous allons maintenant définir ’adjoint d"un opérateur borné qui généralise a la dimension
quelconque la transposée d"une matrice réelle ou la transconjuguée d"une matrice complexe.

Proposition 1.2.1. Soient H un espace de Hilbert et T € L(H). Il existe un unique opérateur T* €
L(H) tel que
Yu € H, Yo € H, (Tu|v) = (u|T*v). (1.1)

Démonstration : Soit v € H. Alors, ¢, : u — (Tu|v) est une forme linéaire continue sur . En
effet, on applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz et on utilise le caractere borné de T. Par
le théoreme de Riesz de représentation des formes linéaires continues, il existe un unique
vecteur w € H tel que, pour tout u € H, ¢,(u) = (u|w). Posons T* : H — H, T*v = w.
T* est linéaire. En effet, si v1,v, € H et A,A» € C, alors soit v = A1 + Apvp et wy =
T*(v1), wp = T*(v2), T*(v) = w. Alors,

VueH, (ulw) = (Tulv) = (Tu|Adv1 + A202)
= M (Tu|vr) + A2(Tu|v)
= Ai(ufwy) + Aa(ulwy)
= (u|Mwy + Aw,).

page 2 Opérateurs bornés et compacts. Théoréme spectral.



1.2 Adjoint d’un opérateur borné

Donc, w — Aw; — Aywy € HE = {0} et w = Ayw; + Arw, et T est linéaire.
T* est borné. En effet, soient u,v € H, ||uly < 1et|v|x < 1. Alors,

| T™0)| = [(Tulo)| < [ITully [olly < Tl 230 -

Donc, en prenant u = %, pour toutv € H, ||v[ly < Tet T #0, |[T*v|lyy < || T z(3)-
Siv € H est tel que T*v = 0, I'inégalité est encore vérifiée. On obtient donc ||T*|| £y <
[T z(3) et T* est borné.

Enfin, pour 1'unicité, si T} et T; vérifient (1.1), alors, pour tous u,v € H, (u|(T} — T5)v) =
0,donc T} — Ty = 0.

Définition 1.2.2 (Adjoint). L'opérateur borné T* € L(H) est appelé adjoint de I'opérateur T.

Exemple 1.2.3. Pour tout espace de Hilbert H, 1d3, = Idy.

Nous énongons les premieres propriétés vérifiées par 1’adjoint d"un opérateur borné.

Proposition 1.2.4 (Propriétés algébriques de I'adjoint). Soient T, Ty, T, € L(H) et A € C. Alors,

1

2
3
4
5

. (T1—|—T2)* = Tl*—FT;;
. (AT)* = AT*;

. (Tsz)* = TZ*Tl*I
A(TH*=T;

. si T a un inverse borné T~1, T* a aussi un inverse borné et (T*)~1 = (T~1)*.

Démonstration : Les deux premiers points proviennent de la semi-linéarité a droite du produit

scalaire. Pour le troisieme point, on écrit, pour tous u,v € H, (T1Tou|v) = (Tu|T{v) =
(4| T; T{v). Le quatrieme point s’obtient en remarquant que, dans (1.1), les vecteurs u et v
jouent le méme role et (Tu|v) = (u|T*v) pour tous u,v € H si et seulement si (T*u|v) =
(u|Tv) pour tous u,v € H en passant aux conjugués. Enfin, pour le dernier point, de
TT-! = I = T7!T on déduit par passage a I'adjoint que T*(T"1)* = I* = [ = [* =
(T-1)*T*.

Proposition 1.2.5 (Propriétés métriques de 'adjoint). Soit T € L(H). Alors,

1
2

NT N ey = 1Tl zery s
NT Tl ey = ITNZ 50

Démonstration : D’apres la démonstration de la proposition 1.2.1, || T*|| z(3) < [|T|| £(3). Puis, en

appliquant cette inégalité & I’opérateur borné T* et en utilisant le fait que (T*)* = T, on
obtient bien ||T|[ £y < [IT*||£(3), ce qui prouve le premier point. Pour le second point,
onatoutdabord, | T*T|| £y < 1T 220 1Tl 22y = ||T||2£(H).Réciproquement, siu € H,
Jull =1, 2 * *

ITul|3, = (Tu|Tu) = (T"Tufu) < [T°T| £,

done | T2 5 < 17Tl cire-

Opérateurs bornés et compacts. Théoréme spectral. page 3



Chapitre 1. Opérateurs linéaires bornés sur un espace de Hilbert

Proposition 1.2.6 (Propriétés géométriques de I'adjoint). Soit T € L(H). Alors,
1. Ker T* = (ImT)* et (Ker T*)* = ImT;

2. si F C H est un sous-espace vectoriel stable par T, alors F* est stable par T*.

Démonstration : u appartient a (ImT)~ si et seulement si, pour tout v € H, (u|Tv) = 0, ce qui
équivaut a ce que, pour tout v € H, (T*ulv) = 0. C’est équivalent a T*u = 0, soit encore
u € KerT*. La seconde propriété provient des propriétés sur les espaces orthogonaux
dans les espaces de Hilbert.

Pour le second point, soit v € F- etu € F. Alors Tu € F, donc (T*v|u) = (v|Tu) = 0.
Donc T*v € F*.

Définition 1.2.7. Un opérateur T € L(H) est dit auto-adjoint lorsque T = T*.

Les opérateurs auto-adjoints sont la généralisation des matrices symétriques a la dimension
infinie. Ils jouent un réle majeur en analyse fonctionnelle et en physique mathématique. Un
théoreme de structure sur ces opérateurs affirme que tout opérateur auto-adjoint est diagonali-
sable, en un sens a préciser en dimension infinie. Un premier exemple d’opérateur auto-adjoint
est celui de projecteur orthogonal.

Définition 1.2.8. Un opérateur P € L(H) est appelé un projecteur lorsque P? = P. Si de plus P* = P,
on dit que P est un projecteur orthogonal.

On remarque que l'image d’un projecteur est un sous-espace fermé sur lequel P agit comme
l'identité. Si de plus P est orthogonal, P agit comme 'opérateur nul sur (ImT)~L. Le théoreme
de projection sur les sous-espaces fermés dans les espaces de Hilbert nous assure alors qu’il y a
une bijection entre les projecteurs orthogonaux dans un espace de Hilbert H et les sous-espaces
fermés de H.

Exemple 1.2.9. (Opérateur de multiplication). Soit (X, u) un espace mesuré o-fini et soit H =
L?(pu). Si ¢ € L™(u), on définit l'opérateur de multiplication par ¢, My = L*(u) — L?(u) tel que,
pour tout u € H, Myu = @u.

Alors My est dans L(L?(p)) et | Mg || = ||@l|co- Ici, || @]|co désigne le supremum p-essentiel, ||@||co =
inf{c > 0| u({x € X | |p(x)| > c}) = 0}. Donc, quitte a changer de représentant dans la classe de
@, on peut supposer que @ est une fonction bornée.

Puis, comme ||@u||2 < ||@||ool|tt]|2, Mg est un opérateur borné et || My|| < ||@||co. Soit € > 0. Comme
u est o-finie, il existe un ensemble mesurable A tel que 0 < u(A) < +oo tel que |¢(x)| > ||@|lc — €
pour tout x € A. Sion pose u = u(A) 214, alors u € L2(u) et ||ul|, = 1. Donc | Mol]? > [|pu|)3 =
u(A) [, lolPdu > (||@lleo — €)% En faisant tendre € vers 0, on obtient bien || Mg|| > ||¢|co-

On a de plus, pour toute ¢ € L*(u), My, = Mg oit ¢(x) = @(x) pour tout x dans X. En particulier,
si ¢ est a valeurs réelles, M, = M, et M, est auto-adjoint.

Pour les opérateurs bornés auto-adjoints, la proposition 1.1.4 peut étre raffinée.

Proposition 1.2.10. Soit T € L(#H) un opérateur auto-adjoint. Alors, pour tout u € H, (Tu|u) € R
et

1Tl 23y = sup{|(Tufw)] | [Jully, = 13-

Démonstration : Soit S le membre de droite de I'égalité. D’apres la proposition 1.1.4, S < || T £(3)-
Pour démontrer 'autre inégalité, on commence par démontrer que, pour tout u € H,

page 4 Opérateurs bornés et compacts. Théoréme spectral.



1.2 Adjoint d’un opérateur borné

(Tulu) € R. En effet, comme T = T*, (Tu|u) = (u|Tu) = (Tu|u) et (Tu|u) € R. Puis, en
utilisant I'identité de polarisation, on a

1
Vu,v € H, Re (Tu|v) = 1 (T(u+v)|u+v)— (T(u—0)|u—"0)).
Or, pour tout u € H, |(Tu|u)| < S||ul|? donc, pour tous u,v € H,
5 2 2
<2 - .
[Re (Tulo)] < 5 (Jlu+ol* + u—o|*)

Puis par I'identité du parallélogramme, pour tous u, v € H, [Re (Tu|v)| < 5 (|ju|? + [|v]|?).
Dong, si on suppose que |[u|| < 1 et |[v|| < 1, on obtient |[Re (Tu|v)| < S. Quitte a
remplacer v par e %0, avec ¢(Tu|v) = |(Tu|v)|, on obtient que, pour tous u,v € H,
|(Tulv)| = (Tule %v) = |Re (Tule )| < S. Alors, par la proposition 1.1.4, | T||z(3) < S,
ce qui termine la démonstration.

g

Nous terminons cette section par un résultat qui ouvre la voie au formalisme des opérateurs
non bornés.

Théoréme 1.2.11 (Hellinger-Toeplitz). Soit T : H — H un opérateur tel que, pour tous u,v € H,
(u|Tv) = (Tu|v). Alors T € L(H).

Démonstration : Par le théoréeme du graphe fermé, il suffit de démontrer que I'(T), le graphe de
T, est fermé. Soit (1, ),en une suite d’éléments de H qui converge vers u € H et telle que
(Tuy)nen converge vers v € H. Il nous suffit de démontrer que v = Tu. Or, pour tout
w e H,

(w]o) = lim (w|Tuy) = lim (Tw|uy) = (Twlu) = (w|Tu),

donc v = Tu.

|

Ce résultat affirme donc qu’il ne peut y avoir d’opérateur non borné qui soit défini sur H tout
entier et qui soit auto-adjoint (ou symétrique en général). Cela pose probléme en mécanique
quantique ot I'on souhaite définir des opérateurs comme 1'énergie (qui fait intervenir une
dérivée) qui sont non bornés tout en étant symétriques au sens ot (u|Tv) = (Tu|v).

Opérateurs bornés et compacts. Théoréme spectral. page 5



Chapitre 1. Opérateurs linéaires bornés sur un espace de Hilbert
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Chapitre 2

Spectre des opérateurs bornés

Une valeur propre A d’une matrice A est un scalaire tel qu’il existe un vecteur x non nul
tel que Ax = Ax. Cela se traduit par la non-injectivité de la matrice A — Al. Or, en dimen-
sion finie, une application linéaire entre deux espaces de méme dimension est injective si et
seulement si elle est bijective. Ainsi on peut aussi caractériser les valeurs propres d"une ma-
trice comme les scalaires A tels que A — Al ne soit pas inversible. Nous souhaitons conserver
cette caractérisation pour définir la notion de spectre pour un opérateur borné sur un espace
de Banach. Un probléeme survient en dimension infinie, il existe des applications linéaires injec-
tives mais non surjectives, par exemple 1’application qui a une suite bornée (x,),en associe la
suite bornée (0, xo, . . .). Il existe aussi des applications linéaires surjectives et non injectives, par
exemple l'application qui a une suite bornée (x,),en associe la suite bornée (x1, .. .). Cela nous
conduira a faire une distinction entre le spectre d’un opérateur et I'ensemble de ses valeurs
propres. Certains scalaires dans le spectre ne sont pas des valeurs propres.

2.1 Spectre

Nous commengons par donner la définition du spectre d'un opérateur borné. Dans toute la
suite, (E, || ||£) est un C-espace de Banach. Quand il n'y a pas d’ambiguité sur la notation, nous
noterons, pour T € L(E), || T|| := ||T| z(E).-

Notation. Pour T € L(E) et A € C,onnote T — A := T — Aldg o Idg est I'application linéaire
identité de L(E).

Définition 2.1.1. Soit T € L(E). Le spectre de T est la partie de C définie par
o(T) = {A € C| T — A nest pas inversible dans L(E)}.
Les éléments de o (T) sont appelés valeurs spectrales.

On remarque que, par le théoreme de I'isomorphisme, T est inversible dans £(E) si et seule-
ment si T est bijectif. En effet, si T est borné et bijectif, son application réciproque est automati-
quement continue. On en déduit la caractérisation suivante du spectre d"un opérateur borné.

Proposition 2.1.2. Soit T € L(E). Alors 0(T) = {A € C | T — A n’est pas bijectif}.

Définition 2.1.3. L'ensemble des valeurs propres de T € L(E) est I'ensemble des A € C tels que T — A
n’est pas injectif. L'ensemble des valeurs propres de T est appelé spectre ponctuel de T et est noté o, (T).
Un vecteur u € E non nul tel que Tu = Au est appelé vecteur propre de T associé a la valeur propre A.
Enfin, on appelle multiplicité de la valeur propre A, la dimension (finie ou infinie) de Ker (T — A).
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Chapitre 2. Spectre des opérateurs bornés

Ona 0,(T) C o(T). Toute valeur propre est une valeur spectrale, mais ces deux ensembles ne
sont pas égaux en général, comme le montre le premier exemple de I'introduction.

Avant de prouver les premieres propriétés du spectre d’un opérateur borné, nous démontrons
le lemme suivant, dit < de la série de Neumann .

Lemme 2.1.4 (Lemme de la série de Neumann). Soit S € L(E) tel que ||S|| < 1. Alors Idg — S est

+0o

inversible dans L(E) et (Idg — S)™' = ) S". Ainsi, le groupe des inversibles de L(E), noté GL(E),
n=0

est un ouvert de L(E).

Démonstration : Comme [|S|| < 1 et que, pour tout n € IN, ||§"]] < ||S||", la série }_||S"||
converge dans R. Donc, comme (L(E), || ||(k)) est un espace complet, la série ) S"
converge dans £(E). Soit

—+00
U:ZS”— lim ZS”
n=0

N—+o0 =0

Alors, pour tout N > 1,

(Idg — S (Zs"> = (ZS”) (Idg — S) = Idg — SM*!

et Idg — SN*! converge dans £(E) vers Idg. Donc (Idg — S)U = U(Idg — S) = IdE.

Soit maintenant Ty inversible dans £(E). Alors, pour S € L(E), To+ S = To(Idg + T, 'S),
donc Ty + S est inversible si et seulement si Idg + T, 1S 1est. Or, c’est le cas pour S tel
que ||Ty'S|| < 1, donc B(Ty, ||Ty || 1) est contenu dans GL(E). Cet ensemble est donc
voisinage de chacun de ses points, c’est un ouvert.

Proposition 2.1.5. Soit T € L(E). Alors o(T) est un compact de C.

Démonstration : L'ensemble o(T)° est 'image réciproque de 'ouvert GL(E) par l'application
continue C — L(E), A — T — A. C’est donc un ouvert de C et o(T) est donc fermé dans
C.Deplus, soit A € C telque |A| > || T||. Alors T —A = —A (Idg — 1 T) et || 1 T|| < 1. Donc
Idg — 1T € GL(E) et T — A est aussi inversible. Donc A ¢ ¢(T). Donc o(T) C D(0, ||T||)
et 0(T) est borné. Le spectre de T est donc un fermé borné de C, donc un compact de C.

|

2.2 Résolvante

Nous introduisons maintenant une application clef dans I’étude du spectre d"un opérateur, la
résolvante.

Notation. L'ensemble o (T)¢ est appelé ensemble résolvant de T et est noté p(T). C’est un ouvert
non borné de C.

Définition 2.2.1. Soient T € L(E) et z € C. L'application R(T) : p(T) — L(E) définie par
R(T)(z) = (T — z)~ ! est appelée résolvante de I'opérateur T. Pour z € p(T), I'application linéaire
R;(T) := R(T)(z) est appelée résolvante de T au point z.

page 8 Opérateurs bornés et compacts. Théoréme spectral.



2.2 Résolvante

Proposition 2.2.2. Soit T € L(E). La résolvante de T, z — R, (T) est holomorphe sur I'ouvert p(T).
De plus, im .|, ;o [|R=(T) | gy = O.

Démonstration : Soit zg € p(T). Alors, pour toutz € p(T), (T —z) ' = (T —zp— (z—z0)) ! =
(T —z0) "' (Idg — (z = 20)(T —20) ") 1. Or, [[(z = 20) (T — 20) || = |z — z0[|(T —z0) 'l et
)e

|| (T —z0)~t|| > 0. Alors, si on suppose que z € p(T) est tel que |z —zo| < ||(T —zo) 7|4,
ona
00 400
(T - Z)_l = (T - ZO)_l Z(Z —20)" (T —z9) " = Z(Z — 20)"(T — Zo)_(”+1)_
= n=0

Donc, z — R;(T) est holomorphe au point zy. Elle est donc holomorphe sur p(T).

Soit z € C. Supposons |z| > || T||. Alors z € p(T) et
1 - 121
— -1 = — —_ = —— _T"
(T —z) < z(IdE ZT>) ZZZ”T'

1
T |z|—+co

jr-271 < \z| Z |zyn ==

ce qui prouve la seconde assertion de la proposition.

Corollaire 2.2.3. Si E # {0} etsi T € L(E), o(T) # @.

Démonstration : Si o(T) = @, alors p(T) = C et R(T) : C — L(E) est holomorphe et, par
la proposition 2.2.2, imy;|_, 1 [|[Rz(T)| 25y = 0. R(T) est donc une fonction entiére et
bornée sur C, donc, par le théoréme de Liouville, elle est constante sur C. Comme sa
limite en l'infini est nulle, cette constante ne peut étre que 0. Donc, pour tout z € C,
(T —z)~! = 0. Mais I'application nulle n’est bijective que lorsque E = {0}. Donc, si

E #{0},0(T) #@

|

La preuve de la non-vacuité du spectre repose sur un résultat d’analyse complexe, le théoreme
de Liouville. C’est aussi le cas pour la preuve de la non-vacuité du spectre en dimension finie
qui est une conséquence du théoréme de d’Alembert-Gauss dont une preuve repose aussi sur
le théoreme de Liouville.

Proposition 2.2.4 (Identité de la résolvante). Soient T € L(E), z et z’ dans p(T). Alors, R,(T) —
R, (T) = (z —2')R,(T)Ry(T) et R;(T) et R, (T) commutent.

Démonstration : Pour tous z,z’ € p(T), ona

R(T)—Ri(T) = (T—z)~"'—(T-2)"

(T—2) YT —2ZN(T—-2)"' = (T—2) (T —2)(T-2)"
(T—2) Y T2 —T+2z)(T—2)7!

(T—2) Y z—2Z T —2)"' = (z—2)R(T)R.(T),

d’ot 'identité de la résolvante. En interchangeant z et z/, on en déduit que R, (T) et R/(T)
commutent.
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Chapitre 2. Spectre des opérateurs bornés

2.3 Rayon spectral

Comme pour T € L(E), o(T) est un compact inclus dans D(0, || T||), la borne supérieure dans
la définition suivante est bien définie.

Définition 2.3.1 (Rayon spectral). Soit T € L(E). On appelle rayon spectral de T le réel positif
r(T) = SUPjeo(T) AL

Proposition 2.3.2 (Formule du rayon spectral). Soit T € L(E). Alors

— 1 A
/(1) = lim T,

Démonstration : Tout d’abord, comme o(T) C D(0, ||T||), 7(T) < ||T||. Soitn > 1. Prouvons que

o(T") = {A" | A € ¢(T)}. Pour cela, on utilise la relation T" — A" = (T — A)(T" ' +... +
A1) Notons Q, = T" 1 +...+ A" 1. Q, commute avec T — A. Supposons que A" ¢
o(T"). Alors, il existe S, € L(E) tel que (T" — A")S,, = S,(T" — A") = Idg. Alors, (T —
A)QuSn = 5,Qu(T —A) =1dg.Donc T — A =Idg et A ¢ o(T). Donc, par contraposée, si
Aeo(T),AN"ea(T")et{\"| A €0c(T)} C a(T").
Réciproquement, soit y € o(T"). Alors T" —pu = (T — A1) ... (T — Ay) ot Ay, ..., Ay, sont
les racines n-iémes de . Si, pour tout i € {1,...,N}, T — A; est inversible, T" — u l'est
aussi, donc u ¢ o(T"). Donc il existei € {1,...,N} tel que A; € o(T). Donc, pour tout
ueo(T), ilexiste A € 0(T) tel que p = A". Donc o (T") C {A" | A € o(T)}.

On en déduit que, pour toutn > 1, r(T)" = r(T") < || T"||, donc r(T) < HT"H%. Donc

r(T) < liminf || T"||" .

n—r+00

Pour¢ € C,0 < [¢] < ﬁ, posons F({) = Rz—1(T). Alors, F est holomorphe sur 'ouvert
{¢10< | < ﬁ} par la proposition 2.2.2. De plus, sur cet ouvert, d’apres les calculs

effectués dans la démonstration de la proposition 2.2.2, F(¢) = — Y./, ¢""1T". F s’étend
donc en une fonction holomorphe sur D(0,7(T)~!). D’apres les inégalités de Cauchy,

1
r(T)’

Alors, pour tout n > 1, ||T”H'17 < M(r)ur17u ot M(r) = maxg|<, [|F(¢) ||, dot,

(n+1) (0) H 1

Vr < A1)

max ||F()]].

F
e
I ( A

==

<

= | =
~

1
Vr < ——, limsup || T"
V(T) nﬁ+oop ” H

donc ) .
limsup | T"||* < r(T) < liminf || T"||" .
n—r—+o0 n—+oo

Dong, la suite (|| T"|» )n>1 converge et sa limite vaut r(T).
|

Nous terminons cette section par deux résultats reliant le spectre d"un opérateur borné a celui
de son adjoint dans le cas ot E est un espace de Hilbert.

Proposition 2.3.3. Soit H un espace de Hilbert et soit T € L(H). Alors o(T*) = o(T) = {A : A €
o(T)}. De plus, pour tout z € p(T), Rz(T*) = R,(T)*.

page 10 Opérateurs bornés et compacts. Théoréme spectral.



2.4 Le laplacien discret en dimension un

Démonstration : En effet, d’apres le point 5 de la proposition 1.2.4, T — A est inversible si et
seulement si (T — A)* l'est. Or (T — A)* = T* — A. Donc

A € ¢(T) & T — Anoninversible < (T — A)* non inversible < T* — A non inversible < A € ¢(T*),
d’ot la premiere assertion. Puis, si z € p(T),
R(T*) = (T* =2) ' = ((T—2)") "' = ((T—2)"")" = R(T)",

toujours d’apres le point 5 de la proposition 1.2.4.

Le second résultat concerne les opérateurs auto-adjoints.
Proposition 2.3.4. Soit H un espace de Hilbert et soit T € L(H) auto-adjoint. Alors,
1. 0(T) CR;

2. les vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes de T sont orthogonaux.

Démonstration : Soient A et u deux nombres réels. Alors, par un calcul direct, on a, pour tout
u € H,

1T = (A +ip))ull® = (T = A)ul]® + 2 ||ul>

Dong, pour tout u € H, ||T — (A +ip))ul|®> > p?||ul|>.Siu # 0, T — (A +ip) est injectif.
Supposons par ’absurde T — (A + ip) non bijectif, donc non surjectif, soit encore Im (T —
(A+iu)) # H. Alors,

Ker(T* — (A —ip)) = Ker((T — (A +ip))") = (Im(T — (A +ip)))* # {0}

et A —ip € 0,(T*).Or,05(T) = 0p(T) car T = T*.

Mais, on a également || T — (A —ip))ul|* > p?||u||®> et A —ip ¢ 0p(T) si p # 0. D’olt une
contradiction. Donc T — (A + iu) est bijectif des que pt # Oetsipu # 0, A + iy € p(T) ce
qui prouve le premier point.

Pour démontrer le second point, on se donne A; et A, deux valeurs propres distinctes de
T. Soient 11 un vecteur propre associé a A1 et 1y un vecteur propre associé a A». On a

M(urlun) = (Mur|uz) = (Tug|un) = (uq|Tuz) = (ur|A2uz) = Az(ug|uz) = Ao(ur|uz),

et, comme Ay # Ay, on doit avoir (u1]uz) = 0.

2.4 Lelaplacien discret en dimension un

Nous introduisons le laplacien discret en dimension un. C’est I'opérateur A défini sur 1’espace
de Hilbert ¢*(Z) par

Yu € (2(Z),Yn € Z, (Au)y = —(tly_q + tlyq)-

L'opérateur A est ’analogue discret de la dérivée seconde.
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Chapitre 2. Spectre des opérateurs bornés

Tout d’abord, A est borné. En effet, si ||u|2z) < 1, alors ||Aul[2z) < 2||ull2z) < 2, donc
|A|| < 2. Puis, A est auto-adjoint. Soient u,v € ¢?(Z). Alors

(Aulo) = Y (Auw)uTp=— Y Up1Tn— Y Ups10p = — Y UnOpi1— Y UnTn_1

nez nez nez nez nez
= Y un(—vp1 —vus1) = Y un(A0), = (u|Av).
nez nez

Donc, A est un opérateur borné auto-adjoint.

Nous allons maintenant calculer le spectre de A. Pour cela, on introduit 1'opérateur de Fou-
rier F : (*(Z) — L?(]0,27]) défini pour tout u = (uy)nen € (*(Z) et tout x € [0,27] par
(Fu)(x) = Xez une™. On pose alors S = F o Ao F 1. Calculons S. Soit f € L%([0,27]). Sup-
posons que, pour tout x € [0,271], f(x) = Y,ez f(n)e"™. Pour tout n € Z, (F1f), = f(n).
Alors, pour tout x € [0,271],

(SHx) = =¥ (Fn=1)+fn+1)e™ ==Y fm)e"* =3 f(n)

nezZ nezZ nezZ
= —(e™+e™) Z e = (—2cos(x))f(x).
ez
Dong, si on pose pour tout x € [0,271], ¢(x) = —2cos(x), S = M, oit M, est 'opérateur de

multiplication par ¢. Or, comme F est une transformation unitaire, on a c(A) = o (M,) et
0p(A) = 0p(My). Alors, 0(My) = ¢([0,27]) = [—2,2]. Donc

o(A) = [-2,2).

De plus, comme ¢ n’est constante sur aucun sous-intervalle de [0,27], M, n’admet pas de
valeur propre. En effet, si u € L2([0,271]), I'équation ¢(x)u(x) = Au(x) pour tout x € [0,27]
impose u = 0. Donc

0p(A) = @.

Remarque 2.4.1. L’utilisation faite dans cet exemple de la transformée de Fourier JF est trés courante
pour les calculs de spectres d’opérateurs, surtout pour les opérateurs différentiels. Cela tient au fait
que, F étant unitaire, la conjugaison par F laisse invariants le spectre et le spectre ponctuel. Or, F
a la particularité de transformer une dérivation (ici discrete) en une multiplication. Donc, conjuguer
'opérateur étudié par F permet de ramener le calcul de son spectre au calcul du spectre d'un opérateur
de multiplication.
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Chapitre 3

Opérateurs compacts

L’objectif de ce chapitre est de construire un cadre dans lequel on puisse retrouver nombre
des propriétés des applications linéaires en dimension finie. Pour cela, nous introduisons les
opérateurs compacts qui forment une famille d’opérateurs dont les propriétés seront trés proches
de celles des applications linéaires en dimension finie. En particulier, la résolution des équations
linéaires en dimension infinie qui sont représentées par un opérateur compact sera analogue a
celle des équations linéaires en dimension finie. C’est I’objet de I’alternative de Fredholm pour
les opérateurs compacts que nous allons démontrer dans ce chapitre.

3.1 Opérateurs compacts

Dans cette section, nous allons revenir au début au cadre plus général des opérateurs entre
espaces de Banach. Nous nous restreindrons ensuite au cas des opérateurs entre espaces de
Hilbert.

Définition 3.1.1. Soient E et F deux espaces de Banach et T : E — F un opérateur. On note Bg la
boule unité de E. On dit que T est compact si T(Bg) est une partie compacte de F.

Notation. On note B (E, F) I'ensemble des opérateurs compacts de E dans F.

On remarque que Bw(E,F) C L(E,F). En effet, si T € B (E, F) puisque T(Bg) est relative-
ment compacte (c’est-a-dire d’adhérence compacte), c’est une partie bornée de F. Donc T est
un opérateur borné.

Nous rappelons que, par le théoréme de Riesz, un espace vectoriel normé est de dimension
finie si et seulement si sa boule unité est compacte. La propriété topologique de compacité est
donc directement liée a la propriété algébrique de dimension finie. Cela explique pourquoi le
fait de supposer que I'image par T de la boule unité de 'espace de départ soit d’adhérence
compacte va donner a T des propriétés proches d'une application linéaire en dimension finie.

Exemple 3.1.2. Si E = F est de dimension infinie, l'identité Id : E — E n’est pas compacte. En effet,
par le théoreme de Riesz, Bg n’est pas compacte. Pourtant 1d est continue. Donc, tous les opérateurs
bornés ne sont pas compacts.

7

Exemple 3.1.3. Soit X un espace métrique compact et soit E = F = C(X,R) I'espace des fonctions
continues sur X a valeurs réelles. Soient y une mesure positive finie sur (X, B(X)) et K € C(X x
X,R). On pose, pour u € E,

Tu(x) = [ K(xy)u()du(y).
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Chapitre 3. Opérateurs compacts

Un tel opérateur est un exemple d’opérateur a noyau intégral. Démontrons que T ainsi défini est un
opérateur compact. Soit u € Bg. Pour x,x" € X,

|Tu(x) — Tu(x")] < /X|(K(x,y)—K(X'zy))u(y)ldﬂ(y)
=< HMHOOF(X)ryneagIK(x/y)—K(x'/y)!-

Or, K est uniformément continue sur le compact X x X car elle est continue, donc, pour tout ¢ > 0, il
existe & > O tel que, pour tous x,x" € X,

(d(x,x") <6) = (Vu € Bg, |Tu(x) — Tu(x")| < u(X)e).

Donc, T(Bg) est une partie équicontinue de C(X). De plus, || Tu||co < ||K||eopt(X)]|1t]|co, donc T(Bg)
est ponctuellement bornée. Par le théoreme d’Ascoli, T(Bg) est relativement compacte dans C(X), donc
T est compact.

Définition 3.1.4. Un opérateur T € L(E, F) est dit de rang fini si Im T est de dimension finie.

Exemple 3.1.5. Un opérateur T € L(E,F) de rang fini est compact. En effet, par continuité de T,
T(Bg) est borné dans Im T. Donc, T(BE) est fermé borné dans Im T qui est de dimension finie; c’est
donc un compact de F.

Nous allons voir que ce dernier exemple est essentiel dans le cadre des opérateurs entre es-
paces de Hilbert. En effet, nous allons montrer que tout opérateur compact entre espaces de
Hilbert est limite, pour la topologie de la norme d’opérateur, d"une suite d’opérateurs de rangs
finis. Avant de nous limiter aux espaces de Hilbert, nous donnons encore deux propriétés des
opérateurs compacts valables pour les opérateurs entre espaces de Banach.

Proposition 3.1.6. Soit (T},),eN une suite d’opérateurs compacts de E dans F convergeant vers T dans
L(E,F). Alors T est compact. B (E, F) est donc fermé dans L(E, F).

Démonstration : Tout d’abord, comme dans un espace complet, les compacts sont les fermés
précompacts, T est compact si et seulement si T(Bg) est une partie précompacte de F.
Soitdonce > 0etn € N tel que ||T — Ty || z(g,p) < 5- Alors, par précompacité de T, (Bk),
il existe des vecteurs v; € E tels que

P
T.(Bg) € | B(v;,
j=1

€
2

Or, siu € Bg, ||Tu — T,ul|r < 5. De plus, il existe jo tel que T,u € B(vj, 5), d'ott Tu €
B(vj,, €) donc T(Bg) C UleB(vj,e). Donc T(Bg) est précompact.

|

Proposition 3.1.7. Soient E, F et G trois espaces de Banach, T € L(E,F)etS € L(F,G).SiTou S
est compact, alors ST est compact. En particulier, B (E) est un idéal de L(E).

Démonstration : Supposons que T est compact. Alors ST(Bg) = S(T(Bg)), T(Bg) est relative-
ment compacte et S est continue. Donc ST(Bg) est relativement compacte. Si S est sup-
posé compact, T(Bg) étant bornée, il existe un réel R tel que T(Bg) C RBpg. Soit encore
ST(Bg) C RS(Br). Or S(Br) est relativement compacte, donc ST(Bg) est fermée dans le
compact S(Br); c’est donc une partie compacte.
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3.1 Opérateurs compacts

g

Nous allons maintenant quitter le cadre général des opérateurs entre espaces de Banach pour
nous restreindre au cas des opérateurs entre espaces de Hilbert. Nous allons pouvoir ainsi
démontrer que tout opérateur compact d'un espace de Hilbert séparable dans lui-méme est
limite d’opérateurs de rang fini. Nous commengons par démontrer une propriété utile des
opérateurs compacts.

Proposition 3.1.8. Soit H un espace de Hilbert et T € Boo(H). Si () nen est une suite faiblement
convergente dans H, alors (Tuy,)n,cN est une suite convergente dans H pour la topologie de la norme
sur H.

Démonstration : Soit (1,),en une suite faiblement convergente dans H vers u. Rappelons que
cela signifie que, pour toutw € H, (u,|w) — (u|w). Par le théoréeme de Banach-Steinhaus,
la suite (||uy||)nen est bornée. Posons v, = Tu, et v = Tu. Pour tout w € H, (v, — v|w) =
(un — u|T*w), donc (v,)nen converge aussi faiblement dans H vers v = Tu. Supposons
par l'absurde, que (v,),en ne converge pas en norme vers v. Alors, il existe un 77 > 0 et
une sous-suite (v, )reN tels que, pour tout k € N, ||v,, — v|| > 7. Or, puisque (U, )ken
est bornée pour la norme sur H et que T est compact, on peut extraire de (i, )ren une
sous-suite (”nk, )ien telle que (Tunkl )ieN converge vers une limite ¢ pour la norme sur H.
Mais cette sous-suite (v, " )1eN converge aussi faiblement vers 7 et, par unicité de la limite
faible, 7 = v. Cela contredit le fait que, pour tout / € IN, ||Unkl — || > 5. Donc (Tuy)neN
converge en norme vers o.

|

De la proposition 3.1.6, on déduit en particulier que toute limite d’opérateurs de rang fini est un
opérateur compact. Nous démontrons maintenant que, dans les espaces de Hilbert séparables,
la réciproque est vraie.

Proposition 3.1.9. Soit H un espace de Hilbert séparable. Tout opérateur compact sur H est limite,
pour la topologie uniforme des opérateurs, d une suite d’opérateurs de rang fini.

Démonstration : Soit (u;);>1 une base hilbertienne dans H. Soit T un opérateur compact sur H.
Posons, pour n > 1,

Aw = supi{||To|| | ||| = 1etov € vect(uy, ..., uy)"}.

La suite (A,)qen est une suite décroissante de réels positifs, elle converge donc vers un
réel A > 0. Montrons que cette limite est nulle. On choisit une suite (v,),en d’éléments
de vect(uy, ..., uy)"%, tels que |[v,|| = 1 et ||Tv,|| > 4. Puisque la famille (u;);>1 est to-
tale, (v,) converge faiblement vers 0 dans H. Par la proposition 3.1.8, la suite (Tv,),eN
converge donc en norme vers 0. Donc A = 0. Or, par le théoreme de projection dans les
espaces de Hilbert,

n

Ay = sup HTu - Z(u]uj)TujH.
Jul=1 j=1
Donc, comme (A;),en tend vers 0,

HT - j:Zn’I(.wj)TujHﬁ(H) 0.

Opérateurs bornés et compacts. Théoréme spectral. page 15



Chapitre 3. Opérateurs compacts

g

Ainsi, un opérateur sur un espace de Hilbert est compact si et seulement s’il est limite d’opérateurs
de rang fini. Avant d’exploiter cette caractérisation des opérateurs compacts pour I'étude d’équations
linéaires, nous terminons par une propriété parfois utile pour démontrer la compacité d'un
opérateur.

Proposition 3.1.10. Soit T € L(H). Alors T est compact si et seulement si T* est compact.

Démonstration : Supposons T compact. En reprenant les notations de la démonstration de la
proposition 3.1.9 et en posant P, le projecteur sur le sous-espace vect(u1, . .., uy,), on peut
écrire que P,T = Y4 (.[uj)Tu;. Donc, on a prouvé a la proposition 3.1.9 que ||P,T —
T|lz(y — 0 lorsque n tend vers I'infini. Mais alors, comme (P, T — T)* = T*(P, — I)* =
T*(P, — I), on obtient que

IPaT = Tll gy = 1(PaT = T)" M gy = N1 T°Pu = T* || oy = 0.

Comme T*P, est de rang fini, T* est limite d'une suite d’opérateurs de rang fini; il est
donc compact. Si on suppose T* compact, alors T = (T*)* est lui aussi compact, d’out
l’équivalence.

3.2 L’alternative de Fredholm

Nous avons jusque-la présenté plusieurs propriétés des opérateurs compacts sans encore don-
ner de résultat présentant I'intérét de leur introduction. Nous présentons donc maintenant un
résultat essentiel pour la résolution d’équations linéaires en dimension infinie, I'alternative de
Fredholm. Celle-ci affirme que si T est un opérateur compact, alors soit Tu = u posséde une
solution non triviale, soit (I — T)~! existe. Nous retrouvons la méme alternative que pour les
systemes linéaires de dimension finie et I'équivalent du résultat sur les endomorphismes en
dimension finie qui affirme que leur injectivité implique la bijectivité. Elle permet en pratique
de démontrer l’existence de solutions a des équations linéaires de maniere fort simplifiée. L'al-
ternative de Fredholm nous dit que si, pour tout v € H, il existe au plus une solution u € H de
I’équation linéaire Tu + v = u, alors il en existe exactement une. En effet, s’il existe au plus une
solution, I — T est injectif, donc Tu = u ne posséde pas de solution non triviale. Donc (I — T) !
existe et, pour tout v € H, 'unique solution de Tu + v = u est donnée par u = (I — T)*lv. La
compacité de l'opérateur et 1'unicité a priori de la solution impliquent 1’existence de la solution.
L’alternative de Fredholm n’est pas vérifiée en général par tous les opérateurs bornés. Par
exemple, I'opérateur de multiplication défini sur L?([0,2]) par Tu(x) = xu(x) pour tout x €
[0,2] ne la vérifie pas. En effet, Tu = u n’a pas de solution non triviale mais (I — T) ! n’est pas
pour autant un opérateur borné sur L([0,2]).

Comme l'alternative de Fredholm est vérifiée pour les opérateurs sur un espace de dimension
tinie, I'idée pour la démontrer dans le cas des opérateurs compacts agissant sur un espace de
Hilbert est d’utiliser le fait qu’ils sont limites de suites d’opérateurs de rang fini. On pourra
ainsi écrire un tel opérateur compact sous la forme T = P + R ot P sera un opérateur de rang
fini et R un opérateur de petite norme, une perturbation.

Théoréme 3.2.1 (Fredholm analytique). Soit H un espace de Hilbert et soit D un ouvert connexe
de C. Soit f : D — L(H) une fonction analytique telle que, pour tout z € D, f(z) soit un opérateur
compact. Alors il ne se produit qu’un et un seul des cas suivants :
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1. (I — f(z))~! n'existe pour aucun z € D;

2. (I — f(z)) ! existe pour tout z € D\ S oiL S est un sous-ensemble discret de D. Dans ce cas,
(I — f(z))~! est méromorphe sur D, analytique dans D \ S et les résidus aux poles sont des
opérateurs de rang fini. Enfin, si z € S, alors I'équation f(z)u = u posseéde une solution non
triviale dans H.

Démonstration : Tout d’abord, comme D est connexe et, par prolongement analytique, il suffit
de démontrer le théoréme au voisinage de tout point de D. Soit zy € D. Par continuité de
fenzg, il existe r > 0 tel que, pour z € D tel que |z —zo| < r, onait || f(z) — f(z0) ||l z(r) <
3. Puisque l'opérateur f(zo) est compact, il existe P un opérateur de rang fini tel que
I1f(z0) = Pllzmy < 3. Alors, pour z € D(z,7), || f(z) — P/ () < 1. On peut donc utiliser
le lemme de la série de Neumann pour démontrer 1’existence de (I — f(z) + P)~! € £L(H)
et le fait que z — (I — f(z) + P)~! est analytique sur D(zo, 7).

Comme P est de rang fini, il existe une famille libre (u4,...,uy) de N vecteurs et des
vecteurs vy, ..., vy tels que, pour tout u € H, Pu = Zf\il(ubi)ui. Pour z € D(zp,r), on
pose v;(z) = ((I — f(z) + P)~!)*v; et on définit 'opérateur ¢(z) par

N
Vw € H, g(z)w = P(I — f(z) + P) lw = Y (wlvi(z))u;.
i=1
On remarque que, pour tout z € D(zo,r), (I — g(z))(I — f(z) + P) = I — f(z). Donc,
pour z € D(zg,r), I — f(z) est inversible dans £L(H) si et seulement si I — g(z) 1’est. De
méme, I'équation f(z)u = u admet une solution non identiquement nulle si et seulement
si g(z)w = w en admet une.

Supposons qu’il existe w € H tel que g(z)w = w. On peut décomposer w en w =
22’:1 ayily, et les coefficients a,, vérifient, par liberté de la famille (u1,...,uy),

N
Vne{l,...,N}, ap =Y (tn|vn(2)) . (3.1)

m=1

Inversement, si pour z fixé le systeme (3.1) admet une solution (ay,...,ay), alors le
vecteur w = 2,11\121 ayiy est une solution de g(z)w = w. Ainsi, nous nous sommes ra-
menés a 'étude d'un systéme linéaire en dimension finie et I'équation g(z)w = w admet
une solution non identiquement nulle si et seulement si le déterminant d(z) = det(I —
[(tty |00 (2))]mn) = 0. Comme (1|0, (z)) est analytique sur D(zo,r), d(z) 1’est aussi, donc
I'ensemble S, = {z € D(zo,7) | d(z) = 0} des zéros de d(z) est soit discret dans D(zo, )
soit égal & D(zg, ). Dans le second cas, (I — f(z)) ! n’existe pour aucun z € D(z,7) et
nous sommes dans le cas 1 de l’alternative de Fredholm.

Supposons maintenant que S, # D(z, ), cas qui correspond au cas 2 de lalternative de
Fredholm. Si z € S, I'équation f(z)u = u posséde une solution non triviale dans H, ce
qui prouve la derniére assertion du théoréme.

Supposons enfin que z ¢ S,. Alors d(z) # 0. En se donnant u € H, on peut résoudre
l'équation (I — g(z))w = uenposantw = u + Y, Buil, si et seulement si les B, vérifient
le systeme

N
Vne{l,...,N}, Bn = (u]va(z)) + ;(umbn(z))[%m (3:2)

Or, comme on a supposé que d(z) # 0, le systeme (3.2) admet une unique solution. Donc,
(I —g(z)) ! existe dans £(H). De plus, on peut résoudre explicitement le systéme linéaire
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(3.2) a 'aide des formules de Cramer, ce qui permet d’exprimer (I — g(z))~!, donc (I —
f(z))~!, comme une fonction méromorphe dont les résidus aux pdles sont des polynomes
en P, donc des opérateurs de rang fini. Le cas 2 de l'alternative de Fredholm est donc
prouvé.

|

Corollaire 3.2.2 (Alternative de Fredholm). Soient H un espace de Hilbert et T un opérateur compact
sur H. Alors soit (I — T) ™! existe et est borné, soit Tu = u posséde une solution non identiquement
nulle.

Démonstration : On applique le théoreme 3.2.1 a la fonction analytique f(z) = zT au point
z=1.

3.3 Probléeme de Dirichlet dans R3

Nous terminons ce chapitre en donnant un exemple d’équation linéaire que I'on peut traiter a
l'aide de l'alternative de Fredholm. Nous traitons du probléeme de Dirichlet dans IR>.

Soit D un ouvert connexe borné de R® dont la frontiere dD est une surface C* de R®. Le
probleme de Dirichlet pour 1’équation de Laplace est le suivant : étant donné une fonction
continue f sur dD, trouver une fonction u de classe C2 dans D et continue sur D qui vérifie

Vx € D, Au(x) =0etVx € 0D, u(x) = f(x).

Pour résoudre ce probléme, on introduit le noyau K(x,y) = (x — y|ny)/|x — y|® défini sur
D x dD, ot n, est la normale extérieure a 0D au point y € dD. La fonction x — K(x,y) est
harmonique, AK(x,y) = 0 pour tout x € D et pour tout y € dD. Cela nous conduit & chercher
une solution u sous la forme d"une superposition,

u(x) = [ K(xp)e)ds(),

ol ¢ est une fonction continue sur 9D et dS est la mesure surfacique sur dD. En effet, pour
x € D, l'intégrale est bien définie et Au(x) = 0. Voyons maintenant comment étendre u a oD.
Soit e > 0. Si xg € 9D et que x — xo, x € D, alors, on peut démontrer que

u(x) = —p() + | K(xo,9)g(y)dS() (3
Puis, six — xg, x € ﬁc, on peut aussi démontrer que

u(x) > p(x0) + [ K(x0,)9()dS(y). G4

Donc [, K(xo,y)9(y)dS(y) existe et est une fonction continue de xq sur dD. En effet, comme

D est une surface C*, pour tous x,y € 9D, (x — y|n,) = c[x —y|* + o(|x — y|?) lorsque x — y.

On veut vérifier la condition au bord u(x) = f(x) pour tout x € dD. On doit donc démontrer
I'existence d"une fonction ¢ continue sur 9D telle que Vx € 9D, f(x) = —¢(x) + [, K(x,y)@(y)dS(y).
Pour cela, on introduit I'opérateur T : C(dD) — C(9D) défini par

Vg € C(aD), Wx € aD, Tg = /a K(xy)e)ds(y).
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Alors T est un opérateur compact. En effet, soit pour 6 > 0, Ks(x,y) = (x —y|ny)/(|]x —y[> + ).
Alors, K; est continu et, d’aprés 1’exemple 3.1.3, 'opérateur T; associé est compact. De plus,
nous avons l’estimation

|(Tsu)(x) = (Tu) (x)] < [ulle /aD [Ks(x,y) = K(x,y)|dS(y)- (3.5)
Or, si on fixe € > 0, on peut séparer 1'intégrale en deux membres,

Jp IKse) = Kz )lasty) = |

x—y|>e

[Ks(x,y) = K(x,y)[dS(y) + /‘;_yks [Ks(x,y) = K(x,y)[dS(y)-

Dans la premiere intégrale, Ks(x,y) converge uniformément en x vers K(x,y) lorsque J tend
vers 0. L'intégrabilité de K permet de rendre arbitrairement petite la seconde intégrale, uni-
formément en x, en choisissant ¢ assez petit. Donc, on vient de démontrer que Tsu tend uni-
formément en x vers Tu lorsque ¢ tend vers 0. Puis de par (3.5), on obtient que || Ts — T|| £ (c(ap)) —
0 lorsque ¢ tend vers 0. L'opérateur T est donc compact comme limite d’opérateurs compacts.

Comme T est compact, on peut lui appliquer l'alternative de Fredholm. Soit il existe iy € C(dD)
non identiquement nulle telle que Ty = 1, soit, pour tout f € C(dD),l’équation —f = (I —T)¢
admet une unique solution. Supposons que nous soyons dans le cas de la premiére alternative.
Posons, pour tout x € DUID, u(x) = [, K(x,y)¢(y)dS(y). Alors, pour tout x € dD, u(x) =
Ty(x) = ¢(x). Ainsi, pour tout x € DUID, u(x) = [,, K(x,y)u(y)dS(y). Mais alors, u = 0
dans D par le principe du maximum (rappelons que u est harmonique dans D). De plus, %
est continue sur 90D et est donc égale a 0 sur dD. Par intégration par parties, cela implique
que u est aussi identiquement nulle sur 9D. Par (3.3) et (3.4), il vient que 2¢(x) = 0 pour tout
x € 0D et ¢ est identiquement nulle. Donc la premiere alternative n’a pas lieu, donc, pour
tout f € C(dD), I'équation —f = (I — T)¢p admet une unique solution, d’oit la résolution du
probléme d’existence et d"unicité pour le probleme de Dirichlet de I'équation de Laplace dans
R3.
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Chapitre 4

Spectre des opérateurs compacts

Les opérateurs compacts posseédent des propriétés analogues aux opérateurs en dimension fi-
nie. C’était le cas pour la résolution de systémes linéaires en étudiant Ialternative de Fredholm.
Nous allons maintenant explorer les propriétés spectrales des opérateurs compacts. En parti-
culier, nous allons voir que tant le spectre des opérateurs compacts que les propriétés de diago-
nalisation des opérateurs compacts auto-adjoints sont des <« passages a la limite > des résultats
correspondant en dimension finie. Nous obtenons aussi une classification des opérateurs com-
pacts auto-adjoints a équivalence unitaire pres.

4.1 Spectre des opérateurs compacts

Nous allons commencer en donnant un résultat général de structure du spectre des opérateurs
compacts.

Théoréme 4.1.1 (Riesz-Schauder). Soient H un espace de Hilbert et T € B (H). Alors, o(T) \ {0}
est un ensemble discret de C formé de valeurs propres de T de multiplicités finies. De plus, si H est de
dimension infinie, 0 € o(T).

Remarquons que, lorsque 0 € ¢(T), 0 peut ne pas étre une valeur propre de T. Par ailleurs, 0
peut étre un point d’accumulation de ¢(T), comme nous allons le voir par la suite.

Démonstration : Posons, pour tout z € C, f(z) = zT. Alors f est une application holomorphe
sur C a valeurs dans B (H). Soit S = {z # 0| zTu = u admet une solution u # 0}.
Alors,siz € S, % est valeur propre de T. Puis, comme z = 0 ¢ S, par le théoreme 3.2.1, S
est un ensemble discret. Si % ¢ S, alors

(T2t =1 <1T—IdE> B

Z \Z

existe, toujours par le théoreme 3.2.1. Donc, o(T) \ {0} = {1 |z € S} eto(T) \ {0} estun
ensemble discret formé de valeurs propres de T par définition de S .
SiA € 0y(T), A # 0, posons F = Ker (T — A). Alors, si Br désigne la boule unité de F et

By cellede H, on a
1 1

1
Br = —ABr = —T(Br) C —T(Bpn).
F=1ABr=1T(Br) C 5 T(Bn)
Or, comme T est compact, T(Bpy) est relativement compacte et Br 1'est aussi. Donc, par
un théoreme de Riesz, F est de dimension finie. Donc chaque valeur propre non nulle de

T est de multiplicité finie.
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Supposons que H est de dimension infinie. Si 0 ¢ ¢(T), alors T est bijective et T~! est
continue. Donc By = T~(T(By)) est relativement compacte car T(By) 1’est par compa-
cité de T. Dong, la encore, par le méme théoreme de Riesz, H est de dimension finie. Cela
contredit notre premiére hypothese, donc 0 € o(T).

|

La démonstration du théoréme de Riesz-Schauder repose sur l’alternative de Fredholm analy-
tique. Nous nous sommes restreints au cas des espaces de Hilbert car nous n’avons pas prouvé
l’alternative de Fredholm analytique (voir théoréme 3.2.1) en toute généralité, mais seulement
pour les espaces de Hilbert. Pourtant, le théoreme de Riesz-Schauder est encore valable pour
des opérateurs compacts sur un espace de Banach quelconque. L'alternative de Fredholm ana-
lytique est encore vraie dans le cadre des espaces de Banach, mais sa démonstration est alors
plus difficile.

4.2 Diagonalisation des opérateurs compacts auto-adjoints

Dans cette section, nous présentons la généralisation aux opérateurs compacts auto-adjoints du
résultat qui affirme que toute matrice réelle symétrique est diagonalisable en base orthonormée.
Dans toute la suite, H sera un espace de Hilbert complexe.

Lemme 4.2.1. Soit T € L(H). Si T est compact et auto-adjoint, alors ||T|| ou —||T|| est une valeur
propre de T.

Démonstration : Si T = 0, 0 est valeur propre de T et || T|| = 0. Supposons T # 0. Alors, par la
proposition 1.2.10, il existe une suite (1, ),en de vecteurs unitaires telle que |(Tuy |u,)| —
IIT|| lorsque n tend vers l'infini. Quitte & en extraire une sous-suite (par compacité de
I’ensemble D(0, ||T||), puisque |(Tun|un)| < ||T]]), on peut supposer que (Tu,|u,) — A
lorsque 1 tend vers l'infini, ou [A| = ||T||. Alors,

0<|(T— /\)unufq = || Tun |13, — 2A(Tuan ) + A2 < 202 — 2A(Tit|14) — O

lorsque n tend vers l'infini. Dong, ||(T — A)uy, ||z — 0 lorsque n tend vers l'infini. Alors,
par compacité de T, il existe # € H et une sous-suite (uy, )ren telle que ||Tu,, — u||g — 0
lorsque k tend vers linfini. Or, uy, = (A — T)up, + 1 Tun, converge alors vers ;1. Donc
1= ||[A Yu||g = |A|7||u||g et u # 0. On a aussi Tu,, — +Tu par continuité de T. Donc,
par unicité de la limite, u = A 'Tu et Tu = Au, u # 0. Donc A € op(T).

Proposition 4.2.2. Soit T € L(H) un opérateur compact auto-adjoint. Alors,

H=ZKerT® @wm Ker (T — A).

\{0}
Démonstration : Rappelons que, pour A # u dans 0,(T), Ker (T — A) LKer (T — ). Posons F =
@AEU(T)\{O}Ker (T — A). Alors F est fermé et stable par T. En effet, si u = Y )¢, (1)\ {0} #a
avec Y ||lux||3; convergente, on a Tu = Yaeo(m)\ {0y Mir € F. De plus, comme T est auto-
adjoint, F* est aussi stable par T (voir proposition 1.2.6). Soit Ty : F- — F= la restric-
tion de T & F*. Alors Ty est auto-adjoint et compact. On a alors 7(Tp) = ||To||. De plus,
si r(Tp) > 0, Ty admet une valeur propre non nulle A car, par le théoréme de Riesz-
Schauder, tout élément non nul de ¢(T)) est une valeur propre puisque Tj est compact.
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Mais alors, comme Ker (To — Ag) C Ker (T — Ag), on aurait Ker (T — Ag) N F+ # {0}, ce
qui est absurde car, pour tout A # 0, F* L Ker (T — A). Donc #(Ty) = 0 et || To|| = 0 et
To est I'opérateur nul. Donc F+ C Ker T. D’autre part, Ker T C (Ker (T — A))* pour tout
A#0etKerT C F+.Donc KerT = F*. Or F est fermé, donc H = F @ F* et on a bien
H=XKerT® @AGU(T)\{O}KQI' (T—A).

|

Nous allons maintenant pouvoir démontrer le théoreme de diagonalisation des opérateurs
compacts auto-adjoints, que I'on nomme aussi « théoreme spectral des opérateurs compacts >.

Théoréme 4.2.3 (Théoreme spectral des opérateurs compacts auto-adjoints). Soit T € L(H)
un opérateur compact auto-adjoint. Notons {A1, Az, ...} les valeurs propres de T non nulles et Py, la
projection de H sur Ker (T — A,,). Alors, pour n # m, P,Py, = P, P, = 0 et P, est de rang fini. De
plus, si T est de rang fini, 'ensemble des valeurs propres de T est fini et si T n’est pas de rang fini,
Ay — 0 lorsque n tend vers l'infini. Enfin,

T = i AP,
n=1

ol la série converge au sens de la norme d’opérateur (ou est, dans le cas o T est de rang fini, une somme

finie).

Démonstration : D’apres le lemme 4.2.1, il existe un nombre réel A € 0,(T) tel que [A¢| = || T]|.
Soient F; = Ker (T — A1) et P la projection de H sur F;. On pose Hy = FlL. Comme T laisse
stable F; et est auto-adjoint, il laisse aussi stable Hy. Soit T» = T|p, la restriction de T a Hy.
Alors T; est un opérateur compact auto-adjoint. Soit donc, par le lemme 4.2.1, un nombre
réel A, € 0,(T2) tel que [Az| = || T2|. Soit F, = Ker (T2 — A2). Alors F, = Ker (T — A7) et,
comme F, C FlL, A1 # Ap. Soit alors P, la projection de H sur F, ; posons Hz = (F; & b))’
Alors, comme ||T|| < [|T]|, ona |Az] < |Aq].

Par récurrence, on construit une suite de valeurs propres de T telles que [A1]| > Az > .. ..
Si T est de rang fini, cette construction s’arréte au bout d’un nombre fini d’étapes. Si T
n’est pas de rang fini, on construit une suite infinie. De plus, si, pour tout n > 1, on pose
Fy, = Ker (T — Ay), alors [Ay41] = [|T|(fa...cr,). |- On note aussi, pour tout n > 1, P, la
projection de H sur F,. La relation P,P,, = P,P, = 0 pour n # m vient du fait que les
F, sont deux a deux orthogonaux. Enfin, par le théoreme 4.1.1, le spectre de T est au plus
dénombrable, et la construction faite ici nous montre que {A4,...} = o(T) \ {0}.

On suppose dans la suite de la démonstration que T n’est pas de rang fini. Prouvons que
(An)n>1 ainsi définie converge vers 0. Tout d’abord, comme |A1| > |A2| > ..., la suite
(|An])u>1 est convergente, mettons vers a. Puis, pour tout n > 1, on choisit u, € F,,
|ln||g = 1. Comme T est compact, il existe u € H et une sous-suite (u,, )r>1 telle que
|| Tun, — u||g — 0 lorsque k tend vers l'infini. Or, pour n # m, u, Lu,, et, pour tout k > 1,
Tuy, = Ap iy, Done, pour k,1 > 1, on a || Tu,, — Tuy,| %{ = A%k + )v:;l > 242. Mais, comme
(Tupn, )k>1 est une suite de Cauchy, on doit avoir a = 0.

Soientk € {1,...,n} etu € F. Alors (T — }.i 1 AjP;)u = Tu — Ayu = 0. Donc, F @ - -+ @
F, C Ker (T — 27:1 AjP;). Si maintenant u € (F{ @ -+ @ E,)*, alors Pju = 0 pour tout
j€{L,...,n}et(T—Yi4A;P)u = Tu. Comme de plus T laisse stable (F; & - - - & F.)*,
on obtient

= [Ant1| =0

n
HT_ ZAJ'PJ'H = HT‘(F1€B~~EBF,1)i
=1

lorsque n tend vers l'infini. Dong, la série )} A, P, converge en norme d’opérateur vers T.
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g

De ce théoréme, on peut déduire le corollaire suivant qui donne l'existence d’une base hilber-
tienne de diagonalisation pour T compact auto-adjoint.

Corollaire 4.2.4. Soit T € L(H) un opérateur compact et auto-adjoint. Il existe une base hilbertienne
(¢n)nen de H telle que, pour tout n € IN, il existe un réel A, tel que T, = Ay et Ay — 0 lorsque n
tend vers l'infini.

Démonstration : Par la proposition 4.2.2, on peut construire une base hilbertienne (¢,,)en de
H en recollant les bases des Ker (T — A) pour A € ¢(T). Alors, quitte & renuméroter les
valeurs propres de T, pour toutn € IN, T, = A, ot les A, sont donnés par le théoréme
4.2.3. Alors, toujours par le théoreme 4.2.3, A;, — 0 lorsque n tend vers l'infini.

4.3 Réduction des opérateurs compacts auto-adjoints

Le théoréme spectral des opérateurs compacts auto-adjoints affirme que tout opérateur com-
pact auto-adjoint est diagonalisable en base hilbertienne. Ainsi, en un sens que ’'on va main-
tenant définir, tout opérateur compact auto-adjoint est unitairement équivalent a une matrice
diagonale infinie. En dimension finie, deux matrices diagonalisables sont équivalentes si et
seulement si elles ont les mémes valeurs propres avec les mémes multiplicités. Ce résultat va
se généraliser pour les opérateurs compacts auto-adjoints.

Définition 4.3.1. Soient H et K deux espaces de Hilbert. Soient S € L(H) et T € L(K). Set T
sont dits unitairement équivalents s’il existe un isomorphisme d’espace de Hilbert U : H — K tel que
usu-!'=T.

Définition 4.3.2. Soit T € Be(H). La fonction multiplicité de T est la fonction mg : C — IN U {+oco}
définie par mr(A) = dim Ker (T — A).

Alors, mr(A) > 0 si et seulement si A est une valeur propre de T. De plus, si A # 0, par le
théoréme de Riesz-Schauder, mp(A) < +o0.

Proposition 4.3.3. Si T et S sont deux opérateurs compacts unitairement équivalents, soit U : H — K
un isomorphisme tel que USU~ = T. Alors, Ker (T — A) = UKer (S — A) pour tout A € C. En
particulier mp = ms.

Démonstration : En effet, si v # 0 est tel que Sv = Av, alors TUv = USv = AUv, donc Uv €
Ker (T — A). Donc UKer (S — A) C Ker (T — A). Réciproquement, si w € Ker (T — A) et
siv = U 'w, alors Sv = SU'w = U 'Tw = Av. Donc Ker (T — A) C UKer (S — A).
Comme U est en particulier un isomorphisme d’espaces vectoriels, on obtient mr = ms.

|

On déduit de cette proposition que 1’égalité des fonctions de multiplicité est une condition
nécessaire pour que deux opérateurs compacts soient unitairement équivalents. Nous allons
maintenant démontrer que, pour les opérateurs compacts auto-adjoints, elle est suffisante.

Théoreme 4.3.4. Deux opérateurs compacts auto-adjoints sont unitairement équivalents si et seule-
ment s’ils ont la méme fonction de multiplicité.
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Démonstration : Soient S € L(H) et T € L(K) deux opérateurs compacts et auto-adjoints. Si
S et T sont unitairement équivalents, nous venons de démontrer a la proposition 4.3.3
que mr = mg. Supposons maintenant que mr = mg et construisons un isomorphisme
U:H— Ktelque UTU™! = 8.

Par le théoréme spectral pour les opérateurs compacts, on peut écrire T = Y ° ; A, P, et
S =Y, 11nQuavec pour m # n, Ay, # Ay, et 4y # Uy et les projecteurs P, et Q, sont
de rang fini. Soit Py le projecteur de H sur Ker T et soit Qg le projecteur de K sur Ker S.
Posons aussi Ag = po = 0. Comme mr = mg, pour tout n € N, mg(A,) = my(A,) > 0.
Donc les A, sont aussi valeurs propres de S. Donc, pour tout n € IN, il existe un unique
uj tel que pj = A,. On définit 77 : N — IN par i,y = Ay et on pose 71(0) = 0. Comme
de plus mr(pn) = mg(pn) > 0, tous les p,, sont aussi valeurs propres de T et, pour tout
n € N, il existe j € N, 71(j) = n. Ainsi, 7T est une bijection.

Pour tout n € N, dim Im P, = mr(Ay) = ms(pr(yy) = dim Im Qy, (égalité de dimen-
sions hilbertiennes), il existe un isomorphisme d’espaces de Hilbert U, : P,H — QK.
On définit U : H — K en posant U = U, sur P,H et en prolongeant par linéarité.
Alors, U est bien un isomorphisme car BpenIm P, = H. De plus, si v € P,H, alors
UTv = AyUv = pi(Uv = SUv. Dong, on a bien Urtu-t=s.

|

En général, la fonction de multiplicité ne suffit pas a caractériser I’équivalence unitaire de deux
opérateurs compacts quelconques. Par exemple, si V est I'opérateur de Volterra, my = 0 et
pourtant V' et 'opérateur nul ne sont pas unitairement équivalents. Il n'y a pas de condi-
tions nécessaires et suffisantes connues pour que deux opérateurs compacts soient unitaire-
ment équivalents. En fait, méme en dimension finie, il n’existe pas de conditions nécessaires et
suffisantes connues pour que deux opérateurs quelconques soient unitairement équivalents.
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Chapitre 5

Théoréme spectral

Nous allons généraliser au cadre des opérateurs bornés sur un espace de Hilbert le résultat
classique qui affirme que toute matrice symétrique réelle se diagonalise en base orthonormée.
Une bonne fagon d’énoncer ce théoréme sur les matrices est d’écrire que pour toute matrice
symétrique réelle A € M,(R), il existe des réels Ay,..., A, et des projecteurs orthogonaux
Py, ..., Py, tels que:

A= Alpl + - '—I—/\npn.

C’est cette formulation que nous allons généraliser a la dimension infinie, en transformant la
somme en une intégrale contre des mesures a valeurs projecteurs.

5.1 Familles spectrales

Définition 5.1.1. Une famille spectrale (ou résolution de l'identité) sur H est une application E : R —
L(H) telle que :

1. Pour tout t € R, E(t) est une projection orthogonale, i.e. E(t)? = E(t) et E(t)* = E(t).

2. Monotonie : Vs < t, E(s) < E(t),i.e. Vu € H, (E(s)u|u) < (E(t)u|u).

3. Continuité forte a droite : Vu € H, E(t +€)u - E(t)u.

4. Normalisation a l'infini : Yu € H, E(t)u P Oet E(t)u T
——00 —+00

En particulier, les points 1 et 2 impliquent que E(¢)E(s) = E(s)E(t) pour tous s, t etsis < t,
E(s)E(t) = E(s).

On aaussi: Vu € H,Vt € R, (E(t)ulu) = ||E(t)u||> > 0 (ou avec 2 et en faisant tendre s
vers —oo a t fixé).

Remarque 5.1.2. La notion de famille spectrale est un analogue de la fonction de répartition d'une
variable aléatoire en probabilités.

Exemple 5.1.3. Soit M C IR? mesurable et soit ¢ : M — R mesurable. On pose M(t) = {x €
M | g(x) < t}. Alors M(t) croit vers M au sens de l'inclusion. On pose alors pour u € L2(M) et
t € R, E(t)u = xpu- Alors, E : t — E(t) est une famille spectrale.

Exemple 5.1.4. Si T est un opérateur auto-adjoint, de spectre discret et tel que pour tout u € H,
(Tulu) > C||u||?, alors il existe une suite A; de réels qui croit vers l'infini et une base hilbertienne
{u;}ien de H telles que

+o00
YueH, Tu= Z)w(u]ui)ui.
i=0
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Cela rappelle le théoreme spectral pour les opérateurs compacts auto-adjoints. On pose alors pour tout
t € R, E(t) le projecteur orthogonal sur Vect{uy,...uj|A; < t}. Alors t — E(t) est une famille
spectrale.

5.2 Théoréme spectral

Soient u, v € H. Par I'identité de polarisation, la fonction F, ,(A) = (E(A)u|v) est alors une
combinaison linéaire complexe de quatre fonctions croissantes continues a droite en tout point :

Fus(®) = § (IEQ) e+ 0) 2 = [EQ) (e = )| +1 ) (e + i) ~ § | EQ) (u — i0) ),

et!’on note cette expression F, ,(A) = a1 F1(A) + - - - + a4 F4(A). D’apres la théorie de I'intégration
de Stieljes, il existe donc quatre mesures de Borel yy, . . ., ys correspondant aux F; telles que 'on
puisse définir, pour toute fonction ¢ dans £ (R, 1 + - - - + p4),

/]R $(V)dFuo(A) = a1 /IR S(A)dpr + - + o /IR $(A)djia.

Les mesures y; dépendent de u et v et, par la propriété de normalisation des familles spectrales,
chaque y; est une mesure finie. En effet, on a 11 (R) < |lu +9|?%,..., us(R) < |Ju —iv||%.

Exemple 5.2.1. On reprend le second exemple de la section précedente. Si u € H alors Fy,(A)

(E(A)ulu). Si u = uyg, alors pour A < Ag, Fupus(A) = 0 et pour A > Ag, Fyyuy(A) = ||uo]|? =

Donc dFyyu, = 6y, Si u = aug + buy, alors dF,,, = |a|*5x, + |b|?6),. Plus généralement, si u
15 aiu; avec Y |a;|* < 400, alors dF,,, = Y15 |ai|*6,,.

=

Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme spectral pour les opérateurs auto-adjoints.

Théoreme 5.2.2 (Théoreme spectral des opérateurs auto-adjoints.). Soit T un opérateur auto-
adjoint. Il existe une unique famille spectrale E : R — L(H) telle que

T:/]RA dE(A):/U(T)AdE(/\)

au sens ot pour tous u,v € H,
(Tulv) = A dF,»(A).
o(T)
Démonstration : Nous donnons juste les grandes étapes de la construction.
On commence par définir pour z € C,Imz # 0, et u € H, F(z) = (R;(T)u|u). Alors F
est holomorphe sur le demi-plan complexe supérieur et on vérifie que Im F(z) > 0. C’est
donc une fonction de Herglotz qui vérifie par ailleurs I'inégalité

C

F < —
’ (Z)‘ _ ’Imz‘

On peut donc lui associer une mesure de Borel positive de masse finie, de fonction de
répartition w, telle que

p(z):/+°° L dwa(n).

o0 Z— A
Par polarisation on obtient alors une mesure de Borel complexe dw, , qui représente de
méme (R;(T)u|v) pour tous u,v € H. De plus, par des résultats d’analyse harmonique,

A+0
Wy»(A) = limlim ((Rs—ie(T) — Ryyie)u, v)ds.

0—0e—0./) -0
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Or, (u,v) — wy»(A) est une forme sesquilinéaire continue donc, pour tout A € RR, il existe
un unique opérateur E(A) € L(H) tel que

Wyo(A) = (E(A)ulv).
On montre alors que A — E(A) est une famille spectrale qui vérifie la formule voulue de
représentation pour T.

|

5.3 Calcul fonctionnel

Si¢ : R — C estune application borélienne localement bornée sur R et si T est un opérateur
auto-adjoint, on peut définir I'opérateur ¢(T) par :

Vu,0 € H, (¢(T)ulo) = /o 7y PN (1),

ou F,, provient de la famille spectrale associée a T par le théoréme spectral. Cela permet de
développer un calcul fonctionnel sur les opérateurs auto-adjoints.

Notons que si ¢ est a valeurs réelles, alors ¢(T) est aussi auto-adjoint. Nous avons alors la
propriété suivante.

Proposition 5.3.1. Soient f et g deux fonctions boréliennes bornées et T un opérateur auto-adjoint.
Alors pour tous u,v € H,

(F(T)ulg(T)o) = [ FA)ZAIAEL(),
ot F,»(A) = (E(A)u|v) avec E la famille spectrale associée a T.

Démonstration : Cela se démontre en prenant pour f et ¢ des fonctions indicatrices de boréliens,
puis des combinaisons linéaires de telles fonctions (fonctions étagées) puis par passage a
la limite.

|

Une premiere application du calcul fonctionnel est la formule suivante pour la résolvante
d"un opérateur auto-adjoint.

Proposition 5.3.2. Soit T un opérateur auto-adjoint. Soit z € C, z ¢ o(T). Alors

RAT) = (z—T) ' = / —dE()
oti E est la famille spectrale associée a T. De plus,
1
) i [ —
1=1)"11 = Ttz 001y
Démonstration : Le premier point est immédiat par définition du calcul fonctionnel. Puis, pour

ueH,
Iz =T) Ml = (z-T)"" |( —T) 'u)

Jy (2= 2 e A B )

0'

o (2= A2 E Q)

up |z — A ulu) = 1 4l
' M JL B0 = el
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g

Le théoreme spectral permet aussi de definir la notion de projecteur spectral sur un borélien
B de R via la formule :
Ep = 1p(T).

En particulier, si B est un intervalle et si E est la famille spectrale associée a T, notons
E(u,b) = E(b_) —E(ﬂ+) et E[a,b] = E(b+) —E(ﬂ_).
Proposition 5.3.3 (Formule de Stone.). Soit T un opérateur auto-adjoint. Pour tous a < b,

1

: b 1
s—lim o [ (Reie(T) = ReseT))ds = 5 (Ejopy + Equp)) -

Démonstration : Pour une démonstration complete et détaillée, voir [2], Théoréme 2.13, page
37.

|

A T'aide du théoreme spectral et du calcul fonctionnel qu’il induit, on peut définir pour
t € R et T un opérateur auto-adjoint, I’opérateur unitaire U(t) = e'*’. Résumons les propriétés
de cet opérateur.

Proposition 5.3.4. 1. Pour tout t € R, U(t) est unitaire et sis,t € R, U(t+s) = U(t)U(s).
2. Sip € Halors U(t)y P U(to)y.
—to

3. Sip € H, alors Uty __, iTy.

£ t—0

Démonstration : Voir Theorem VIIIL.7 dans [6].

L'opérateur unitaire U(t) permet de résoudre 1'équation de Schrodinger :

oy = iTy
{1P|t_0 — avec P € D(T).

En effet on a alors pour tout t > 0, (t) = U(#)o.
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