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Option Fondamentale

Exercic 1

1 1 = supposons quen-x .
Alas :Fret

, -on()-
notso

H- CSoit ye .
Alas : Eld' coni

garo< ly)
Fuelt
, 1 <xly)1 <lyly Hall pon Enchy-Schwony.

Donc : <emly) ElyA
C Soituelt'. Por le théorème de représentation de Riesz :

7yel ,fre , um) =<xly)
blas : En Er, UG) =Junly)not[xly) =u() - Donc

panhöpthèse



& : On remanque tout d'abord que si y El est outhogonal
à tous les en , alas pourtant n env, caly) =0 et
allesuite tend bien vers 0 = <0 ly) . Puis pon lincite
a gauche du produit scline, si y est orthogonal
à tanke combinaison linéaire des un

,
on a encore l

résultat
. Enfin par co du produit scolaire :

fy - Vect((m))+, Fnew, (x(y) =<(y).
Cela nous conduit à introduise F= Vect(Mums)

+

wi est un sous-espace vectoriel famé de l'espace de&
Hilbert 16

.D'où :

H = FFt



3 soit alors y El . Hexiste un unique couple (yf,Yeeft
Aelque y = yf +yf+
onvient de démonter que : FNEW, (un(yf+ )=0.

D'où : YnSt, Leenly) =(xnlyp) +(x(yf+) = (xm(yf)
soit EX0

.

Comme YFEF, Flexiste ya eVect(Immon
tel
que Il YF-YallSe .

On ilexiste aussi dy, ---, Ap
et 2 ,

---

, amp
Kels que : p

Ye = ismi
Si n) max (M , --, mp) an a par athogonalité de la famille

B

Ens : Janlys) =Edit



4 slvient enfin : Fn) max (m ...., Mp),
(unly)1= (2xm(yz)) = ((xm/yF -y +Ye])

=J

& (mlyf-ya)) +1ya)
es allull Ilyf-yslSe E

& [
.

D'où
(x(y) moto8 i. e. xn- 0 .



5 Exercice :

Ona : FMEN , In-all = Imm/leRe(n) +Hall

D'où :
Tue mut parfaiteae

In-all - Mall-ellall Mul = O
Nota

ine
. unx -

nota



6 Exercic 3 :

2 Tout espace de Hilbert estréflexif , on peut doncy appliques
le théorème de sélection : La boule unite de 16 est

séquentiellement faiblement compacte Comme (m)non est
normée, elle est dans la boule miké de 1, donc on porten
exkraine une sous-suite faiblement convergenteet dontla
limike faible se estdans la boule unitéde 16.

=> Ona : En EM, Ilan-allIlxul-eRe(m(a) +Halle
=1 - eRe (amba) -Hall :

En en-x donc (2) -> (lz) = 12118
et : lim Num-all: 1-ellali + 1211-1-Hall
Note



A 3
, a

Por définition : IITHzc) = sup IITull
Hall=1

Done, il existe une suile ()
mon

nonée Kelle que
NIlTrml - IlTHy() · Pon 1

,
onpeut extraire de/mo

une sous-suike faiblement convergente· Notons (n)Ment
cette Suite

pour
obtenirt'existence voulue.

Tout d'abord :
FMSN

, 11 Tun-Tall'11Tlemull (1)
En : ITyi llum-all noto Iti (1-12119 por

2
,

D'anke part:
Ens , 11Tur-TullIlTrn-eRe (Tamita) + 11Full

= IlTrull-- eRe (am/T*Tu) + 11Talle



S note IlTip-eRe(x/T
*Tul + 11Tulle

= llTzip - - Re(TulTu) + 1 tale

= IlT - IITelle

D'où en passant à la limie dans (1) :

IITIZIM-1ITallSUITy) (1-11211)
C - 11Tall

-
-- 11T(4) 1211

C 11t1 Kall' IITull:
2(16)

Ani IITall IlTHa,ell don: 11Talle11THs la
coitences ITIzy=all sino ie.

atteinte. Ceci étant obsende, x=0 !



9 Exercice 4 :

1. ana:fee, lugsl &finsideH

Don UEE' et Hulle! 1.
De plus , pour fl , and 11flla =1 et luf)1
donc

lully 1 = sup lng)) , 1. Finalement Mu=1.
lfllo

Soitm)
,
1 etsoit feE .

m

(8) 1(f)
Don UnE Au, 1.
Par f =1 an a encore 11f12= 1 etlun()) = 1 donc

comme précedement, IlWalle =1.



103 SoitfeE. Per les sommes de Riemann :

Un) =1moted =u).
Don :EfEE, Un g) nu().

Puis : m>,1 ,fEE, (un()-u(-Smile
->(1) + 5 michel)olfly-ol

Don : Ilunulle 32 .



11Fixanedéfinit
SpeE : ·%Af

EE
Alas : Ap GN , Un (Sp) = 1 et u(fp) -pata-

Donc lum(fp) -u(p) &
pota

et Ilum-ulle =2.



12 Exercice 5 :

1.soit y une mesme de Rodin sur 50
.
1).

In

!
On remanque que : #xE5, 1), Jubl 50 et fr -1nota noty

Alors, (fr) est décroissante etportant convergente doncp-pp or,

versson
Pon le théorème de avmonotone (on TCDCo

8fm51) and :

N(n) =&Inc mate &Bonp =N(03).
Donc (N(ful)nc

,
, estav donc elle est de canchy.



13 =
, supposons por l'obsende que (fus ou faiblement vers

gdansE . Alas
,
en particulier :

Fer
,
1,ful mate (g)

i.e .FEE , fulmot glt) etpor unicitéde
la limite simple , g =1 sos EE .



14 Exercic6 : Hahn-Banach géamétique.
1· Soit zek .

Comme O EEnt(K) , an a
el pomaso esez grand. DoncTr

et 5p : Fort est bien définie
·soient 2, y Ef et a

,
b)0 desvels skidementpositifs

telsque ek et ek .

Par convexed

=
Dony EK. Don Ju (uty) Satb
Ceta étamt valable pour tant aso, eK, porpassagee
à l'inf ena : Jukety) &Jr() +b.



15 cette inégalité étant valable pourtant 670, Ek,
porpassage à l'inf en b :

Jk(utyl &Sk(a) +Jr(y) .

· ScientE 170. Soitado et posons a=20.
Alas :E

Dou : Jr(x) =inf(as, (l)
-inf[a3, ek]=Il

on a 30-

on a bien monté que52 , lajange du convexe Le,
estune fonctionnelle sous-linéaire sur E.



16 9 Sit yeE . = Si yeInt(k) , il exist [20
,Hayek

et Julyl5 <1.

= SiTuly) <1 , ilexiske a50,12 , R.
Puisque o El et que best convexe : [0,<
On a <1 donc ye[0, CK .

et yEK.

3 Soit 2eEnt(C) et soit 1 Kelque C=2+R,
de sorte que o Ent (K).

soit alas 2e Ent(C)et soit z=x --EntR).
Pane
, Ju()),1.

Considérons .
M2 -A l'unique forme linéaire sur IRz



17 (de dimension11 Celle que (2)=1.
Monkions que: exe,(a) Jp() .
SiaErz

,
ilexist JEIR

,
2= +2.

Pom 320 : (2) = >(2) =+20(Ju(x) .
Pom (0: (62)= JY(z)= (x1((x5y(2) =Ju(tz)

↑ ↑

Dans tous les cas : E(a)Jr(). con Jretzk
,1

cano

Tk étant une fonctionnelle sous-linéaire , par Hahn-Barach
analytique , il existe une forme linéaire sur E,note I, Kelle
que : Eyee, l(y) <July)

En particulier : Fy, Ent(K) , flyJul



18 On : 1(2) = (2) =1.
Poson : 2 = 1( +2) =((y) +1(z) =1(y)+1.

Alas < =1/2) etpourtant y (Int(C) =a+Ent(k) ,
fly) = 1(+y) =()Ally

Donc leta ainsi construits conviemment.



19 Exercic&

↳ MaFren,fic=(futs] d =1
Blo

,fu

2. supposons par l'absurde L() réflexif . Por le
théorème de sélection

,
so boule mike est séquentiellement

faiblementcompacte. Comme (fn) est dans la bonk
uniké de <(2) port, on peut donc en extaise
me sous-suile (fr) qui ou foriblement vers JEL"(r)
avec 1181151 .
Cela signifie queFuecell' , nifiante ug



20 On (21())) =10(2) d'on :

Egetal , (fraymo Se
3 Si geC, (21503) alors o Esp et suppeg
étantcompact: 150, Bascret FreBas) , galo.
I. Soit 140
,15 on estableme à la question,

Alas : Fr
, ko, JerIney-S8 =

En forisant Kenohek ver to : =o con gestnulle

Sufg =0. sur B(DE) et B(O,) (B10,5)



21 5 Por le lemme de Du Bois-Reymond (que vous verrez dans le
coms de Distribution) , f =opp sur 2150) doncsmet.

G Ona :

Agelor1, Jofray nerfy = o

con 80 ppsune.

En particulier , pour g=1 sur , gEltcr) et

Irfremoto .
Or fre >0 pour tant l d'ou:

them
, Se fres = 11 frelle =1 por 1

et Jrfre #0 . D'où me contradiction
boto et [11r) n'estpas réflexif



2
Exercic 8 :

1 On a portant zED , kK R,
*35k

,
(2-5) =2 11-37

O Silzkr
,11 et la série génétiqueEcr

Don [C)"av normalement son 1 et ona :
~

(2-3) limo avec crusm K.

polynomiale ens

=>soit pl'ensemble des fonctions polynomiales sur
K

.
Invent montres que pom tout 2 EDI,

Sr0(2-3) EG où l'adhérence estprise dans (C(K) , Il Ila),



23 C(K) étantl'espace des fonctions continue sur 1 et Il Il a étant.

Afec(k) , 11816 = sup 1fls) .
nek

: 5 = 1 kau.
uf(x(z)))
PcKent

Soitdonc ut (CK))' qui sannule ser 5. Montrons
k -4

que pourtant geDIK , si fa : 3r(zz1 , W/fz=0.

On aux alas le résultat voulu.
DIk - QPosons

of : zr0u(fz)
Remarquons que pour z #K , Ja est dans CCK) et qu'elle



&4 dépend analytiquement du paramete z . Done gest bien
définie et est analytique surDIK.
Par 1
, SilzkR , fz .

Comme Kuc etque
nest : (zk

, (2)) R , u(fz)=0.
Donc : Free

, 12/]R , g(2) =0. Comme Detk

sont simplement connexe , D1K est comexe et gest,
por prolongement malytique , nulla senDIK.

D'où le résultat voula

3 Comme Dest simplement connexe , tout compactde D
est contenu dans un compact 1 simplement connexe.



25
Soit d un lact dans DlK dont l'indice par rapport
à tout pointde Kvant1 . Satsek. Alas por la formule
de Cauchy

8151=
Mais

,
cell intégrale de Riemann estlimike uniforme

en Sel d'une suit de sommes de Riemann
.
Chaame

de ces Sommes de Riemann est combinaison linéaire de

fonctions fisto (2-5) pour z dans l'image de S.
Or l'image de Vest incluse dans Dlkit pane, chacune de as

fr , 2ent estlimite uniforme sur 1 d'une serie depolynômes en 5.
D'où le thérème de Runge.


