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Chapitre 1

Dualité et convergence faible

Pour avoir de la compacité en dimension infinie (ot1 les fermés bornés ne sont pas forcément
compacts), on peut soit renforcer ’hypothése comme dans le théoreme d’Ascoli, soit chercher a
affaiblir la conclusion. C’est cette deuxiéme approche que I’on va considérer dans ce chapitre en
étudiant la notion de convergence faible et de compacité faible. L'un des buts de ce chapitre est
de montrer le résultat suivant : sous des hypotheses convenables sur ’espace vectoriel normé
E, la boule unité fermée de E est faiblement séquentiellement compacte.

Dans toute la suite, | - | désigne soit la valeur absolue sur R ou le module sur C.

1.1 Dual topologique d’un espace vectoriel normé

Définition 1.1.1. Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé. On appelle dual topologique de E, noté E’,
I'ensemble des formes linéaires continues sur E.

Rappelons que le noyau d"une forme linéaire non nulle et continue est un hyperplan fermé
de E.

Définition 1.1.2. Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé. Soit u € E'. La norme de u est par définition
le réel positif défini par :
u()l _

[|uf|gr = sup = sup [u(x)].
20 |1x]] ||x||=1

Théoreme 1.1.3. Soit (E, ||||) un espace vectoriel normé. Alors (E', || ||g) est un espace de Banach.

Démonstration : Le fait que ce soit un espace vectoriel normé est clair. Il suffit de montrer qu’il
est complet. Soit donc (i, ) men une suite de Cauchy de E’.
Soit ¢ > 0 et soit N € N tel que pour tout m,n > N, ||uy, — uy||p < €. Alors, pour tout
x # 0 dans E et pour tout m,n > N, on a

|t () = v (%) = [ (um = 14) ()| < [[ =t [ [|%[| < e][x]]-

Donc la suite (#y(x))men est de Cauchy dans R (ou C) qui est complet, donc elle y
converge. On note, pour tout x € E,
u(x) = ml_lgrloo U (X).
Alors, u € E’ car chaque u,, est dans E’ (et par passage a la limite dans les égalités de la
linéarité et dans l'inégalité large de la continuité). Soit x € E, ||x|| = 1. Alors pour tout
m,n > N,
|4 () = (%) < [[utm — || <€



Chapitre 1. Dualité et convergence faible

et en fixant m et en faisant tendre n vers l'infini, on obtient :
Vim > N, |um(x) —u(x)| <e.

Puisque ¢ ne dépend pas de x, ||uy, — u||p < € et on a obtenu que (U, ) meN converge vers

udans (E/, || ||g)- o

Exemple 1.1.4. Si E est un espace de dimension finie, E' = E*, le dual algébrique de E.

Exemple 1.1.5. Si H est un espace de Hilbert, son dual topologique H' s'identifie a H d’apres le
théoréeme de représentation de Riesz pour les formes linéaires.

1.2 Théoréme de Hahn-Banach

1.2.1 Théoreme de Hahn-Banach analytique

Définition 1.2.1 (Fonctionnelle sous-linéaire). Soit E un R-espace vectoriel. On appelle fonctionnelle
sous-linéaire sur E une fonction q : E — R telle que

1. g(x+vy) < g(x)+q(y) pour tous x,y € E;
2. q(ax) = agq(x) pour tout x € E et tout &« > 0.

Exemple 1.2.2. Une semi-norme ||.|| sur E est une fonctionnelle sous-linéaire. Une forme linéaire sur
E est une fonctionnelle sous-linéaire. Les jauges de parties convexes de E sont des fonctionnelles sous-
linéaires (voir TD1).

Dans la définition ci-dessus, il convient de remarquer que g peut prendre des valeurs négatives
et que la condition g(ax) = ag(x) n’est requise que pour a > 0.

Théoreme 1.2.3 (Théoréme de Hahn-Banach). Soit E un R-espace vectoriel et soit q une fonction-
nelle sous-linéaire sur E. Soit F un sous-espace vectoriel de E et soit u : F — R une forme linéaire telle
que u(x) < q(x) pour tout x € F. Alors, il existe une forme linéaire v : E — R telle que v|p = u et
v(x) < gq(x) pour tout x € E.

Remarquons qu'un tel v est en particulier un prolongement de u. Un tel prolongement peut tou-
jours étre obtenu en complétant une base de F en une base de E, mais il s’agit ici de démontrer
qu’il existe un prolongement v vérifiant v < g sur E tout entier. Contrairement aux théorémes
de prolongement rencontrés en analyse, nous n’avons besoin ici d’aucune hypothese sur E (pas
méme E normé). Remarquons également que le théoréeme de Hahn-Banach porte sur les espaces
vectoriels réels, ne serait-ce que pour que l'inégalité u < g ait un sens. Les conséquences que
nous allons en donner a la section suivante sont cependant vraies pour des espaces vectoriels
complexes aussi bien que réels. Pour démontrer le théoreme de Hahn-Banach, nous aurons be-
soin du lemme suivant, qui démontre le théoreme dans le cas ot F est de codimension 1 dans
E.

Lemme 1.2.4. Soit F C E un sous-espace vectoriel de codimension 1 d’un R-espace vectoriel E. On
suppose E muni d’une fonctionnelle sous-linéaire q et on se donne u : F — R telle que u(x) < g(x)
pour tout x € F. Alors, il existe une forme linéaire v : E — R telle que v|p = u et telle que v(x) < q(x)
pour tout x € E.
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1.2 Théoréme de Hahn-Banach

Démonstration : Soit xg € E\F, de sorte que E = Rxy @ F. Supposons que la forme linéaire
cherchée v existe et posons gy = v(xg). Alors, pour tout y; € F, v(x) +v(y1) = v(xo +
y1) < q(xo+ 1), donc, pour tout y; € F, a9 < —v(y1) + q(x0 + y1). De plus, pour tout
y2 € F,v(—x0) +v(y2) = v(—x0+v2) < q(—x0+ y2), donc, pour tout y» € F, g >
v(y2) — q(—x0 + y2). On doit donc avoir, pour tous y1,y> € F,

o(y2) —q(—x0 +y2) < a0 < —0(y1) +4g(x0 + y1)- (1.1)

En particulier v(y2) — q(—xo0 + y2) < —v(y1) + q(x0 + y1). Montrons que cette condition
nécessaire est bien remplie. Elle est équivalente & v(y1 + y2) < q(xo +y1) + q(—x0 + v¥2)
pour tous y1,y2 € F. Or, pour tous y1,2 € F,ona

o(y1+y2) < q(y1+y2) = q(y1 +x0 — x0 +y2) < q(y1 +x0) +9(—x0 + y2).

On a donc bien, pour tous y1,y2 € F, v(y2) — g(—x0 +y2) < —v(y1) + g(x0 + y1). Donc

a:=sup {v(y2) —q(—x0+y2)} < inf {—v(y1) +q(x0+y1)} =:b.
y2€F ynieF

Remarquons que comme y;,y> € F dans les inf et sup ci-dessus, on a v(y2) = u(y2) et
—v(y1) = —u(y1) donc a et b ne dépendent pas de v mais seulement de u.

Soit alors ag € [a,b] quelconque; posons v(txg +y) := tag + u(y) pour tout t € R et tout
y € F. Alors v est une forme linéaire sur E = Rxy @ F, qui coincide avec u sur F. Le réel
ap = v(xp) ainsi défini vérifie I'encadrement (1.1) et, pour tout t > O et touty € F,on a
donc, en écrivant (1.1) pour y; = ¥ ety, = 4,

o(§)=a(omot) 2wz o f) alo s )

Donc, d'une part, v(txg +y) < q(txo +y) pour tout t > 0 et tout y € F et, d’autre part,
v(—txo +y) < g(—txo+y) pour tout t > 0 et touty € F, donc v(txo +y) < q(txo +y)
pour toutt € Rettouty € F,soitv < gsur E = Rxo @ F. O

Remarquons que ce raisonnement permet, par une récurrence simple, de démontrer le théoreme
de Hahn-Banach lorsque F est de codimension finie dans E, en particulier lorsque E est de
dimension finie. Nous pouvons alors utiliser le lemme pour démontrer le théoréme de Hahn-
Banach en toute généralité.

Démonstration : (Démonstration du théoreme de Hahn-Banach). Soit A I’ensemble des couples
(G,v) ou G est un sous-espace vectoriel de E contenant F et v une forme linéaire sur G
telle que v|p = u et v < g sur G. Soit < la relation d’ordre sur A définie par (G,v) <
(G,7") si G C G' et v'|g = v. Montrons que cet ordre est inductif. Si (G;, v;);c; est une
famille totalement ordonnée d’éléments de A, posons G = U;¢;G;. Puisque (G;);e; est
une famille totalement ordonnée pour l'inclusion, U;c;G; est un sous-espace vectoriel de
E.Soit v : G — R définie par v(x) = v;(x) si x € G;. Puisque (G;);cs est une famille
totalement ordonnée pour l'inclusion et puisque, si i < j alors vj|g, = ©v;, v est bien
définie. De plus, pour tout x € G, on a v(x) < g(x) puisque v; < g pour touti € I.
Par ailleurs, on a bien v|r = u par définition de v. Donc (G,v) € A et est un majorant
pour la famille totalement ordonnée (G, v;)ic; (c’est-a-dire que (G;,v;) < (G,v) pour
tout i € I). Donc, d’apres le lemme de Zorn, A possede un élément maximal, que nous
noterons (H, w). Supposons H & E. Alors, il existe x € E\ H et, d’apres le lemme 1.2.4, w
peut étre prolongée a H & Rx tout en conservant la condition de majoration par g, ce qui
contredit la maximalité de (H,w). Donc, H = E et w est le prolongement cherché de u.

Opérateurs bornés et compacts. Théoréme spectral. page 3



Chapitre 1. Dualité et convergence faible

Nous rappelons le lemme de Zorn.

Lemme 1.2.5 (Lemme de Zorn.). Si tout sous-ensemble totalement ordonné d’un ensemble (E, <)
(partiellement) ordonné admet un majorant dans E, alors (E, <) admet un élément maximal.

Rappelons qu’un sous-ensemble (A, <) totalement ordonné est une partie de E dans la-
quelle on peut comparer deux éléments quelconques: Va,b € A, a < boub < a.

Un majorant de A est un élément m € E tel que pour touta € A, a < m.

Un élément maximal de E est un élément a de E tel que pourtoutx € E,a < x = x =a.
Sil’ordre est total, la notion d’élément maximal coincide avec celle de plus grand élément.

1.2.2 Prolongement des formes linéaires définies sur un espace semi-normé

Dans toute la suite, on note K = IR ou C. Les énoncés qui suivent sont tous des corollaires du
théoreme de Hahn-Banach.

Proposition 1.2.6 (Un théoreme général de prolongement.). Soit E un K-espace vectoriel muni
d’une semi-norme P. Soit F un sous-espace vectoriel de E et soit u : F — K une forme linéaire telle que
|u(x)| < P(x) pour tout x € F. Alors, il existe une forme linéaire v : E — K telle que v|r = u et
|v(x)| < P(x) pour tout x € E.

Démonstration : Premier cas : K = R. Pour tout x € F, on a u(x) < |u(x)| < P(x). Comme
une semi-norme est une fonctionnelle sous-linéaire, le théoréme de Hahn-Banach montre
qu’il existe v : E — R telle que v|r = u et v(x) < P(x) pour tout x € E. Donc, —v(x) =
v(—x) < P(—x) = P(x) car P est une semi-norme. Dongc, |v(x)| < P(x) pour tout x € E.
Second cas : K = C. Posons u1 = Reu. Alors |u;| < |u| < P sur F. Donc, d’apres le cas
K = R, il existe une forme R-linéaire v; : E — R telle que v1|p = 1y et |v1] < P sur E.
Posons v := 07 : x — v1(x) — iv1(ix). Alors, v est une forme C-linéaire qui vérifie [v| < P
sur E et v|p = 117 = u.

|

Corollaire 1.2.7 (Prolongement des formes linéaires continues.). Soit (E, || .||) un K-espace vec-
toriel normé et soit u : F — K une forme linéaire continue définie sur un sous-espace vectoriel F de E.
Alors, il existe une forme linéaire continue v : E — K telle que v|p = w et ||v||g = ||u]|p.

Démonstration : On utilise la proposition 1.2.6 avec P(x) = ||u||p||x]| : u posseéde donc un pro-
longement v vérifiant |v(x)| < ||u||p||x|| pour tout x dans E de sorte que ||v||p < ||u||p.

Mais, comme v est un prolongement de u, on a aussi ||u||p < ||v||g, d’ott I'égalité.
O

Corollaire 1.2.8. Soit (E, ||.||) un K-espace vectoriel normé. Soit (e;)1<i<, une famille libre de vec-
teurs de E et soient Ayq,...,Ay € K quelconques. Alors il existe une forme linéaire continue telle que
v(e;) = Aj pour touti € {1,...,n}.

Le point important de 1’énoncé est que I’on souhaite obtenir une forme linéaire v qui soit conti-
nue sur E.

Démonstration : Soit F := vect(ey, ...,ex) C E;posons u(¥i_; ajej) = L ajA;. Comme (e, ..., )
est une base de F, u est une application linéaire bien définie et u est continue car F est de
dimension finie. D’apres le corollaire 1.2.7, il existe une forme linéaire continue v : E — K
qui prolonge u et qui vérifie donc en particulier v(e;) = u(e;) = A; pour touti € {1, ..., nE.

page 4 Opérateurs bornés et compacts. Théoréme spectral.



1.2 Théoréme de Hahn-Banach

1.2.3 Quelques conséquences géométriques du théoreme de
Hahn-Banach dans les espaces vectoriels normés

Rappelons que, si E est un espace vectoriel normé, la notation E’ désigne 1'espace vectoriel des
formes linéaires continues sur E. On appelle E’ le dual topologique de E.

Théoreme 1.2.9. Soit (E, || .||) un K-espace vectoriel normé. Alors, pour tout x € E,

x| = sup {|u(x)| : ucE et||ullp <1}
= sup {|u(x)| : u € E'et|[ul|p =1}

De plus, cette borne supérieure est atteinte.
Démonstration : Pour tout u € E’ vérifiant ||u||p < 1,ona [u(x)| < ||ullg ||x]| < ||x||, donc
sup {|u(x)| : uc Eet||ullp =1} <sup {|u(x)| : u€ Eet||u]|p <1} < |x].

Posons maintenant F = Kx etv : F — K définie par v(Ax) = A||x||. Alors, v est une forme
linéaire sur F qui vérifie |v(Ax)| = |A||x]| pour tout (Ax) € F, donc ||v||p = 1. D’apres
le corollaire 1.2.7, il existe donc w € E' telle que ||w||p = 1 et |w(x)| = |v(x)| = ||x]|, de
sorte que 1’on a bien

1x|| = sup {|u(x)| : u € E'et||ul|p = 1}.

Les inégalités ci-dessus sont donc toutes des égalités et on vient de plus de voir que ces

bornes supérieures étaient bien atteintes. -

Corollaire 1.2.10. Soit (E, ||.||) un K-espace vectoriel normé et soit F un sous-espace vectoriel fermé
de E. Soit xg € E\F; notons d = dist(xo, F) > 0. Alors, il existe u : E — K linéaire et continue telle
que u(xo) =1, u(x) = 0 pour tout x € F et ||lul| = 1.

Démonstration : Soit w : E — E/F la projection canonique. Rappelons que 'espace vectoriel
quotient E/F est muni de la norme ||y + F|| = dist(y, F) pour tout y € E : la topologie
associée a cette norme est la topologie quotient de E/F et la projection 7t vérifie || 7t(x)|| <
|l x|| car [[x + F|| = infycr [|x — y|| < ||x|| puisque O € F. D’apres la proposition 1.2.9, il
existe v : E/F — K linéaire et continue telle que ||v|| = 1 etv(xo + F) = ||xo + F|| = d.
Posons u = #(vom) : E — K. Alors u est linéaire et continue et vérifie u(xg) = Lo(xo +
F) =1letu(x) = Opour tout x € F. Deplus, [u(x)| = J|o(x+F)| < L|o||[|x+ F|| < ||,
donc ||u|| < i.Enfin, puisque [v| = 1, il existe une suite (y,)sen d’éléments de E telle
que ||y, + F|| < 1 pour tout n € N et lim,_,4o |0(yn + F)| = 1. Pour tout n € N,
puisque dist(y,, F) < 1, il existe x, € F tel que ||y, — xu|| < 1. Alors |u(y, — x,)| =

Lo(y, + F)| e L avec |lyn — xu|| <1, de sorte que |[ul| = 1. -

On en déduit la caractérisation suivante de I’adhérence d"un sous-espace vectoriel d"un espace
vectoriel normé. En particulier, lorsque 'on a affaire a un sous-espace fermé, on obtient une
description de ce sous-espace comme intersection de noyaux de formes linéaires continues,
résultat déja connu en dimension finie.

Théoréme 1.2.11. Soit (E, ||.||) un K-espace vectoriel normé et F C E un sous-espace vectoriel de E.
Alors,
F= (| Keru.

u€eE',FCKeru

Opérateurs bornés et compacts. Théoréme spectral. page 5



Chapitre 1. Dualité et convergence faible

Démonstration : Notons
G= ﬂ Ker u.
u€eE',FCKeru
Cette intersection est non vide puisque la forme linéaire nulle vérifie les conditions de-
mandées. Pour toute forme linéaire continue u : E — K, Keru est fermé dans E, donc
G est fermé dans E comme intersection de fermés. De plus, G D F, donc G = G DO F.
Réciproquement, soit x € G. Supposons que x ¢ F. Alors, d’apres le corollaire 1.2.10, il
existe u : E — K linéaire et continue telle que u(x) = 1 et F C Ker u. Mais, puisque x € G
etKeru D F D F,onau(x) = 0, ce qui contredit le fait que u(x) = 1. Donc, x € Feton a
bien F = G. 0

Corollaire 1.2.12. Soient (E, ||.||) un K-espace vectoriel normé et F C E un sous-espace vectoriel de
E. Alors, F est dense dans E si et seulement si toute forme linéaire continue sur E et nulle sur F est nulle
sur E.

Démonstration : Une forme linéaire continue sur E et nulle sur F est nulle sur F, donc, si F = E,
on a bien que toute forme linéaire continue nulle sur F est nulle sur E. Réciproquement,
si toute forme linéaire continue sur E et nulle sur F est nulle sur E, alors le noyau d’une
telle forme est Ker u = E. D’apres le théoréme 1.2.11, on a donc

F= ﬂ Keru = ﬂ E=E.

ueE' ,FCKeru uceE' ,FCKeru

1.3 Convergence faible dans les espaces de Banach

Définition 1.3.1. Soient (E, ||.||) un espace vectoriel normé et (x,)ncN une suite d’éléments de E. On
dit que (x,)nen converge faiblement vers x € E lorsque pour toute u € E/,

nEToo u(x,) = u(x).

On note alors x,, — x.

Pour ne pas confondre avec la notion classique de convergence dans E, on dira que (x,),eN

converge fortement vers x lorsque
lim ||x, —x||=0
n——+oo

et on note x,, — x.
Proposition 1.3.2. Soient (E, ||.||) un espace vectoriel normé et (x,)ncN une suite d’éléments de E.

1. Si (xn)neN converge fortement vers x € E, alors (x,)nen converge faiblement vers x.

2. La limite faible d"une suite faiblement convergente est unique.

3. Six, — xalors (x,)neN est fortement bornée.

4. Six,, — xalors

||x|| < liminf ||x,|].
Démonstration : 1. Soit u € E’. Alors, pour tout n € IN,
|(200) = u(x)| = |u(en =) < [[uf[er [|lxn = x]]

et puisque (x,) converge fortement vers x, ||x, — x|| — 0. D’ot1 la convergence faible
de (x,) vers x.

page 6 Opérateurs bornés et compacts. Théoréme spectral.



1.3 Convergence faible dans les espaces de Banach

2. Supposons que x, — x1 et x, — xp. Alors, pour toute u € E’,

u(x1) = lim wu(x,) = u(xa).

n—r+o0
Or, par le théoreme 1.2.9, il existe v € E’, ||x1 — x2|| = v(x1 — x2). D’ou, par linéarité de
v et par ce que 1’on vient de montrer appliqué a u = v, ||x1 — x2|| = v(x1) —v(x2) = 0.

D’ott x1 = x5.
3. Soit u € E'. Puisque (#(x,))nen est convergente, elle est bornée par une constante
M,, > 0. On considere, pour tout n € IN, la forme linéaire

E —- K

b u = u(xy)

Ona:Vn e N, VYu € E, |l,(u)] < M,. Par le théoreme de Banach-Steinhaus (E’ et K
sont des Banach), il existe M > 0,

Vu € E, |lullp =1, sup |l,(u)] < M.

neN
Or, par le théoreme 1.2.9, pour tout n € N, il existe u, € E/, |I,(uy)| = ||xn||. On en
déduit que
Vn € N, ||xu|| = |ln(un)| < M.

4. D’apres le théoreme 1.2.9, il existe u € E’ telle que |u(x)| = ||x|| et ||u||pr = 1. Puis,
pour cet u et pour tout n € IN, |u(x,)| < ||ul|g||xn]] = ||xn||. Puisque |u(x,)| —
|u(x)| = ||x||, en passant a la liminf dans 1'inégalité précédente, ||x|| < liminf ||x,]].

g

Attention, la réciproque du premier point n’est pas vraie en général. Par exemple, toute
famille dénombrable orthonormée dans un espace de Hilbert converge faiblement vers 0, mais
elle ne converge bien entendu pas fortement vers 0.

Par contre, en dimension finie ’équivalence entre convergence forte et faible est vérifiée.

Proposition 1.3.3. Soient (E, ||.||) un espace vectoriel normé de dimension finie et (x,),eN une suite
d’éléments de E. Alors (x,)neN converge fortement vers x € E si et seulement si elle converge faiblement
vers x.

Démonstration : Nous venons de voir le sens direct qui est valide aussi en dimension infinie.
Pour la réciproque, comme toutes les formes linéaires sont continues en dimension fi-
nie cela implique que E' = E* le dual algébrique de E. On applique alors la définition
de x, — x avec les formes linéaires coordonnées sur E pour obtenir que pour tout
i€{1,...d},x}, = x' (convergence coordonnée par coordonnée). Pour montrer la conver-
gence forte sur E il suffit alors de la montrer pour une norme bien choisie, les normes
étant équivalentes en dimension finie. Par exemple, la convergence coordonnée par coor-
donnée implique la convergence en norme sup ou en norme euclidienne (on identifie ici

E aR%). D’ot le résultat voulu.
O

Proposition 1.3.4. Soient (E, ||.||) un espace de Banach, (xy,)neN une suite d'éléments de E et (1) neN
une suite d'éléments de E'. Supposons que x, — x et que (u,)neN converge vers u dans E'. Alors
(n(xn))nen converge vers u(x) dans R (ou C).
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Chapitre 1. Dualité et convergence faible

Démonstration : Soit ¢ > 0. Il existe Ny € N tel que, pour tout n > Ny, ||u, — ul||p < e. Par
ailleurs, il existe N; € IN tel que, pour tout n > N, |u(x,) — u(x)| < €. De plus, puisque
x, — x, la suite (||x,||)nen est bornée, mettons par M > 0. Alors,
Vn > max(No, N1), |un(xn) — u(x)] < [ (x) — u(xn) | + [u(xn) — u(x)|
< Jun = uflp|[xn] + [u(xn) — u(x)|
< Me +e.

D’ou le résultat. O

Proposition 1.3.5. Soit A C E une partie de E séquentiellement faiblement fermée. Alors A est aussi
fortement fermée.

Démonstration : Soit (x,)nen une suite d’éléments de A telle que x, — x. Montrons que x € A.
Puisque la convergence forte implique la convergence faible, x, — x et puisque A est
faiblement fermée, x € A. Donc A est fortement fermée. O

1.4 Espaces réflexifs

Soit (E, ||.||) un K-espace vectoriel normé et soit x € E. Alors, ’application

E — K
u — u(x)

Jr :

est une forme linéaire sur E’, continue et de norme ||x|| d’apres le théoreme 1.2.9. C’est donc
un élément de E”. Ainsi, ’application

est bien définie et est une isométrie de E dans E”. En particulier, | est injective.

Définition 1.4.1. L'espace E est dit réflexif lorsque I'application | est de plus surjective. On peut alors
identifier isométriquement E et son bidual topologique E".

Proposition 1.4.2 (Réflexivité des espaces de Hilbert). Tout espace de Hilbert H est réflexif. Plus
précisément, 'application canonique

H — H
J: (’H’—>]K >
X =

u +— u(x)
est un isomorphisme isométrique surjectif.

Démonstration : Par le théoréme de représentation de Riesz, pour tout u € H’, il existe un
unique y € H tel que
u(x) = (xly) et Jluf =yl
Ainsi, I'application
O H—-H, YeH Py :x— (x|y)
est un isomorphisme isométrique linéaire.
Pour v € H", définissons & = vo® € H'. D’apres le théoreme de Riesz, il existe un
unique z € H tel que
Vx € H, 9(x) = (x|z).
On obtient ainsi un isomorphisme isométrique ¥ : H' — H, ¥ (v) = z.
Enfin, pour x € H et uy, = ®(y), ona (J(x))(uy) = uy(x) = (xly), d'ot ¥(J(x)) = x.
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1.4 Espaces réflexifs

Exemple 1.4.3. L'espace (C = C([—1,1],R), || ||« ) n’est pas réflexif.

S’il I'était, on aurait C = C" et d’apres le théoreme 1.2.9, pour toute forme linéaire u € C', il

existerait f € C"" = C telle que
luller = u(f) avec ||flle = 1.
On définit alors la forme linéaire u par :
0 1
Ve e C, u(g) = / g(t)dt — / (t)dt.
J-1 0
Alors, pour tout g € C, |u(g)| < 2||g||co- Mais, pour tout € > 0, on peut choisir g de sorte que

()] > (2 = #)]lg]le-

Cela prouve que ||u||cr = 2. Pour § = f comme ci-dessus, on a alors 2 < 2 x 1, d’oit une contradiction.

Proposition 1.4.4. Tout espace réflexif est de Banach.

Démonstration : En effet, un tel espace est en bijection isométrique avec son bidual. Le bidual
étant le dual d"une espace vectoriel normé, il est de Banach, donc l'espace de départ I’est

aussi.

|

Proposition 1.4.5. Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé. Si (E',|| ||g/) est séparable, alors (E, ||.||)

est séparable.

Démonstration : Puisque E’ est séparable, il existe une famille dénombrable {u,},en dense

dans E’. Par définition de la norme || ||g/, pour chaque n € N il existe x, € E tel que
|[xn]| = 1 et |un(xn)| > %||un||- Montrons que l'espace engendré par les x, est dense
dans E. Pour cela, il suffit de vérifier que toute forme linéaire qui s’annule sur cet espace
s’annule sur E tout entier.

Supposons par l'absurde qu’il existe u € E’ telle que :
VneN, u(x,) =0 et |ullp=1

Par densité de {u, },en dans E/, il existe n € N tel que ||u, — u|| < 1. Puisque ||ul|p = 1,
on obtient que ||uy,||p > 3.
Or, puisque u(x,) =0,ona

1 1
3 > |(u— ) (xn)] = |un(xa)| > EHWHE’

et ||uy||p < % ce qui contredit le point précédent. Donc une telle forme linéaire u ne peut
exister et on a bien que le sous-espace engendré par les x, est dense dans E. Alors, les
combinaisons linéaire finies a coefficients rationnels sont aussi denses dans E. Comme
celles-ci forment une famille dénombrables de vecteurs de E, on vient de montrer que E

est séparable.

Proposition 1.4.6. Tout sous-espace fermé d’un espace réflexif est refléxif.

|
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Chapitre 1. Dualité et convergence faible

Démonstration : Soit E un espace de Banach réflexif et soit F un sous-espace fermé de E. Soit
u € E'. Alors up = u|p € F'. Puisque d’apres le théoreme de Hahn-Banach, toute forme
linéaire continue sur F peut étre prolongée en une forme linéaire continue sur E, ’appli-
cation

El — F
u = U

est surjective. Cette surjection induit I'application suivante de F” dans E” : pour tout
n € F” on définit { € E” en posant, pour toute u € E/,

§(u) = n(uo)-

Puisque E est réflexif, I’application { peut étre identifiée a un élément x € E: {(u) = u(x).
Alors, u(x) = 1(up).

Montrons que x € F. Si u s’annule sur F, alors ugp = 0 et u(x) = 5(0) = 0. Alors,
x € Ker(u) etx € F d’apres le théoreme 1.2.11. Or, F est fermé, donc x € F. Mais alors,
u(x) = up(x) etonaup(x) = 1 (up). Puisque toute forme linéaire dans F’ est la restriction
d’une forme linéaire de E’, cela prouve que tout élément 7 de F” peut étre représenté par
un vecteur x € F, d’ou la réflexivité de F. O

Ces deux propositions permettent de démontrer le principal résultat de ce chapitre, la com-
pacité faible de la boule unité dans un espace réflexif.

Théoreme 1.4.7. Soit (E, ||.||) un espace réflexif. Alors, de toute suite d’éléments dans la boule unité
de E, on peut extraire une sous-suite faiblement convergente vers un point de la boule unité de E.

Démonstration : Soit (x,),en une suite de vecteurs dans la boule unité de E. Soit F 1’adhérence
du sous-espace engendré par les x,,. C’est un sous-espace fermé dans E. Puisque E est
réflexif, F 'est aussi d’apres la proposition 1.4.6. De plus, F” est aussi séparable car, par
densité de Q dans R, F est séparable et F” = F.

Par la proposition 1.4.5, on en déduit que F’ est séparable. Soit alors {u, } e une partie
dénombrable dense de F'. Pour chaque m fixé, par Bolzano-Weierstrass dans R, il existe
une extraction ¢, : IN — IN strictement croissante de (x,)nen telle que, (um (Xy,, (1)) )neN
soit convergente. Par procédé diagonal (on pose pour tout n, ¢(n) = ¢10---0 ¢,(n)), on
obtient une extraction ¢ : IN — IN strictement croissante de (x,),cnN telle que, pour tout
m € N, la suite , (tm(Xp(n)))neN converge.

Or, la suite (x () )nen est uniformément bornée (par 1) et comme la famille {u, } men est
dense dans F’/, on en déduit que pour toute u € F’, la suite (u(x(,)))nen converge dans
R. Cette limite est linéaire en u et on pose,

Vu e F, lim u(x,n,)) = #(u).

n——+00

Puisque, pour toute u € F' et pour tout n € N,

()| < e [[xpen || < [ullp,

% est une forme linéaire continue de norme inférieure ou égale a 1. C’est donc un élément
de F”. Comme F est réflexif, il existe x € F tel que pour tout u € F/, %(u) = u(x), avec
] < 1.

Ainsi, pour toute u € F', (u(xy(y)))nen converge vers u(x). Puisque la restriction a F de
tout élément de E’ est un élément de F’/, nous venons de montrer que (xq,(n) JneN converge
faiblement vers x et que x est dans la boule unité de E. D’ou le résultat voulu. O
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1.5 Dualité et réflexivité dans les espaces L?

On peut par ailleurs montrer que si K est un convexe fermé d"un espace vectoriel normé E
et si (x,)nen est une suite de points de K qui converge faiblement vers x, alors x est dans K. On
en déduit le théoréme suivant.

Théoreme 1.4.8. Dans un espace réflexif, tout ensemble convexe, fermé et borné est faiblement séquentiellement
compact.
1.5 Dualité et réflexivité dans les espaces L

Soit % une mesure quelconque sur R?.

On dit que deux réels p et g non nuls sont conjugués lorsque

— 4 =1
P9

Proposition 1.5.1. Soit (p,q) un couple d’exposants conjugués, avec p et q dans |1, +o0. Soit ¢ €
L9(p). L'application g, qui a un élément f de L¥ (u) associe

=i&fgd%

est une forme linéaire continue sur L¥ (u), de norme ||g/||,.

Démonstration : L'application ¢¢ est bien définie d’apres 'inégalité de Holder, et sa linéarité
provient de la linéarité de I'intégrale. L'inégalité de Holder entraine

los (N < IIfIl, lIgll,

ce qui démontre que ¢, est continue et que sa norme vérifie ||@¢| < [|g]|;. Si g est la
(classe de la) fonction nulle, alors ¢, est nulle, et I'égalité des normes est évidente. Si g
n’est pas nulle, choisissons un représentant de g, que nous noterons encore g, vérifiant
1({g # 0}) # 0. Définissons une fonction f par f(x) =0sig(x) =0, et

si g(x) # 0. Alors f est mesurable et vérifie
f(x)g(x) = [f(D)F = [g(x)[7.
On voit en particulier que f € LF(u), puisque g € L7(p). On obtient donc
1-1/q
= 1sl7du = lgly ([ 1g17am) " = llgll I1f1, -

Comme f # 0 est dans LP (), il en résulte que || ¢¢|| > ||g||;, ce qui démontre I'égalité des

normes. O

Théoreme 1.5.2. Soit (p,q) un couple d’exposants conjugués, avec p et q dans |1, +oo[. L'application
@ : LI(u) — (LP(p))' définie par ®(g) = ¢g est une isométrie linéaire qui est une bijection. Ainsi,

(L7 ()" =~ L ().

Opérateurs bornés et compacts. Théoréme spectral. page 11



Chapitre 1. Dualité et convergence faible

Démonstration : Par linéarité de 1'intégrale, ® est une application linéaire. C’est une isométrie
par la proposition 1.5.1. Elle est donc injective.

Admettons la réflexivité des espaces L (), qui peut étre obtenue par un argument général
de convexité (tout espace de Banach uniformément convexe est réflexif). Dans ce cas,
montrons la surjectivité de .

Si ® n’est pas surjective, comme L(y) est fermé, par le théoreme 1.2.11, il existe u €
(LP(n))"”, non nulle, telle que u(v) = 0, pour tout v € L9(u). Comme LP () est réflexif,
u € LP(u) et ainsi, pour tout v € LI(u), [uv = 0 et par caractérisation de la norme,
lul|, = 0 et u = 0, d’otr une contradiction.

Montrons le résultat voulu dans le cas ot p < 2 et pour y(X) = 1 (pour simplifier), sans
avoir recours a un résultat général d'uniforme convexité.

Soit f € L?(u). Appliquons Holder a f et 1 pour p’ = % etqg = 2

Z—p:
Hf!lﬁz/x\f(X)!”du(x) <[] 2 [IfPll2 = pOIIFIE = 1If115-
2=p P

Ainsi, pour toute f € L?(u), ||f|l, < [|f]l2-
Soit u une forme linéaire définie sur L?(y) qui est bornée en norme L :

3C >0, Vf € L*(n), |u(f)| < C-||fllp-

Alors, u est aussi bornée pour la norme || ||2. Par le théoréme de représentation de Riesz,
il existe ¢ € L?(u) telle que,

Ve L2(p) /f (x)-

Montrons que g appartient en fait & L7(u). Pour cela, on se donne k € IN et on applique
I’égalité précédente avec f = fi définie par:

vx € X, fi(x) = [l (x)sign(g(x)),
ott |gx|(x) = min{|g(x)|,k}. Alors,

u(fi) = [ Aix)g@autx) = [ 13 (@)l ldp(x) > [ |l (x)dn().

D’autre part,
1£elly = [ lgel 07 Go)dpx) = [ 1gul?Go)dp(x)

Puisque par hypothese sur u, |u(fi)| < C||fi||,, on obtient

[l < ([ i)’

|Igkllg < C.

En faisant tendre k vers l'infini et en utilisant le théoreme de convergence monotone (ou le
lemme de Fatou), on en déduit que g est dans L7(p). Cela démontre le résultat de dualité
voulu danslecas p < 2 et u(X) = 1.

d’ot,

|
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1.5 Dualité et réflexivité dans les espaces L?

Corollaire 1.5.3. Pour tout p €|1, 400}, I'espace L¥ (u) est réflexif.
Les résultats précédents ne se généralisent que partiellement au cas p = +-co.

Proposition 1.5.4. Soit g € L® (). L'application ¢4 de L (y) dans C définie par

pg(f) = /ngdu

est une forme linéaire continue sur L' (y) vérifiant ||@g| < ||glco- Si I'espace mesuré (X, M, i) est
o-fini, on a de plus || pq|| = ||g]|co-

Démonstration : Par le cas limite de 1'inégalité de Hdolder, on voit que ¢, est bien définie et
vérifie ||@¢|| < [|g]lco- De plus, elle est linéaire par linéarité de I'intégrale. Supposons que
'espace (X, M, ) est o-fini. L'inégalité inverse est évidente dans le cas o § = 0, suppo-
sons donc g # 0. Soit & €10, ||g||[ donné. Notons encore g un représentant quelconque
de la classe g. L'ensemble A = {|g| > a} est mesurable et de mesure non nulle. Soit une
suite (X, ),en de parties de X, mesurables et de mesures finies, de réunion X. Pour au
moins un 7, X, N A est de mesure non nulle et finie. Notons B = X, N A. Définissons une
fonction f par f(x) =0six & Bet f(x) = g(x)/|g(x)| si x € B. Alors f est mesurable et
intégrable, avec || f||1 = p(B). On en déduit

ou(f) = [ Fgdn= [ Igldn > an(B) =« fl,

donc ||@¢|| > a. L'arbitraire sur # montre enfin que ||@¢|| > |[/g[lco, ce qui démontre
I’égalité des normes. O
Voyons enfin le cas ou p = 1.

Proposition 1.5.5. Soit ¢ € L' (). L'application ¢4 de L () dans C définie par

pg(f) = /ngdu

est une forme linéaire continue sur L (u), de norme ||g||1.

Démonstration : Comme dans les propositions précédentes, ¢, est linéaire et continue, et sa
norme vérifie || ¢g| < ||g|l1. L'inégalité inverse est évidente si ¢ = 0 dans L'(y). Sinon,
g étant un représentant fixé de la classe g, I'ensemble A = {g # 0} est mesurable et de
mesure non nulle. On définit une fonction f par f = 14.(g/|g|). Alors, f € L®(u) et
Il fll = 1 (puisque A n’est pas négligeable). De plus, on vérifie que

oo(f) = [ lgldu = gl = llgh If .

ce qui montre que || @¢|| > ||g]|1 et termine la démonstration. O

On peut montrer que le dual topologique de L! () s’identifie a L® (). Mais, contrairement au
cas précédent, on ne peut plus identifier en général le dual topologique de L*®*) a L' (u), on a
seulement I'inclusion L' (x) C (L®(u))’ (voir TD1).
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Chapitre 2

Opérateurs linéaires bornés sur un
espace de Hilbert

(H, (+]-)) désigne un espace de Hilbert sur R ou sur C. Par convention, lorsque (-|-) sera un
produit hermitien, il sera semi-linéaire a droite.

2.1 Opérateurs bornés

Nous commengons par définir I’espace des opérateurs bornés entre espaces vectoriels normés
et nous définissons ensuite plusieurs topologies sur cet espace.

Définition 2.1.1. Si (E, || ||) et (F, || ||r) sont des espaces vectoriels normés, un opérateur borné de E
dans F est une application linéaire continue T : E — F, donc, telle que

3C >0, Yu € E, ||Tullp < Clul,.

Notation. On désigne par L(E, F) I'ensemble des opérateurs bornés de E dans F. Lorsque
E = F,onnotera L(E) = L(E,E).

L(E, F) est un espace vectoriel sur lequel on introduit la norme,

[T
HT||£(E,F) = Ssup [u] L= sup HTuHF‘
ucE\{0} E  ullg=1

La topologie induite par cette norme sur L(E, F) est appelée topologie uniforme des opérateurs. Si
(F, || [[F) est un espace de Banach, (L(E, F), || || z(g,F)) est aussi un espace de Banach. De plus, la
norme || [|(g,g) est une norme d’algebre sur (£(E), +,.,0) et, plus généralement, si (E, || [|£),
(F, || |lr) et (G, || ||c) sont des espaces vectorielsnormés etsi Ty € L(E,F) et T, € L(F,G), alors
T,oT; € ﬁ(E, G) et

1T20 Tallze6) < T2l zm6y 1Tall 2 (e ) -

Notation. Dans toute la suite, nous noterons T,T; la composée T, o T; de deux opérateurs
T, € L(E,F)etT, € L(F,G).

Nous introduisons maintenant deux topologies plus faibles sur £(E, F). Tout d’abord, la to-
pologie forte des opérateurs. C’est la plus petite topologie rendant continues les applications
ev, : L(E,F) — F, ev,(T) = Tu. Pour cette topologie, une suite d’opérateurs bornés (T )neN
converge vers un opérateur borné T si et seulement si, pour tout u € E, || T,,u — Tul|r — 0.

Onnoteraalors T,, — T.
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La seconde topologie est la topologie faible des opérateurs. Nous pourrions la définir pour E et F
des espaces de Banach quelconques, mais dans la suite nous nous restreindrons aux opérateurs
bornés de (H, (+|-)) dans lui-méme, nous supposerons donc que E = F = . Alors la topologie
faible sur £L(#) est la plus petite topologie rendant continues les applications ev,,, : L(H) —
C, evyy(T) = (Tu|v). Pour cette topologie, une suite d’opérateurs bornés (T,),en converge
vers un opérateur borné T si et seulement si, pour tous u,v € H, (T,u|v) P (Tu|v) dans
C.Onnotera alors T,, — T.

La topologie faible des opérateurs est plus faible que la topologie forte des opérateurs, elle-
méme plus faible que la topologie uniforme des opérateurs. Les exemples suivants illustrent
les différences entre ces topologies sur £(¢2(IN)).

Exemple 2.1.2. Soit Ty, : (>(IN) — (*(N), T (x0, x1,...) = (2x0, 2x1,...). Alors (Ty) nen converge
uniformément vers 0, l'opérateur nul.

Exemple 2.1.3. Soit S, : £2(IN) — ¢2(N), S,,(x0,x1,...) = (0,...,0, %, X 11, .. .). Alors (Sp)nen
converge fortement vers 0, mais pas uniformément.
En effet, pour toute x € (*(IN),

—+00
2 _ 2
HSan@ = k;:q |k n_>+oo> 0.

Puis, pour toute x € (2(N), [|Sux||;2 < |[x[|2 donc ||Sul|g2nyy < 1. D'autre part, pour tout

n €N, ||Snen||,2 = 101l ey, est la suite valant O pour tout k # n et 1 au n-ieme terme. Donc pour tout
1, |[Sullz(2(ny) = 1 et (Su) ne tend pas uniformément vers 0.

Exemple 2.1.4. Soit W, : >(N) — (?(IN), Wy(x0,x1,...) = (0,...,0,x0,x1,...) avec n fois 0 au
début de la suite. Alors (Wy,)neN converge faiblement vers 0, mais pas fortement ni uniformément.

Dans la suite, nous considererons souvent des opérateurs bornés entre espaces de Hilbert. Nous
donnons, dans ce cadre hilbertien, une caractérisation de la norme d’opérateur.

Proposition 2.1.5. Soient Hq et Hy deux espaces de Hilbert. Soit T : H1 — Ho un opérateur borné.
Alors,

T 230, 202y = SUPL(Tu0) 2 | | [[1elly, < Tet ol <13

Démonstration : Notons S le membre de droite de I'égalité. Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

[(Tulo)| < [ Tulla, [0l < 1T 200 1102 120, < 1T 200,40)

lorsque [[ul|, < 1et o]y, <1.Donc, S < ||T||z(x,n,)- Réciproquement, soit M un réel
positif; supposons que S < M. Alors, pour tout u € Hy, ||Tully, < M||ully,. En effet, si
u = 0ou Tu = 0, I'inégalité est vérifiée. Sinon, ' = u/||u||y, et v = Tu/| Tu||y, sont
de norme 1 et, comme S < M, |(Tu/|[v")| < M. O, |(Tu'|v")| = || Tu||p, / ||u||3,, donc on a

bien || Tully, < M|[ul|y,. Par définition de || T|| £(3, 3,), on obtient | T|[ g3, 2,) < S
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2.2 Adjoint d"un opérateur borné

2.2 Adjoint d’un opérateur borné

Nous allons maintenant définir ’adjoint d"un opérateur borné qui généralise a la dimension
quelconque la transposée d’une matrice réelle ou la transconjuguée d"une matrice complexe.

Proposition 2.2.1. Soient H un espace de Hilbert et T € L(H). Il existe un unique opérateur T* €
L(H) tel que
Yue M, VoeH, (Tulv) = (u|T*v). (2.1)

Démonstration : Soit v € H. Alors, £y, : u — (Tu|v) est une forme linéaire continue sur . En
effet, on applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz et on utilise le caractere borné de T. Par
le théoreme de Riesz de représentation des formes linéaires continues, il existe un unique
vecteur w € H tel que, pour tout u € H, l,(u) = (u|w). Posons T* : H — H, T*v = w.

T* est linéaire. En effet, si v, v, € H et A, Ay € C, alors soit v = Aqv1 + Avp et wy =
T*(v1), wp = T*(v2), T*(v) = w. Alors,

VueH, (ulw) = (Tulv) = (Tu|Av1 + A0)
= M (Tu|vr) + A2(Tu|vy)
= M(ulwr) + Az (ufw2)
= (u|Mwi + Awy).

Donc, w — Aqw; — Aywy € HE = {0} et w = Ayw; + Ayw; et T* est linéaire.
T* est borné. En effet, soient u,v € H, ||u||y < 1et|v|y < 1. Alors,

| T*0)| = [(Tulo)| < [ITully; [olly < T 230 -

Dong, en prenant u = %, pour toutv € H, ||ofly < Tet T #0, |[T*0|ly < || Tl z(3)-

Siv € H est tel que T*v = 0, I'inégalité est encore vérifiée. On obtient donc [|T*| £ (3) <
[ T[l£(3) et T* est borné.

Enfin, si T et T, vérifient (2.1), pour tous u,v € H, (u|(Ty — T;)v) = 0et T} — Ty = 0.4

Définition 2.2.2 (Adjoint). L'opérateur borné T* € L(H ) est appelé adjoint de I"opérateur T.
Exemple 2.2.3. Pour tout espace de Hilbert H, 1d;;, = Idy.
Nous énongons les premieres propriétés vérifiées par 1’adjoint d"un opérateur borné.

Proposition 2.2.4 (Propriétés algébriques de 'adjoint). Soient T, Ty, T, € L(H) et A € C. Alors,

1. (1 +0) =1+ T;;

2. (AT)* = AT*;

3. (WTh)* = TyT;;
4. (T*)* =T;
5

. si T a un inverse borné T, T* a aussi un inverse borné et (T*)~1 = (T~1)*.

Démonstration : Les deux premiers points proviennent de la semi-linéarité a droite du produit
scalaire. Pour le troisieme point, on écrit, pour tous u,v € H, (T1Toulv) = (Tou|T{v) =
(u|T; T{v). Le quatrieme point s’obtient en remarquant que, dans (2.1), les vecteurs u et v
jouent le méme role et (Tu|v) = (u|T*v) pour tous u,v € H si et seulement si (T*u|v) =
(u|Tv) pour tous u,v € H en passant aux conjugués. Enfin, de TT™! = I = T~!T on

déduit par passage a 'adjoint que T*(T~1)* = I* = [ = [* = (T~1)*T*. 0
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Proposition 2.2.5 (Propriétés métriques de 'adjoint). Soit T € L(H). Alors,
L ATz = 1Tl ey 5
2. ”T*THﬁ(H) - HTH%;(H)'

Démonstration : D’aprées la démonstration de la proposition 2.2.1, || T*|[£(3) < [|T|| () Puis, en
appliquant cette inégalité a I’opérateur borné T* et en utilisant le fait que (T*)* = T, on
obtient bien || T £y < || T*||£(3), ce qui prouve le premier point. Pour le second point,
onatoutd’abord, | T*T|| 22y < IT*[| e I Tl cere) = HTH‘?;:(%). Réciproquement, siu € H,
[Jullye =1,

I Tu3, = (TulTu) = (T*Tulu) < | T°T| £z

done | T2 5 < 7Tl e 0

Proposition 2.2.6 (Propriétés géométriques de 1’adjoint). Soit T € L(H). Alors,
1. Ker T* = (ImT)* et (Ker T*)*+ = ImT;
2. si F C H est un sous-espace vectoriel stable par T, alors F* est stable par T*.

Démonstration : u appartient a (ImT)* si et seulement si, pour tout v € H, (u|Tv) = 0, ce qui
équivaut a ce que, pour tout v € H, (T*u|v) = 0. C’est équivalent a T*u = 0, soit encore
u € KerT*. La seconde propriété provient des propriétés sur les espaces orthogonaux
dans les espaces de Hilbert.
Pour le second point, soitv € F- etu € F. Alors Tu € F, donc (T*v|u) = (v|Tu) = 0.
Donc T*v € F*. O

Définition 2.2.7. Un opérateur T € L(H) est dit auto-adjoint lorsque T = T*.

Les opérateurs auto-adjoints sont la généralisation des matrices symétriques a la dimension
infinie. Ils jouent un réle majeur en analyse fonctionnelle et en physique mathématique. Un
théoréme de structure sur ces opérateurs affirme que tout opérateur auto-adjoint est diagonali-
sable, en un sens a préciser en dimension infinie. Un premier exemple d’opérateur auto-adjoint
est celui de projecteur orthogonal.

Définition 2.2.8. Un opérateur P € L(H) est appelé un projecteur lorsque P> = P. Si de plus P* = P,
on dit que P est un projecteur orthogonal.

On remarque que I'image d’un projecteur est un sous-espace fermé sur lequel P agit comme
l'identité. Si de plus P est orthogonal, P agit comme l'opérateur nul sur (ImT)~. Le théoréme
de projection sur les sous-espaces fermés dans les espaces de Hilbert nous assure alors qu’il y a
une bijection entre les projecteurs orthogonaux dans un espace de Hilbert H et les sous-espaces
fermés de H.

Exemple 2.2.9. (Opérateur de multiplication). Soit (X, ) un espace mesuré o-fini et soit H =
L?(u). Si ¢ € L™(p), on définit l'opérateur de multiplication par ¢, Mgy : L2(u) — L?(p) tel que,
pour tout u € H, Myu = gu.

Alors M est dans L(L*(p)) et || My|| = ||@||co- Ici, || @||oo désigne le supremum p-essentiel, ||@||co =
inf{c > 0| u({x € X | |@(x)| > c}) = 0}. Donc, quitte a changer de représentant dans la classe de
@, on peut supposer que ¢ est une fonction bornée.

Puis, comme ||@u||2 < || @||eo||ut||2, My est un opérateur borné et || My|| < ||@||co. Soit € > 0. Comme
u est o-finie, il existe un ensemble mesurable A tel que 0 < u(A) < +oo tel que |¢(x)| > ||@|lo — €
pour tout x € A. Sion pose u = u(A)~ 214, alors u € L2(p) et ||ully = 1. Donc | My||? > ||gul3 =
(A [, lolPdu > (||@lleo — €)% En faisant tendre € vers 0, on obtient bien || Mg|| > ||¢|co-

On a de plus, pour toute ¢ € L= (), My, = Mg oit 9(x) = ¢(x) pour tout x dans X. En particulier,
si ¢ est a valeurs réelles, Mg, = My et My est auto-adjoint.
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Pour les opérateurs bornés auto-adjoints, la proposition 2.1.5 peut étre raffinée.

Proposition 2.2.10. Soit T € L(H) un opérateur auto-adjoint. Alors, pour tout u € H, (Tulu) € R
et

1Tl 23y = sup{(Tufw)] | [Jully =1}

Démonstration : Soit S le membre de droite de 1'égalité. D’apres la proposition 2.1.5,5 < || T £3)-
Pour démontrer 'autre inégalité, on commence par démontrer que, pour tout u € H,

(Tulu) € R. En effet, comme T = T*, (Tu|u) = (u|Tu) = (Tu|u) et (Tu|u) € R. Puis, en
utilisant I'identité de polarisation, on a

1
Vu,v € H, Re (Tu|v) = i (T(u+v)|u+v)— (T(u—0)|u—"0)).
Or, pour tout u € H, |(Tu|u)| < S||u||*> donc, pour tous u,v € H,
5 2 2
< Z _
[Re (Tufo)| < 2 (Ilu+o]* + [lu—o|*).

Puis par I'identité du parallélogramme, pour tous u, v € H, |Re (Tu|v)| < 5 (||u]|> + ||v/|?).
Dongc, si on suppose que |[u|| < 1 et |[v|| < 1, on obtient |[Re (Tu|v)| < S. Quitte a
remplacer v par e %0, avec ¢(Tu|v) = |(Tu|v)|, on obtient que, pour tous u,v € H,
|(Tulv)| = (Tule %v) = |Re (Tule *®v)| < S. Alors, par la proposition 2.1.5, || T|| z(3) < S,

ce qui termine la démonstration. 0

Nous terminons cette section par un résultat qui ouvre la voie au formalisme des opérateurs
non bornés.

Théoreme 2.2.11 (Hellinger-Toeplitz). Soit T : H — H un opérateur tel que, pour tous u,v € H,
(u|Tv) = (Tu|v). Alors T € L(H).

Démonstration : Par le théoreme du graphe fermé, il suffit de démontrer que I'(T), le graphe de
T, est fermé. Soit (1, ),en une suite d’éléments de H qui converge vers u € H et telle que
(Tuy)nen converge vers v € H. Il nous suffit de démontrer que v = Tu. Or, pour tout
weH,

(wlo) = lim (w[Tu,) = lim (Toolu,) = (Tolu) = (w]Tu),

donc v = Tu. 0

Ce résultat affirme donc qu’il ne peut y avoir d’opérateur non borné qui soit défini sur H tout
entier et qui soit auto-adjoint (ou symétrique en général). Cela pose probléme en mécanique
quantique ott I'on souhaite définir des opérateurs comme 1’énergie (qui fait intervenir une
dérivée) qui sont non bornés tout en étant symétriques au sens ott (u|Tv) = (Tu|v).

Opérateurs bornés et compacts. Théoréme spectral. page 19



Chapitre 2. Opérateurs linéaires bornés sur un espace de Hilbert

page 20 Opérateurs bornés et compacts. Théoréme spectral.



Chapitre 3

Spectre des opérateurs bornés

Une valeur propre A d’une matrice A est un scalaire tel qu’il existe un vecteur x non nul
tel que Ax = Ax. Cela se traduit par la non-injectivité de la matrice A — Al. Or, en dimen-
sion finie, une application linéaire entre deux espaces de méme dimension est injective si et
seulement si elle est bijective. Ainsi on peut aussi caractériser les valeurs propres d"une ma-
trice comme les scalaires A tels que A — Al ne soit pas inversible. Nous souhaitons conserver
cette caractérisation pour définir la notion de spectre pour un opérateur borné sur un espace
de Banach. Un probléeme survient en dimension infinie, il existe des applications linéaires injec-
tives mais non surjectives, par exemple 1’application qui a une suite bornée (x,),en associe la
suite bornée (0, xo, . . .). Il existe aussi des applications linéaires surjectives et non injectives, par
exemple l'application qui a une suite bornée (x,),en associe la suite bornée (x1, .. .). Cela nous
conduira a faire une distinction entre le spectre d’un opérateur et I'ensemble de ses valeurs
propres. Certains scalaires dans le spectre ne sont pas des valeurs propres.

3.1 Spectre

Nous commengons par donner la définition du spectre d'un opérateur borné. Dans toute la
suite, (E, || ||£) est un C-espace de Banach. Quand il n'y a pas d’ambiguité sur la notation, nous
noterons, pour T € L(E), || T|| := ||T| z(E).-

Notation. Pour T € L(E) et A € C,onnote T — A := T — Aldg o Idg est I'application linéaire
identité de L(E).

Définition 3.1.1. Soit T € L(E). Le spectre de T est la partie de C définie par
o(T) = {A € C| T — A nest pas inversible dans L(E)}.
Les éléments de o (T) sont appelés valeurs spectrales.

On remarque que, par le théoreme de I'isomorphisme, T est inversible dans £(E) si et seule-
ment si T est bijectif. En effet, si T est borné et bijectif, son application réciproque est automati-
quement continue. On en déduit la caractérisation suivante du spectre d"un opérateur borné.

Proposition 3.1.2. Soit T € L(E). Alors 0(T) = {A € C | T — A n’est pas bijectif}.

Définition 3.1.3. L'ensemble des valeurs propres de T € L(E) est I'ensemble des A € C tels que T — A
n’est pas injectif. L'ensemble des valeurs propres de T est appelé spectre ponctuel de T et est noté o, (T).
Un vecteur u € E non nul tel que Tu = Au est appelé vecteur propre de T associé a la valeur propre A.
Enfin, on appelle multiplicité de la valeur propre A, la dimension (finie ou infinie) de Ker (T — A).
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Ona 0,(T) C o(T). Toute valeur propre est une valeur spectrale, mais ces deux ensembles ne
sont pas égaux en général, comme le montre le premier exemple de I'introduction.

Avant de prouver les premieéres propriétés du spectre d’'un opérateur borné, nous démontrons
le lemme suivant, dit < de la série de Neumann >.

Lemme 3.1.4 (Lemme de la série de Neumann). Soit S € L(E) tel que ||S|| < 1. Alors Idg — S est

+oo

inversible dans L(E) et (Idg — S)™' = ) S". Ainsi, le groupe des inversibles de L(E), noté GL(E),
n=0

est un ouvert de L(E).

Démonstration : Comme ||S|| < 1 et que, pour tout n € N, ||S"]| < [|S]|", la série ¥ ||S"||
converge dans R. Donc, comme (L(E), || ||(r)) est un espace complet, la série ) S"
converge dans L(E). Soit

N~>+oo

—+o0
U:ZS”— lim ZS”
n=0

Alors, pour tout N > 1,

(Idg—S (Zs"> (25”) (Idg — S) = Idg — SN*!

et Idg — SN*! converge dans £(E) vers Idg. Donc (Idg — S)U = U(Idg — S) = Idg.

Soit maintenant Ty inversible dans £(E). Alors, pour S € L(E), To+ S = To(Idg + T, 'S),
donc Ty + S est inversible si et seulement si Idg + T, 1S l’est. Or, c’est le cas pour S tel
que || Ty S| < 1, donc B(To, ||Ty '|| 1) est contenu dans GL(E). Cet ensemble est donc

voisinage de chacun de ses points, c’est un ouvert. -

Proposition 3.1.5. Soit T € L(E). Alors o(T) est un compact de C.

Démonstration : L'ensemble o(T)¢ est I'image réciproque de 1'ouvert GL(E) par 1’application
continue C — L(E), A — T — A. C’est donc un ouvert de C et o(T) est donc fermé dans
C.Deplus soit A € Ctelque |A| > ||T||. AlorsT—A = —A (Idg — 1 T) et |1 T|| < 1. Donc
Idg — 1T € GL(E) et T — A est aussi inversible. Donc A ¢ ¢(T). Donc o(T) C D(0, ||T||)
et (T(T) est borné. Le spectre de T est donc un fermé borné de C, donc un compact de C.D

3.2 Résolvante

Nous introduisons maintenant une application clef dans 'étude du spectre d’un opérateur, la
résolvante.

Notation. L'ensemble o (T)¢ est appelé ensemble résolvant de T et est noté p(T). C’est un ouvert
non borné de C.

Définition 3.2.1. Soient T € L(E) et z € C. L'application R(T) : p(T) — L(E) définie par
R(T)(z) = (T — z)~! est appelée résolvante de I'opérateur T. Pour z € p(T), I'application linéaire
R.(T) := R(T)(z) est appelée résolvante de T au point z.

Proposition 3.2.2. Soit T € L(E). La résolvante de T, z — R,(T) est holomorphe sur I'ouvert p(T).
De plus, lim;|_, ;o [|Rz(T) | z(g) = O
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Démonstration : Soit zy € p(T). Alors, pour toutz € o(T), (T—z) ' =(T—2z0— (z—20)) ' =
(T —z0) "' (Idg — (z = 20)(T —20) ") 1. Or, [[(z = 20) (T — 20) || = |z — 20 [|(T —z0) 'l et
)e

(T —z0)~t|| > 0. Alors, si on suppose que z € p(T) est tel que |z —zo| < ||(T —zo) 7|4,
ona
—+00 400
(T - Z)_l = (T - ZO)_l 2 (Z - ZO)”(T — Zo)_n = Z (Z — ZO)”(T _ ZO)—(?H—l).
n=0 n=0

Dong, z — R, (T) est holomorphe au point zy. Elle est donc holomorphe sur p(T).

Soit z € C. Supposons |z| > ||T||. Alors z € p(T) et

1 - 121
— 71: — — — = —— _T"
(T —z) < z (IdE ZT>) . Z z”T ,

+ 1
=27 < < 0
ALFF I S o

ce qui prouve la seconde assertion de la proposition.

Corollaire 3.2.3. SiE # {0} etsiT € L(E), o(T) # @.

Démonstration : Si o(T) = @, alors p(T) = C et R(T) : C — L(E) est holomorphe et, par
la proposition 3.2.2, lim|;|_, . ||[Rz(T)[|z(gy = 0. R(T) est donc une fonction entiére et
bornée sur C, donc, par le théoréeme de Liouville, elle est constante sur C. Comme sa
limite en l'infini est nulle, cette constante ne peut étre que 0. Donc, pour tout z € C,
(T —z)~! = 0. Mais l'application nulle n’est bijective que lorsque E = {0}. Dong, si

E #{0},0(T) #@

|

La preuve de la non-vacuité du spectre repose sur un résultat d’analyse complexe, le théoréme
de Liouville. C’est aussi le cas pour la preuve de la non-vacuité du spectre en dimension finie
qui est une conséquence du théoréme de d’Alembert-Gauss dont une preuve repose aussi sur
le théoreme de Liouville.

Proposition 3.2.4 (Identité de la résolvante). Soient T € L(E), z et 2’ dans p(T). Alors, R,(T) —
R, (T) = (z —2)R,(T)Ry(T) et R;(T) et R, (T) commutent.

Démonstration : Pour tous z,z’ € p(T), on a

R (T)—Ry(T) = (T—z)'—(T—-2)7"!
= (T—2) (T—-Z)(T-2)"=(T—2) (T—2)(T—-2)""
= (T—2) (T—2 -T+2)(T-2)"!
(T—2) Y z—2ZWT—-2)"1 = (z—2)R,(T)Rx(T),

d’oulidentité de la résolvante. En interchangeant z et z’, on en déduit que R, (T) et R,/ (T)

commutent.
Od
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3.3 Rayon spectral

Comme pour T € L(E), ¢(T) est un compact inclus dans D(0, || T||), la borne supérieure dans
la définition suivante est bien définie.

Définition 3.3.1 (Rayon spectral). Soit T € L(E). On appelle rayon spectral de T le réel positif
r(T) = suppeq(r) [A-

Proposition 3.3.2 (Formule du rayon spectral). Soit T € L(E). Alors

r(T) = Lm ||T"||".

n—r-+4o0

Démonstration : Tout d’abord, comme o(T) C D(0,||T||), r(T) < ||T||. Soit n > 1. Prouvons

que o(T") = {A" | A € o(T)}. Pour cela, on utilise la relation T" — A" = (T — A)(T" ! +
<.+ A Notons Q, = T" 1 +... + A" 1. Q, commute avec T — A. Supposons que
A" ¢ o(T"). Alors, il existe S, € L(E) tel que (T" — A")S, = S,(T" — A") = Idg.
En particulier, Q, et S, commutent. En effet, Q,S, = IdpQ,S, = Su(T" — A")QuS, =
S$nQu(T" — A")S, = 5,Quldr = S,Q, puisque Q, commute avec T et avec Aldg donc
avec T" — A". Donc T — A est inversible et A ¢ ¢(T). Donc, par contraposée, si A € o(T),
A ea(T)et{\"|A€o(T)} Ca(T").
Réciproquement, soit u € o(T"). Alors T" —p = (T — A1) ... (T — Ay) o Ay, ..., A, sont
les racines n-iémes de p. Si, pour touti € {1,...,N}, T — A; est inversible, T" — p l'est
aussi, donc u ¢ o(T"). Donc il existe i € {1,...,N} tel que A; € o(T). Or, A} = p
par définition. Donc, pour tout u € o(T"), il existe A € o(T) tel que p = A". Donc
o(T") Cc {A" A ea(T)}.

On en déduit que, pour toutn > 1, r(T)" = r(T") < ||T"||, donc r(T) < | T"||+. Donc

r(T) < liminf || T"||" .
n—r+00
Pour ¢ € C,0 < |¢| < r(l—T), posons F({) = Rz—1(T). Alors, F est holomorphe sur 'ouvert
{¢10< | < ﬁ} par la proposition 3.2.2. De plus, sur cet ouvert, d’apres les calculs

effectués dans la démonstration de la proposition 3.2.2, F(¢) = — Y/, ¢"T1T". F s’étend
donc en une fonction holomorphe sur D(0,7(T)!). D’apres les inégalités de Cauchy,

1
r(T)’

Alors, pour toutn > 1, I T"||[% < M(r)ir—1"5 ot M(r) = maxg|<, [|F(¢) ||, d'ot,

Vr < max ||F(&)]|.

— il g

Fi+1)(0) H 1

n f— —
I = | T

==

1
Vr < ——, limsup || T"||

<
T(T) n——+oo B

1
r/
donc
1 1
. 0t < < Timi ns
lim sup | T"|F < r(T) < liminf | 7"

n—+00

Dong, la suite (|| T )u>1 converge et sa limite vaut r(T).
B |
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3.4 Le spectre et ’adjoint

Nous présentons deux résultats reliant le spectre d’un opérateur borné a celui de son adjoint
dans le cas ot E est un espace de Hilbert.

Proposition 3.4.1. Soit H un espace de Hilbert et soit T € L(H). Alors o(T*) = o(T) = {A : A €
o(T)}. De plus, pour tout z € p(T), Rz(T*) = R,(T)*.

Démonstration : En effet, d’apres le point 5 de la proposition 2.2.4, T — A est inversible si et
seulementsi (T — A)* I’est. Or (T — A)* = T* — A. Donc

A € 0(T) & T — Anoninversible < (T — A)* non inversible < T* — A non inversible < A € o(T*),
d’ot la premiére assertion. Puis, siz € p(T),
R(T") =(T"—2) = ((T-2)") "' = (T—2)7")" = Ro(T)",

toujours d’apres le point 5 de la proposition 2.2.4.

Le second résultat concerne les opérateurs auto-adjoints.

Proposition 3.4.2. Soit H un espace de Hilbert et soit T € L(H) auto-adjoint. Alors,
1. o(T) CR;

2. les vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes de T sont orthogonaux.

Démonstration : Soient A et u deux nombres réels. Alors, on a, pour tout u € H,

(T = (A +ip)ull® = (T = (A +ip)ul (T — (A +ip))u)
(T = A)ul(T = Ayu) +ip [((T = AJulu) — (|(T = Ayu)] — 22| Jul

(T = A)ul | + p?

car T est auto-adjoint et A est réel, d’ot1 I'on tire que ((T — A)u|u) = (u|(T — A)u).

Donc, pour tout u € H, ||T — (A +iu))ul|? > p?|lu|> Siu # 0, T — (A +iu) est injectif.
Supposons par 'absurde T — (A + iy ) non bijectif, donc non surjectif, soit encore Im (T —
(A +1ip)) # H. Alors,

Ker(T* — (A —in)) = Ker((T — (A +ip))*) = (Im(T — (A +ip)))" # {0}

et A —ip € 0,(T*).Or, 0,(T*) = 0p(T) car T = T*.

Mais, on a également ||T — (A —ip))u|*> > p?||lu||*> et A —ip & 0,(T) sipu # 0 (car alors
T — (A — i) est injectif). D’ot1 une contradiction. Donc T — (A + ip) est bijectif des que
p#0etsip#0,A+iu € p(T) ce qui prouve le premier point.

Pour démontrer le second point, on se donne A et A, deux valeurs propres distinctes de
T. Soient 17 un vecteur propre associé a A1 et up un vecteur propre associé a A». On a

M (urluz) = (Mun|uz) = (Tug|uz) = (u1|Tuz) = (u1|Azuz) = Ap(u1|uz) = Aa(uifuz),

et, comme Ay # Ay, on doit avoir (u1|up) = 0.
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3.5 Le laplacien discret en dimension un

Nous introduisons le laplacien discret en dimension un. C’est I'opérateur A défini sur 1’espace
de Hilbert ¢%(Z) par

Yu € (2(Z),Vn € Z, (Au)y = —(ty_1 + Upy1)-

L'opérateur A est 'analogue discret de la dérivée seconde.

Tout d’abord, A est borné. En effet, si ||u|2z) < 1, alors ||Aul[z) < 2|ull2(z) < 2, donc
|A|| < 2. Puis, A est auto-adjoint. Soient u,v € ¢>(Z). Alors

(Aulv) = Y (Au)uTp=— Y Up1Tp— Y Uns10p = — Y UnTpy1 — Y UnTp_1

nez nez nez nez nez
= Y un(—vp1 —vus1) = ) un(A0), = (u|Av).
nez nez

Donc, A est un opérateur borné auto-adjoint.

Nous allons maintenant calculer le spectre de A. Pour cela, on introduit 1'opérateur de Fou-
rier F : (*(Z) — L?(]0,27]) défini pour tout u = (uy)nen € (*(Z) et tout x € [0,27] par
(Fu)(x) = Lez une™. On pose alors S = F o A o F~1. Calculons S. Soit f € L2([0,271]). Sup-
posons que, pour tout x € [0,271], f(x) = Y,ez f(n)e". Pour tout n € Z, (F~'f), = f(n).
Alors, pour tout x € [0,271],

(5H() = = L (F=1+ flnt 10)e™ == ¥ fnd® " = ¥ )

nezZ neZ neZ
= (M e Z e = (—2cos(x))f(x).
€z
Dong, si on pose pour tout x € [0,271], ¢(x) = —2cos(x), S = M, oit M, est 'opérateur de

multiplication par ¢. Or, comme F est une transformation unitaire, on a 0(A) = o(M,) et
0p(A) = 0p(My). Alors, 0(My) = ¢([0,27]) = [—2,2]. Donc

o(A) = [-2,2).

De plus, comme ¢ n’est constante sur aucun sous-intervalle de [0,27], M, n’admet pas de
valeur propre. En effet, si u € L2([0,271]), I'’équation ¢(x)u(x) = Au(x) pour tout x € [0,27]
impose u = 0. Donc

0p(A) = @.

Remarque 3.5.1. L’utilisation faite dans cet exemple de la transformée de Fourier JF est trés courante
pour les calculs de spectres d’opérateurs, surtout pour les opérateurs différentiels. Cela tient au fait
que, F étant unitaire, la conjugaison par F laisse invariants le spectre et le spectre ponctuel. Or, F
a la particularité de transformer une dérivation (ici discrete) en une multiplication. Donc, conjuguer
'opérateur étudié par F permet de ramener le calcul de son spectre au calcul du spectre d’un opérateur
de multiplication.
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Chapitre 4

Opérateurs compacts

L’objectif de ce chapitre est de construire un cadre dans lequel on puisse retrouver nombre
des propriétés des applications linéaires en dimension finie. Pour cela, nous introduisons les
opérateurs compacts qui forment une famille d’opérateurs dont les propriétés seront trés proches
de celles des applications linéaires en dimension finie. En particulier, la résolution des équations
linéaires en dimension infinie qui sont représentées par un opérateur compact sera analogue a
celle des équations linéaires en dimension finie. C’est I’objet de I’alternative de Fredholm pour
les opérateurs compacts que nous allons démontrer dans ce chapitre.

4.1 Opérateurs compacts

Dans cette section, nous allons revenir au début au cadre plus général des opérateurs entre
espaces de Banach. Nous nous restreindrons ensuite au cas des opérateurs entre espaces de
Hilbert.

Définition 4.1.1. Soient E et F deux espaces de Banach et T : E — F un opérateur. On note Bg la
boule unité de E. On dit que T est compact si T(Bg) est une partie compacte de F.

Notation. On note B (E, F) I'ensemble des opérateurs compacts de E dans F.

On remarque que Bw(E,F) C L(E,F). En effet, si T € B (E, F) puisque T(Bg) est relative-
ment compacte (c’est-a-dire d’adhérence compacte), c’est une partie bornée de F. Donc T est
un opérateur borné.

Nous rappelons que, par le théoréme de Riesz, un espace vectoriel normé est de dimension
finie si et seulement si sa boule unité est compacte. La propriété topologique de compacité est
donc directement liée a la propriété algébrique de dimension finie. Cela explique pourquoi le
fait de supposer que I'image par T de la boule unité de 'espace de départ soit d’adhérence
compacte va donner a T des propriétés proches d'une application linéaire en dimension finie.

Exemple 4.1.2. Si E = F est de dimension infinie, l'identité Id : E — E n’est pas compacte. En effet,
par le théoreme de Riesz, Bg n’est pas compacte. Pourtant 1d est continue. Donc, tous les opérateurs
bornés ne sont pas compacts.

7

Exemple 4.1.3. Soit X un espace métrique compact et soit E = F = C(X,R) I'espace des fonctions
continues sur X a valeurs réelles. Soient y une mesure positive finie sur (X, B(X)) et K € C(X x
X,R). On pose, pour u € E,

Tu(x) = [ K(xy)u()du(y).
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Un tel opérateur est un exemple d’opérateur a noyau intégral. Démontrons que T ainsi défini est un
opérateur compact. Soit u € Bg. Pour x,x" € X,

| Tu(x) — Tu(x")| S(AKKWJ)—K@CWﬁMHHMW
<l w(X) max K(x,y) = K(x', y).

Or, K est uniformément continue sur le compact X x X car elle est continue, donc, pour tout € > 0, il
existe & > 0 tel que, pour tous x,x' € X,

(d(x,x") <6) = (Vu € B, |Tu(x) — Tu(x')| < u(X)e).

Donc, T(Bg) est une partie équicontinue de C(X). De plus, || Tul|e < ||K||lcopt(X)]|14]|co, donc T(BE)
est ponctuellement bornée. Par le théoreme d’Ascoli, T(Bg) est relativement compacte dans C(X), donc
T est compact.

Définition 4.1.4. Un opérateur T € L(E, F) est dit de rang fini si Im T est de dimension finie.

Exemple 4.1.5. Un opérateur T € L(E,F) de rang fini est compact. En effet, par continuité de T,
T(Bg) est borné dans Im T. Donc, T(BE) est fermé borné dans Im T qui est de dimension finie; c’est
donc un compact de F.

Nous allons voir que ce dernier exemple est essentiel dans le cadre des opérateurs entre es-
paces de Hilbert. En effet, nous allons montrer que tout opérateur compact entre espaces de
Hilbert est limite, pour la topologie de la norme d’opérateur, d"une suite d’opérateurs de rangs
finis. Avant de nous limiter aux espaces de Hilbert, nous donnons encore deux propriétés des
opérateurs compacts valables pour les opérateurs entre espaces de Banach.

Proposition 4.1.6. Soit (T,,),eN une suite d’opérateurs compacts de E dans F convergeant vers T dans
L(E,F). Alors T est compact. B (E, F) est donc fermé dans L(E, F).

Démonstration : Tout d’abord, comme dans un espace complet, les compacts sont les fermés
précompacts, T est compact si et seulement si T(Bg) est une partie précompacte de F.
Soit donce > 0etn € N tel que ||T — Ty| £ () < 5- Alors, par précompacité de T, (Bg),
il existe des vecteurs v; € E tels que

P 3
T.(Be) c U B(vj,i).
j=1

Or, si u € B, ||Tu — Tyu|lr < 5. De plus, il existe jo tel que T,u € B(v;, 5), dott Tu €

B(vj,, &) donc T(Bg) C UleB(vj,s). Donc T(Bg) est précompact. -

Proposition 4.1.7. Soient E, F et G trois espaces de Banach, T € L(E,F)etS € L(F,G).SiTou S
est compact, alors ST est compact. En particulier, B (E) est un idéal de L(E).

Démonstration : Supposons que T est compact. Alors ST(Bg) = S(T(Bg)), T(Bg) est relative-
ment compacte et S est continue. Donc ST(Bg) est relativement compacte. Si S est sup-
posé compact, T(Bg) étant bornée, il existe un réel R tel que T(Bg) C RBpg. Soit encore
ST(Bg) C RS(Br). Or S(Br) est relativement compacte, donc ST(Bg) est fermée dans le
compact S(Br); c’est donc une partie compacte.

a
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Nous allons maintenant quitter le cadre général des opérateurs entre espaces de Banach pour
nous restreindre au cas des opérateurs entre espaces de Hilbert. Nous allons pouvoir ainsi
démontrer que tout opérateur compact d’un espace de Hilbert séparable dans lui-méme est
limite d’opérateurs de rang fini. Nous commengons par démontrer une propriété utile des
opérateurs compacts.

Proposition 4.1.8. Soit H un espace de Hilbert et T € Boo(H). Si (1n)nenN est une suite faiblement
convergente dans H, alors (Tuy,)n,eN est une suite convergente dans H pour la topologie de la norme
sur H.

Démonstration : Soit (u,),en une suite faiblement convergente dans H vers u. Rappelons que
cela signifie que, pour toutw € H, (u,|w) — (u|w). Par le théoréeme de Banach-Steinhaus,
la suite (||uy||)nen est bornée. Posons v, = Tu, etv = Tu. Pour toutw € H, (v, — v|w) =
(up — u|T*w), donc (v, )yen converge aussi faiblement dans H vers v = Tu. Supposons
par l'absurde, que (v, ),ecn Ne converge pas en norme vers v. Alors, il existe un 77 > 0 et
une sous-suite (v, )reN tels que, pour tout k € N, ||v,, — v|| > 7. Or, puisque (U, )keN
est bornée pour la norme sur H et que T est compact, on peut extraire de (uy, )ren une
sous-suite (un, )ien telle que (Tun, )ien converge vers une limite @ pour la norme sur H.
Mais cette sous-suite (U”kl )1eN converge aussi faiblement vers 7 et, par unicité de la limite
faible, o = v. Cela contredit le fait que, pour tout ! € NN, ||vnkl — || > 5. Donc (Tuy)neN

converge en norme vers o. O

De la proposition 4.1.6, on déduit en particulier que toute limite d’opérateurs de rang fini est un
opérateur compact. Nous démontrons maintenant que, dans les espaces de Hilbert séparables,
la réciproque est vraie.

Proposition 4.1.9. Soit H un espace de Hilbert séparable. Tout opérateur compact sur H est limite,
pour la topologie uniforme des opérateurs, d une suite d’opérateurs de rang fini.

Démonstration : Soit (u;);>1 une base hilbertienne dans H. Soit T un opérateur compact sur H.
Posons, pour n > 1,

Aw = sup{||To|| | ||o|| = 1etov € vect(uy, ..., un)"}.

La suite (A,)qen est une suite décroissante de réels positifs, elle converge donc vers un
réel A > 0. Montrons que cette limite est nulle. On choisit une suite (v;,),en d’éléments

de vect(uy, ..., uy)%, tels que ||v,|| = 1 et ||Tv,|| > 5. Puisque la famille (1;);> est totale,
(vn) converge faiblement vers 0 dans H. En effet, si w € H, il existe une famille (&;);>1
telle que

N
w= lim ol
N—>—‘,—o<>].z1 17

Or, par construction de vy,

N
Vn > N, (vn | Zajuj> =0.
j=1

Cela implique que

N N
Vn > N, (vgw) = (va|w — )_ aju;) < ||og|] ||Jw — Zoc]-u]-||.
j=1 j=1
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Soit ¢ > 0. Il existe N, > 1 tel que ||w — Zjligl ajuj|| < e. Ainsi,
Vn > N, |(vn|w)| <€

et (v,|w) — 0lorsque n tend vers l'infini.
Par la proposition 4.1.8, la suite (Tv,),en converge donc en norme vers 0. Donc A = 0.
Or, par le théoreme de projection dans les espaces de Hilbert,

n

Ay = sup HTu — Z(u|uj)TujH.

[uf| =1 j=1
Donc, comme (A;),en tend vers 0,
n
HT—jzl(.m,-)TujHL(H) - 0. O

Ainsi, un opérateur sur un espace de Hilbert est compact si et seulement s’il est limite d"opérateurs
de rang fini. Avant d’exploiter cette caractérisation des opérateurs compacts pour I'étude d’équations
linéaires, nous terminons par une propriété parfois utile pour démontrer la compacité d'un
opérateur.

Proposition 4.1.10. Soit T € L(H). Alors T est compact si et seulement si T* est compact.

Démonstration : Supposons T compact. En reprenant les notations de la démonstration de la
proposition 4.1.9 et en posant P, le projecteur sur le sous-espace vect(u1, . .., uy,), on peut
écrire que TP, = Y 4(.[uj)Tu;. Donc, on a prouvé a la proposition 4.1.9 que || TP, —
T|| () — 0 lorsque n tend vers I'infini. Mais alors, comme (TP, — T)* = (P, — I)*T* =
(P, — I)T*, on obtient que

ITPa = Tl gpy = 1(TPa = T)* | gy = 1PaT" = T o1y = 0.

Comme P, T* est de rang fini, T* est limite d'une suite d’opérateurs de rang fini; il est
donc compact. Si on suppose T* compact, alors T = (T*)* est lui aussi compact, d’ot
I’équivalence. O

4.2 TL’alternative de Fredholm

Nous avons jusque-la présenté plusieurs propriétés des opérateurs compacts sans encore don-
ner de résultat présentant 1'intérét de leur introduction. Nous présentons donc maintenant un
résultat essentiel pour la résolution d’équations linéaires en dimension infinie, ’alternative de
Fredholm. Celle-ci affirme que si T est un opérateur compact, alors soit Tu = u posséde une
solution non triviale, soit (I — T)~! existe. Nous retrouvons la méme alternative que pour les
systémes linéaires de dimension finie et 'équivalent du résultat sur les endomorphismes en
dimension finie qui affirme que leur injectivité implique la bijectivité. Elle permet en pratique
de démontrer 'existence de solutions a des équations linéaires de maniere fort simplifiée. L'al-
ternative de Fredholm nous dit que si, pour tout v € H, il existe au plus une solution u € H de
I’équation linéaire Tu + v = u, alors il en existe exactement une. En effet, s’il existe au plus une
solution, I — T est injectif, donc Tu = u ne possede pas de solution non triviale. Donc (I — T)~!
existe et, pour tout v € H, 'unique solution de Tu + v = u est donnée par u = (I — T) 'v. La
compacité de I'opérateur et 1'unicité a priori de la solution impliquent 1’existence de la solution.
L’alternative de Fredholm n’est pas vérifiée en général par tous les opérateurs bornés. Par
exemple, I'opérateur de multiplication défini sur L?([0,2]) par Tu(x) = xu(x) pour tout x €
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[0,2] ne la vérifie pas. En effet, Tu = u n’a pas de solution non triviale mais (I — T) ! n’est pas
pour autant un opérateur borné sur L?([0,2]).

Comme l'alternative de Fredholm est vérifiée pour les opérateurs sur un espace de dimension
tinie, I'idée pour la démontrer dans le cas des opérateurs compacts agissant sur un espace de
Hilbert est d’utiliser le fait qu’ils sont limites de suites d’opérateurs de rang fini. On pourra
ainsi écrire un tel opérateur compact sous la forme T = P + R ou P sera un opérateur de rang
fini et R un opérateur de petite norme, une perturbation.

Théoreme 4.2.1 (Fredholm analytique). Soit H un espace de Hilbert et soit D un ouvert connexe
de C. Soit f : D — L(H) une fonction analytique telle que, pour tout z € D, f(z) soit un opérateur
compact. Alors il ne se produit qu’un et un seul des cas suivants :

1. (I — f(z))~! n'existe pour aucunz € D;

2. (I — f(z))~! existe pour tout z € D\ S oit S est un sous-ensemble discret de D. Dans ce cas,
(I — f(z))~! est méromorphe sur D, analytique dans D \ S et les résidus aux poles sont des
opérateurs de rang fini. Enfin, si z € S, alors I'équation f(z)u = u posseéde une solution non
triviale dans H.

Démonstration : Tout d’abord, comme D est connexe et, par prolongement analytique, il suffit
de démontrer le théoreme au voisinage de tout point de D. Soit zg € D. Par continuité de
fenzg, il existe r > 0 tel que, pour z € D tel que [z —zo| < 7, onait || f(z) — f(z0) |l z(r) <
%. Puisque l'opérateur f(zp) est compact, il existe P un opérateur de rang fini tel que
1 (z0) = Pll z(y < 3- Alors, pour z € D(z,7), || f(z) — Pl ¢y < 1. On peut donc utiliser
le lemme de la série de Neumann pour démontrer l'existence de (I — f(z) + P)~! € L(H)
et le fait que z — (I — f(z) + P)~! est analytique sur D(z, ).

Comme P est de rang fini, il existe une famille libre (u1,...,uy) de N vecteurs et des
vecteurs vy, ...,vN tels que, pour tout u € H, Pu = Zfil(um)ui. Pour z € D(zp,r), on
pose v;(z) = ((I — f(z) + P)~!)*v; et on définit I'opérateur ¢(z) par

N
Vw € H, g(z)w = P(I — f(z) + P) lw = ;(w\vi(z))ui.

On remarque que, pour tout z € D(zo,7), (I — g(z))(I — f(z) + P) = I — f(z). Donc,
pour z € D(zg,r), I — f(z) est inversible dans L(H) si et seulement si [ — g(z) 1’est. De
méme, I'équation f(z)u = u admet une solution non identiquement nulle si et seulement
si ¢(z)w = w en admet une.

Supposons qu’il existe w € H tel que g(z)w = w. On peut décomposer w en w =
YN | &nity, et les coefficients a,, vérifient, par liberté de la famille (uy, ..., uy),

Vne{l,...,N}, ay, = i (Um|vn(2))am. (4.1)

m=1

Inversement, si pour z fixé le systtme (4.1) admet une solution (a,...,ay), alors le
vecteur w = Z,Ile ayiy est une solution de g(z)w = w. Ainsi, nous nous sommes ra-
menés a 1’étude d’un systéme linéaire en dimension finie et I’équation g(z)w = w admet
une solution non identiquement nulle si et seulement si le déterminant d(z) = det(I —
[(thy |00 (2))]mn) = 0. Comme (1|0, (z)) est analytique sur D(zo,r), d(z) 1’est aussi, donc
I'ensemble S, = {z € D(zo,7) | d(z) = 0} des zéros de d(z) est soit discret dans D(zo, r)
soit égal & D(zg, ). Dans le second cas, (I — f(z))~! n’existe pour aucun z € D(z,7) et
nous sommes dans le cas 1 de l’alternative de Fredholm.
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Supposons maintenant que S, # D(zo, ), cas qui correspond au cas 2 de l'alternative de
Fredholm. Si z € §,, I’équation f(z)u = u posséde une solution non triviale dans H, ce
qui prouve la derniére assertion du théoréme.

Supposons enfin que z ¢ S,. Alors d(z) # 0. En se donnant u € H, on peut résoudre
I'équation (I — g(z))w = uen posantw = u+ YN | B,u, si et seulement si les B, vérifient
le systeme

N

Vne{1,...,N}, Bn = (u|vu(z Z Um|vn (2 ) 4.2)

Or, comme on a supposé que d(z) # 0, le systeme (4.2) admet une unique solution. Donc,
(I — g(z)) ! existe dans £(H). De plus, on peut résoudre explicitement le systeme linéaire
(4.2) a 'aide des formules de Cramer, ce qui permet d’exprimer (I — g(z))~!, donc (I —
f(z))~!, comme une fonction méromorphe dont les résidus aux pdles sont des polynomes
en P, donc des opérateurs de rang fini. Le cas 2 de 'alternative de Fredholm est donc

rouvé.
p Od

Corollaire 4.2.2 (Alternative de Fredholm). Soient H un espace de Hilbert et T un opérateur compact
sur H. Alors soit (I — T)~! existe et est borné, soit Tu = u possede une solution non identiquement
nulle.

Démonstration : On applique le théoreme 4.2.1 a la fonction analytique f(z) = zT au point
z = 1. On sait que pour z = 0, I — f(z) = I est inversible donc on est forcément dans
le cas 2 de l'alternative de Fredholm analytique. Puis, si I — T n’est pas inversible alors
z =1 ¢ Sdonc f(1)u = u possede une unique solution non identiquement nulle. D’oit

le résultat. 5

4.3 Probleme de Dirichlet dans R3

Nous terminons ce chapitre en donnant un exemple d’équation linéaire que I'on peut traiter a
l'aide de l'alternative de Fredholm. Nous traitons du probléme de Dirichlet dans IR>.

Soit D un ouvert connexe borné de R® dont la frontiere 0D est une surface C* de R®. Le
probleme de Dirichlet pour 1'équation de Laplace est le suivant : étant donné une fonction
continue f sur D, trouver une fonction u de classe C> dans D et continue sur D qui vérifie

Vx € D, Au(x) =0etVx € 9D, u(x) = f(x).

Pour résoudre ce probleme, on introduit le noyau K(x,y) = (x — y|ny)/|x — y[*> défini sur
D x 0D, ot n,, est la normale extérieure a 0D au point y € dD. La fonction x — K(x,y) est
harmonique, AK(x,y) = 0 pour tout x € D et pour tout y € dD. Cela nous conduit & chercher
une solution u sous la forme d"une superposition,

u(x) = [ K(xy)e)dsy),
ol ¢ est une fonction continue sur 9D et dS est la mesure surfacique sur dD. En effet, pour

x € D, l'intégrale est bien définie et Au(x) = 0. Voyons maintenant comment étendre u a oD.
Soit e > 0. Si xg € 9D et que x — xo, x € D, alors, on peut démontrer que

u(x) > —g(x0) + | K(xo,y)p(y)dS(y). *3)
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. . -~ . ,
Puis, si x — xp, x € D", on peut aussi démontrer que

u(x) = g(x0) + [ K(x01)e(y)ds(y). (@4

Donc [, K(xo0,y)9(y)dS(y) existe et est une fonction continue de xq sur dD. En effet, comme

0D est une surface C®, pour tous x,y € dD, (x — y|n,) = c|x —y[* + o(|x — y|?) lorsque x — v.

On veut vérifier la condition au bord u(x) = f(x) pour tout x € dD. On doit donc démontrer
I'existence d"une fonction ¢ continue sur 9D telle que Vx € aD, f(x) = —¢(x) + [;, K(x, y)¢(y)dS(y).
Pour cela, on introduit l'opérateur T : C(dD) — C(9D) défini par

Vo € C(oD), Vx € dD, Ty = /8D K(x,y)e(y)dS(y).

Alors T est un opérateur compact. En effet, soit pour 6 > 0, Ks(x,y) = (x —y|n,)/(|]x —y[> +6).
Alors, K est continu et, d’apres 1'exemple 4.1.3, 'opérateur Tj associé est compact. De plus,
nous avons l’estimation

|(Tou) (%) = (Tu) (x)] < | /aD [Ks(x,y) = K(x,y)[dS(y)- (4.5)
Or, si on fixe € > 0, on peut séparer l'intégrale en deux membres,

Jyp IKale) = Kz )lasty) = |

x—y|>e

[Ks(x,y) = K(x,y)[dS(y) + /‘x_y‘q [Ks(x,y) = K(x,y)[dS(y)-

Dans la premiére intégrale, K;(x,y) converge uniformément en x vers K(x,y) lorsque ¢ tend
vers (. L'intégrabilité de K permet de rendre arbitrairement petite la seconde intégrale, uni-
formément en x, en choisissant ¢ assez petit. Donc, on vient de démontrer que Tsu tend uni-
formément en x vers Tu lorsque ¢ tend vers 0. Puis de par (4.5), on obtient que || Ts — T'| z(c(apy) —
0 lorsque ¢ tend vers 0. L'opérateur T est donc compact comme limite d’opérateurs compacts.

Comme T est compact, on peut lui appliquer 1’alternative de Fredholm. Soit il existe ¢ € C(dD)
non identiquement nulle telle que Ty = 1, soit, pour tout f € C(dD),l"équation —f = (I —T)¢
admet une unique solution. Supposons que nous soyons dans le cas de la premiere alternative.
Posons, pour tout x € DUID, u(x) = [,, K(x,y)¢(y)dS(y). Alors, pour tout x € oD, u(x) =
Ty(x) = p(x). Ainsi, pour tout x € DUID, u(x) = [,, K(x,y)u(y)dS(y). Mais alors, u = 0
dans D par le principe du maximum (rappelons que u est harmonique dans D). De plus, g—x
est continue sur dD et est donc égale a 0 sur dD. Par intégration par parties, cela implique
que u est aussi identiquement nulle sur dD. Par (4.3) et (4.4), il vient que 2¢(x) = 0 pour tout
x € 9D et ¢ est identiquement nulle. Donc la premiére alternative n’a pas lieu, donc, pour
tout f € C(dD), I'équation —f = (I — T)¢ admet une unique solution, d’oit la résolution du
probleme d’existence et d"unicité pour le probleme de Dirichlet de 1'équation de Laplace dans
R3.
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Chapitre 5

Spectre des opérateurs compacts

Les opérateurs compacts posseédent des propriétés analogues aux opérateurs en dimension fi-
nie. C’était le cas pour la résolution de systémes linéaires en étudiant Ialternative de Fredholm.
Nous allons maintenant explorer les propriétés spectrales des opérateurs compacts. En parti-
culier, nous allons voir que tant le spectre des opérateurs compacts que les propriétés de diago-
nalisation des opérateurs compacts auto-adjoints sont des <« passages a la limite > des résultats
correspondant en dimension finie. Nous obtenons aussi une classification des opérateurs com-
pacts auto-adjoints a équivalence unitaire pres.

5.1 Spectre des opérateurs compacts

Nous allons commencer en donnant un résultat général de structure du spectre des opérateurs
compacts.

Théoréme 5.1.1 (Riesz-Schauder). Soient H un espace de Hilbert et T € B (H). Alors, o(T) \ {0}
est un ensemble discret de C formé de valeurs propres de T de multiplicités finies. De plus, si H est de
dimension infinie, 0 € o(T).

Remarquons que, lorsque 0 € ¢(T), 0 peut ne pas étre une valeur propre de T. Par ailleurs, 0
peut étre un point d’accumulation de ¢(T), comme nous allons le voir par la suite.

Démonstration : Posons, pour tout z € C, f(z) = zT. Alors f est une application holomorphe
sur C a valeurs dans B (H). Soit S = {z # 0| zTu = u admet une solution u # 0}.
Alors,siz € S, % est valeur propre de T. Puis, comme z = 0 ¢ S, par le théoreme 4.2.1, S
est un ensemble discret. Si % ¢ S, alors

(T2t =1 <1T—IdE> B

Z \Z

existe, toujours par le théoréeme 4.2.1. Donc, o(T) \ {0} = {1 |z € S} eto(T) \ {0} estun
ensemble discret formé de valeurs propres de T par définition de S .
SiA € 0y(T), A # 0, posons F = Ker (T — A). Alors, si Br désigne la boule unité de F et

By cellede H, on a
1 1 1
Br = —ABr = —T(B —T(By).
F=1ABr=1T(Br) C 5 T(Bn)
Or, comme T est compact, T(Bpy) est relativement compacte et Br 1'est aussi. Donc, par
un théoreme de Riesz, F est de dimension finie. Donc chaque valeur propre non nulle de

T est de multiplicité finie.
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Supposons que H est de dimension infinie. Si 0 ¢ ¢(T), alors T est bijective et T~! est
continue. Donc By = T~(T(By)) est relativement compacte car T(By) 1’est par compa-
cité de T. Dong, la encore, par le méme théoreme de Riesz, H est de dimension finie. Cela
contredit notre premiére hypothese, donc 0 € o(T). 0

La démonstration du théoréme de Riesz-Schauder repose sur l’alternative de Fredholm analy-
tique. Nous nous sommes restreints au cas des espaces de Hilbert car nous n’avons pas prouvé
l’alternative de Fredholm analytique (voir théoréme 4.2.1) en toute généralité, mais seulement
pour les espaces de Hilbert. Pourtant, le théoreme de Riesz-Schauder est encore valable pour
des opérateurs compacts sur un espace de Banach quelconque. L'alternative de Fredholm ana-
lytique est encore vraie dans le cadre des espaces de Banach, mais sa démonstration est alors
plus difficile.

5.2 Diagonalisation des opérateurs compacts auto-adjoints

Dans cette section, nous présentons la généralisation aux opérateurs compacts auto-adjoints du
résultat qui affirme que toute matrice réelle symétrique est diagonalisable en base orthonormée.
Dans toute la suite, H sera un espace de Hilbert complexe.

Lemme 5.2.1. Soit T € L(H). Si T est compact et auto-adjoint, alors ||T|| ou —||T|| est une valeur
propre de T.

Démonstration : Si T = 0, 0 est valeur propre de T et ||T|| = 0. Supposons T # 0. Alors, par la
proposition 2.2.10, il existe une suite (1, ), de vecteurs unitaires telle que |(Tu,|u,)| —
|IT|| lorsque n tend vers l'infini. Quitte & en extraire une sous-suite (par compacité de
I’ensemble D(0, || T||), puisque |(Tu,|u,)| < ||T]), on peut supposer que (Tu,|u,) — A
lorsque n tend vers l'infini, ou |A| = ||T||. Alors,

0 < (T = Nunl|fy = || Tun )3 — 22Tt |utn) + A2 < 2A% — 2A(Tut|11) — 0O

lorsque n tend vers l'infini. Dong, ||(T — A)uy,||g — 0 lorsque n tend vers l'infini. Alors,
par compacité de T, il existe u € H et une sous-suite (U, )ren telle que ||Tu,, — u||g — 0
lorsque k tend vers l'infini. Or, u,, = %()\ — T)uy, + %Tunk converge alors vers %u. Donc
1= |]A" ||y = |A|"Y|lul|n et u # 0. On a aussi Tu,, — 1 Tu par continuité de T. Donc,
par unicité de la limite, u = A1 Tu et Tu = Au, u # 0. Donc A € op(T). O

Proposition 5.2.2. Soit T € L(H) un opérateur compact auto-adjoint. Alors,
H=KerT® @AEU(T)\{O}Ker (T—A).

Démonstration : Rappelons que, pour A # y dans ¢, (T), Ker (T — A) LKer (T — p). Posons F =

@AEU(T)\{O}Ker (T — A). Alors F est fermé et stable par T. En effet, si u = Y e, 1)\ {0} #a
avec Y ||lux||3; convergente, on a Tu = Yaeo(T)\ {0y Mir € F. De plus, comme T est auto-
adjoint, F est aussi stable par T (voir proposition 2.2.6).
Soit Ty : F- — F* la restriction de T a F+. Alors Ty est auto-adjoint et compact. On
a alors 7(Tp) = ||To||- De plus, si ¥(Tp) > 0, Tp admet une valeur propre non nulle A
car, par le théoreme de Riesz-Schauder, tout élément non nul de ¢(Tp) est une valeur
propre puisque Ty est compact. Mais alors, comme Ker (Tp — Ag) C Ker (T — Ap), on
aurait Ker (T — Ag) N F+ # {0}, ce qui est absurde car, pour tout A # 0, F- LKer (T — A).
Donc r(Tp) = 0 et || Ty|| = 0 et Ty est I'opérateur nul.
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Donc F+ C Ker T. D’autre part, Ker T C (Ker (T — A))* pour tout A # 0 et Ker T C F*.
Donc Ker T = F*.

Or F est fermé, donc H = F @ F+ et on a bien

H=KerT® éAGU(T)\{O}Ker (T — /\)
O

Nous allons maintenant pouvoir démontrer le théoréme de diagonalisation des opérateurs
compacts auto-adjoints, que 'on nomme aussi « théoreme spectral des opérateurs compacts >.

Théoréme 5.2.3 (Théoreme spectral des opérateurs compacts auto-adjoints). Soit T € L(H)
un opérateur compact auto-adjoint. Notons {A1, Ay, ...} les valeurs propres de T non nulles et P, la
projection de H sur Ker (T — A,). Alors, pour n # m, P,P,, = P, P, = 0 et P, est de rang fini. De
plus, si T est de rang fini, I'ensemble des valeurs propres de T est fini et si T n’est pas de rang fini,
An — 0 lorsque n tend vers l'infini. Enfin,

(]
T=1Y APy
n=1

ot la série converge au sens de la norme d’opérateur (ou est, si T est de rang fini, une somme finie).

Démonstration : D’apres le lemme 5.2.1, il existe un nombre réel A € 0;,(T) tel que [A1| = || T]|.
Soient F; = Ker (T — A1) et P, la projection de H sur F;. On pose H, = F;-. Comme T laisse
stable F; et est auto-adjoint, il laisse aussi stable Hy. Soit T, = T |p, la restriction de T a H.
Alors T, est un opérateur compact auto-adjoint. Soit donc, par le lemme 5.2.1, un nombre
réel A, € 0,(T2) tel que |Az| = ||T2||. Soit F, = Ker (T — A3). Alors F, = Ker (T — A) (si
u € Ker (T — A;), decomposer u en ur, + up,, appliquer T et utiliser le fait que F» = Fj-
pour obtenir que ur, = 0) et, comme F, C Fli, A1 # Aj. Soit alors P la projection de H
sur F,; posons Hz = (F; @ F,)*. Alors, comme || Tz|| < ||T]|, ona |A2] < |Aq].

Par récurrence, on construit une suite de valeurs propres de T telles que [A1] > Az > .. ..
Si T est de rang fini, cette construction s’arréte au bout d’un nombre fini d’étapes. Si T
n’est pas de rang fini, on construit une suite infinie. De plus, si, pour tout n > 1, on pose
F, = Ker (T — Ay), alors |A, 41| = HT|(F1®.“®FW)L ||. On note aussi, pour toutn > 1, P, la
projection de H sur F,. La relation P,P,, = PP, = 0 pour n # m vient du fait que les
F, sont deux a deux orthogonaux. Enfin, par le théoreme 5.1.1, le spectre de T est au plus
dénombrable, et la construction faite ici nous montre que {A4,...} = o(T) \ {0}.

On suppose dans la suite de la démonstration que T n’est pas de rang fini. Prouvons que
(An)n>1 ainsi définie converge vers 0. Tout d’abord, comme |A1| > |A;] > ..., la suite
(|An])u>1 est convergente, mettons vers a. Puis, pour tout n > 1, on choisit u, € F,,
|lun||g = 1. Comme T est compact, il existe # € H et une sous-suite (u,, )x>1 telle que
|| Tun, — u||g — 0 lorsque k tend vers l'infini. Or, pour n # m, u, Lu,, et, pour tout k > 1,
Tuty, = Anglin,- Done, pour k,I > 1, on a || Tu,, — Tuy, |3 = A%, + A7, > 2a. Mais, comme
(Tup, )k>1 est une suite de Cauchy, on doit avoir & = 0.

Soientk € {1,...,n} etu € F. Alors (T — }.iq AjPj)u = Tu — Ayu = 0. Donc, F @ - - - @
F, C Ker (T — ¥i_1 A;P;). Si maintenant u € (& -+ & Fy)*, alors Pju = 0 pour tout
j€{1,...,n}et(T—Yi4A;P)u = Tu. Comme de plus T laisse stable (F; & --- & E))*,
on obtient

n
HT_ ZAJ'PJ'H = HT|(F1@---@P,,)i = [Aps1| =0
=1

Opérateurs bornés et compacts. Théoréme spectral. page 37



Chapitre 5. Spectre des opérateurs compacts

g

De ce théoréme, on peut déduire le corollaire suivant qui donne l'existence d’une base hilber-
tienne de diagonalisation pour T compact auto-adjoint.

Corollaire 5.2.4. Soit T € L(H) un opérateur compact et auto-adjoint. Il existe une base hilbertienne
(¢n)nen de H telle que, pour tout n € IN, il existe un réel A, tel que T, = Ay et A,y — 0 lorsque n
tend vers l'infini.

Démonstration : Par la proposition 5.2.2, on peut construire une base hilbertienne (¢, ),en de
H en recollant les bases des Ker (T — A) pour A € ¢(T). Alors, quitte a renuméroter les
valeurs propres de T, pour toutn € IN, T¢, = A,,¢p, ot les A, sont donnés par le théoréme
5.2.3. Alors, toujours par le théoreme 5.2.3, A, — 0 lorsque n tend vers I'infini. O

5.3 Réduction des opérateurs compacts auto-adjoints

Le théoreme spectral des opérateurs compacts auto-adjoints affirme que tout opérateur com-
pact auto-adjoint est diagonalisable en base hilbertienne. Ainsi, en un sens que 1'on va main-
tenant définir, tout opérateur compact auto-adjoint est unitairement équivalent a une matrice
diagonale infinie. En dimension finie, deux matrices diagonalisables sont équivalentes si et
seulement si elles ont les mémes valeurs propres avec les mémes multiplicités. Ce résultat va
se généraliser pour les opérateurs compacts auto-adjoints.

Définition 5.3.1. Soient H et K deux espaces de Hilbert. Soient S € L(H) et T € L(K). Set T
sont dits unitairement équivalents s’il existe un isomorphisme d’espace de Hilbert U : H — K tel que
usu'=r.

Définition 5.3.2. Soit T € Beo(H). La fonction multiplicité de T est la fonction my : C — IN U {+oco}
définie par m(A) = dim Ker (T — A).

Alors, mp(A) > 0 si et seulement si A est une valeur propre de T. De plus, si A # 0, par le
théoréme de Riesz-Schauder, m7(A) < +o0.

Proposition 5.3.3. Si T et S sont deux opérateurs compacts unitairement équivalents, soit U : H — K
un isomorphisme tel que USU~ = T. Alors, Ker (T — A) = UKer (S — A) pour tout A € C. En
particulier mp = msg.

Démonstration : En effet, si v # 0 est tel que Sv = Av, alors TUv = USv = AlUv, donc Uv €
Ker (T — A). Donc UKer (S — A) C Ker (T — A). Réciproquement, si w € Ker (T — A) et
siv = U 'w, alors Sv = SU 'w = U 'Tw = Av. Donc Ker (T — A) C UKer (S — A).
Comme U est en particulier un isomorphisme d’espaces vectoriels, on obtient mr = mgg

On déduit de cette proposition que 1'égalité des fonctions de multiplicité est une condition
nécessaire pour que deux opérateurs compacts soient unitairement équivalents. Nous allons
maintenant démontrer que, pour les opérateurs compacts auto-adjoints, elle est suffisante.

Théoreme 5.3.4. Deux opérateurs compacts auto-adjoints sont unitairement équivalents si et seule-
ment s’ils ont la méme fonction de multiplicité.

Démonstration : Soient S € L(H) et T € L(K) deux opérateurs compacts et auto-adjoints. Si
S et T sont unitairement équivalents, nous venons de démontrer a la proposition 5.3.3
que mr = mg. Supposons maintenant que mr = mg et construisons un isomorphisme
U:H— Ktelque UTU ! = S.
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Par le théoreme spectral pour les opérateurs compacts, on peut écrire T = Y > ; A, P, et
S = Y1 MnQn avec pour m # n, Ay # Ay et py # Um et les projecteurs P, et Q, sont
de rang fini. Soit Py le projecteur de H sur Ker T et soit Qo le projecteur de K sur Ker S.
Posons aussi Ag = po = 0. Comme mt = mg, pour tout n € N, mg(A,) = mr(A,) > 0.
Donc les A, sont aussi valeurs propres de S. Donc, pour tout n € IN, il existe un unique
uj tel que p; = Ay. On définit 77 : N — IN par i,y = Ay et on pose 71(0) = 0. Comme
de plus mr(pn) = mg(p,) > 0, tous les p,, sont aussi valeurs propres de T et, pour tout
n € N, il existe j € N, 71(j) = n. Ainsi, 7t est une bijection.

Pour tout n € N, dim Im P, = mr(Ay) = ms(pr(y)) = dim Im Q) (égalité de dimen-
sions hilbertiennes), il existe un isomorphisme d’espaces de Hilbert Uy, : P,H — QK.
On définit U : H — K en posant U = U, sur P,H et en prolongeant par linéarité.
Alors, U est bien un isomorphisme car BpenIm P, = H. De plus, si v € P,H, alors

UTv = AyUv = pp)Uv = SUv. Dong, on a bien Uru-'=s. 0

En général, la fonction de multiplicité ne suffit pas a caractériser ’équivalence unitaire de deux
opérateurs compacts quelconques. Par exemple, si V est I'opérateur de Volterra, my = 0 et
pourtant V et l'opérateur nul ne sont pas unitairement équivalents. Il n’y a pas de condi-
tions nécessaires et suffisantes connues pour que deux opérateurs compacts soient unitaire-
ment équivalents. En fait, méme en dimension finie, il n’existe pas de conditions nécessaires et
suffisantes connues pour que deux opérateurs quelconques soient unitairement équivalents.
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Chapitre 6

Théoréme spectral

Nous allons généraliser au cadre des opérateurs bornés sur un espace de Hilbert le résultat
classique qui affirme que toute matrice symétrique réelle se diagonalise en base orthonormée.
Une bonne fagon d’énoncer ce théoréme sur les matrices est d’écrire que pour toute matrice
symétrique réelle A € M,(R), il existe des réels Ay,..., A, et des projecteurs orthogonaux
Py, ..., Py, tels que:

A= Alpl + - '—I—/\npn.

C’est cette formulation que nous allons généraliser a la dimension infinie, en transformant la
somme en une intégrale contre des mesures a valeurs projecteurs.

6.1 Familles spectrales

Définition 6.1.1. Une famille spectrale (ou résolution de l'identité) sur H est une application E : R —
L(H) telle que :

1. Pour tout t € R, E(t) est une projection orthogonale, i.e. E(t)? = E(t) et E(t)* = E(t).

2. Monotonie : Vs < t, E(s) < E(t),i.e. Vu € H, (E(s)u|u) < (E(t)u|u).

3. Continuité forte a droite : Vu € H, E(t +€)u - E(t)u.

4. Normalisation a l'infini : Yu € H, E(t)u P Oet E(t)u T
——00 —+00

En particulier, les points 1 et 2 impliquent que E(¢)E(s) = E(s)E(t) pour tous s, t etsis < t,
E(s)E(t) = E(s).

On aaussi: Vu € H,Vt € R, (E(t)ulu) = ||E(t)u||> > 0 (ou avec 2 et en faisant tendre s
vers —oo a t fixé).

Remarque 6.1.2. La notion de famille spectrale est un analogue de la fonction de répartition d'une
variable aléatoire en probabilités.

Exemple 6.1.3. Soit M C IR? mesurable et soit ¢ : M — R mesurable. On pose M(t) = {x €
M | g(x) < t}. Alors M(t) croit vers M au sens de l'inclusion. On pose alors pour u € L2(M) et
t € R, E(t)u = xpu- Alors, E : t — E(t) est une famille spectrale.

Exemple 6.1.4. Si T est un opérateur auto-adjoint, de spectre discret et tel que pour tout u € H,
(Tulu) > C||u||?, alors il existe une suite A; de réels qui croit vers l'infini et une base hilbertienne
{u;}ien de H telles que

+o00
YueH, Tu= Z)w(u]ui)ui.
i=0
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Cela rappelle le théoreme spectral pour les opérateurs compacts auto-adjoints. On pose alors pour tout
t € R, E(t) le projecteur orthogonal sur Vect{uy,...uj|A; < t}. Alors t — E(t) est une famille
spectrale.

6.2 Théoréeme spectral

Soient u, v € H. Par I'identité de polarisation, la fonction F, ,(A) = (E(A)u|v) est alors une
combinaison linéaire complexe de quatre fonctions croissantes continues a droite en tout point :

Fus(®) = § (IEQ) e+ 0) 2 = [EQ) (e = )| +1 ) (e + i) ~ § | EQ) (u — i0) ),

et!’on note cette expression F, ,(A) = a1 F1(A) + - - - + a4 F4(A). D’apres la théorie de I'intégration
de Stieljes, il existe donc quatre mesures de Borel yy, . . ., ys correspondant aux F; telles que 'on
puisse définir, pour toute fonction ¢ dans £ (R, 1 + - - - + p4),

/]R $(V)dFuo(A) = a1 /IR S(A)dpr + - + o /IR $(A)djia.

Les mesures y; dépendent de u et v et, par la propriété de normalisation des familles spectrales,
chaque y; est une mesure finie. En effet, on a 11 (R) < |lu +9|?%,..., us(R) < |Ju —iv||%.

Exemple 6.2.1. On reprend le second exemple de la section précedente. Si u € H alors Fy,(A)

(E(A)ulu). Si u = uyg, alors pour A < Ag, Fupus(A) = 0 et pour A > Ag, Fyyuy(A) = ||uo]|? =

Donc dFyyu, = 6y, Si u = aug + buy, alors dF,,, = |a|*5x, + |b|?6),. Plus généralement, si u
15 aiu; avec Y |a;|* < 400, alors dF,,, = Y15 |ai|*6,,.

=

Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme spectral pour les opérateurs auto-adjoints.

Théoreme 6.2.2 (Théoreme spectral des opérateurs auto-adjoints.). Soit T un opérateur auto-
adjoint. Il existe une unique famille spectrale E : R — L(H) telle que

T:/]RA dE(A):/U(T)AdE(/\)

au sens ot pour tous u,v € H,
(Tulv) = A dF,»(A).
o(T)
Démonstration : Nous donnons juste les grandes étapes de la construction.
On commence par définir pour z € C,Imz # 0, et u € H, F(z) = (R;(T)u|u). Alors F
est holomorphe sur le demi-plan complexe supérieur et on vérifie que Im F(z) > 0. C’est
donc une fonction de Herglotz qui vérifie par ailleurs I'inégalité

C

F < —
’ (Z)‘ _ ’Imz‘

On peut donc lui associer une mesure de Borel positive de masse finie, de fonction de
répartition w, telle que

p(z):/+°° L dwa(n).

o0 Z— A
Par polarisation on obtient alors une mesure de Borel complexe dw, , qui représente de
méme (R;(T)u|v) pour tous u,v € H. De plus, par des résultats d’analyse harmonique,

A+0
Wy»(A) = limlim ((Rs—ie(T) — Ryyie)u, v)ds.

0—0e—0./) -0
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Or, (u,v) — wy»(A) est une forme sesquilinéaire continue donc, pour tout A € RR, il existe
un unique opérateur E(A) € L(H) tel que

wyo(A) = (E(A)u|v).

On montre alors que A — E(A) est une famille spectrale qui vérifie la formule voulue de
représentation pour T. 0

6.3 Calcul fonctionnel

Si¢ : R — C estune application borélienne localement bornée sur R et si T est un opérateur
auto-adjoint, on peut définir I'opérateur ¢(T) par :

Vi, 0 € H, (¢(T)ulv) = / $(A)dF,o(A),

o(T)

ou F,, provient de la famille spectrale associée a T par le théoreme spectral. Cela permet de
développer un calcul fonctionnel sur les opérateurs auto-adjoints.

Notons que si ¢ est a valeurs réelles, alors ¢(T) est aussi auto-adjoint. Nous avons alors la
propriété suivante.

Proposition 6.3.1. Soient f et g deux fonctions boréliennes bornées et T un opérateur auto-adjoint.
Alors pour tous u,v € H,

(F(T)ulg(T)o) = [ FA)AIAEL(),
ot F,»(A) = (E(A)u|v) avec E la famille spectrale associée a T.

Démonstration : Cela se démontre en prenant pour f et ¢ des fonctions indicatrices de boréliens,
puis des combinaisons linéaires de telles fonctions (fonctions étagées) puis par passage a
la limite. 0O

Une premiére application du calcul fonctionnel est la formule suivante pour la résolvante
d"un opérateur auto-adjoint.

Proposition 6.3.2. Soit T un opérateur auto-adjoint. Soit z € C, z ¢ o(T). Alors

1
R
R(T) = (z=T) ' = [ ——dE()
ot E est la famille spectrale associée a T. De plus,

1

1= < S em)

Démonstration : Le premier point est immédiat par définition du calcul fonctionnel. Puis, pour
ueH,
1=T) " ulP = (= T) "ul(z— T) ")

(z=A) "Mz = A)Td(E(M)ulu)

|(z = M) 72 d(E(A)ulu)

— A2 uju) = ! ul[?
= sup 12 LB = Gy
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g

Le théoreme spectral permet aussi de definir la notion de projecteur spectral sur un borélien
B de R via la formule :
Ep = 1p(T).

En particulier, si B est un intervalle et si E est la famille spectrale associée a T, notons
E(u,b) = E(b_) —E(ﬂ+) et E[a,b] = E(b+) —E(ﬂ_).
Proposition 6.3.3 (Formule de Stone.). Soit T un opérateur auto-adjoint. Pour tous a < b,

1

: b 1
s—lim o [ (Reie(T) = ReseT))ds = 5 (Ejopy + Equp)) -

Démonstration : Pour une démonstration complete et détaillée, voir [2], Théoréme 2.13, page

37. 0

A T'aide du théoreme spectral et du calcul fonctionnel qu’il induit, on peut définir pour
t € R et T un opérateur auto-adjoint, I’opérateur unitaire U(t) = e'!. Résumons les propriétés
de cet opérateur.

Proposition 6.3.4. 1. Pourtout t € R, U(t) est unitaireet sis,t € R, U(t+s) = U(+)U(s).
2. Siyp € Halors U(t)y P U(to)y.
—to
3. Siyp € H,alors w — iT.

t—0

Démonstration : Voir Theorem VIII.7 dans [6].

L'opérateur unitaire U(t) permet de résoudre I'équation de Schrédinger :

Plio = o

En effet on a alors pour tout t > 0, (¢) = U(t)o.

{ dp = iTy avec ¢p € D(T).
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