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Chapitre 1

Le modeéle d’Anderson

1.1 Le phénomeéne physique

Dans un cristal idéal, composé d’atomes rangés sur un réseau périodique, un électron peut
se déplacer sans rencontrer d’obstacle : si le cristal a une énergie qui prend certaines valeurs
au-dessus d’une énergie minimale, il se comporte alors comme un conducteur électrique. Ces
énergies correspondent a ce que I’'on appelle le spectre du cristal et prennent leurs valeurs dans
des intervalles donnés, un peu comme les raies du spectre de I’atome d’hydrogene, 1’épaisseur
en plus.

Toutefois, dans la nature, les cristaux idéaux n’existent pas, ils contiennent toujours des
défauts. Ces défauts ou impuretés, peuvent étre de différentes natures. Par exemple, on peut
observer la présence d’atomes ionisés dans le réseau constituant le cristal ou, dans le cas ou1 le
cristal n’est pas constitué d’atomes tous identiques mais est issu d'un alliage entre plusieurs
matériaux, il se peut que le réseau ne soit plus parfaitement périodique, mais qu’il y ait par-
ci par-la un atome qui ne se trouve pas a la bonne place. Enfin, certains atomes sont parfois
légerement déplacés par rapport a leur position idéale sur le réseau périodique. Dans tous ces
cas, les propriétés physiques du cristal sont modifiées.
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Comment peut-on alors modéliser ces impuretés dans un cristal et leur impact sur le trans-
port électronique ? Le premier a avoir proposé un modele expliquant les effets du désordre sur
le comportement quantique des électrons dans un cristal imparfait est le physicien américain
Philip Warren Anderson dans un article fondateur de 1958. En introduisant des termes aléatoires
dans I'équation de Schrodinger (équation qui régit le comportement quantique des électrons
dans le cristal), deux nouveaux phénomeénes furent mis en évidence : la localisation d’Ander-
son et la transition d’Anderson pour les cristaux tridimensionnels. Ces découvertes lui vau-
dront en 1977 le prix Nobel de physique, conjointement a Nevill Mott et John van Vleck.

Le phénomeéne de localisation d”Anderson peut s’énoncer ainsi : a une énergie du spectre
fixée, au-dela d’une certaine quantité de désordre dans le cristal, I'électron va cesser de s’y
déplacer librement et va rester confiné dans une région localisée. Le cristal cesse d’étre un
conducteur pour devenir un isolant. Pour expliquer ce phénomene, il faut se rappeler qu’en
mécanique quantique, un électron peut tout aussi bien étre vu comme une particule dotée
d’une masse que comme une onde : c’est la dualité onde-corpuscule découverte par Louis De
Broglie en 1924. Alors, a chaque collision de 1’électron avec une impureté du cristal, son onde
associée se disperse.
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On appelle “libre parcours moyen” la distance moyenne parcourue par I'électron entre
deux collisions. On pourrait s’attendre a ce que lorsque le désordre augmente, le libre parcours
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1.1 Le phénomene physique

moyen diminue continiment. Mais ce n’est pas qui se produit. Apres une certaine quantité cri-
tique d'impuretés, la diffusion de 1’électron s’arréte d'un coup. Ce brusque arrét a lieu lorsque
le libre parcours moyen devient plus court que la longueur d’onde de I’électron : si I'onde est
dispersée avant méme une premiere période, on ne peut plus vraiment la considérer comme
une onde...

LOVIqUEnr AV
J"’e‘f"'df ﬁ
L % a.x"l \ . - .-' ’fh.
Libre ™=
5 | 'j--. parcours
Moyen

Le phénomene de localisation dépasse le cadre de la mécanique quantique. On peut 1’ob-
server dans d’autres situations ot1 une onde se propage dans un milieu désordonné. Cela peut
étre le cas d’une onde lumineuse, de micro-ondes ou d’ondes acoustiques.

Du point de vu mathématique, la localisation d’Anderson est a présent un phénomene rela-
tivement bien compris. Les premieéres preuves mathématiquement rigoureuses remontent aux
années 70 avec les travaux de Goldsheid, Molchanov et Pastur, puis ceux de Kunz et Souillard.
Ces premiers résultats rigoureux portaient tous sur des modeles de cristaux unidimension-
nels. A partir de la, I'étude des opérateurs aléatoires est devenu un domaine de recherche
tres actif. Des 1983, Frohlich et Spencer, en introduisant 1’analyse multi-échelles, parvinrent
a obtenir une premiere preuve de la localisation d’Anderson pour des cristaux de dimension
arbitraire, lorsque ceux-ci ont une énergie proche de leur énergie minimale. Cette technique
mathématique sera ensuite tres utilisée pour obtenir différents résultats liés au modéle d”An-
derson et a d’autres modeles de la physique de la matiére condensée. En 2001, Damanik, Sims
et Stolz ont prouvé que la localisation d’Anderson avait lieu a toutes les énergies du spectre
pour un cristal unidimensionnel faiblement désordonné régit par le modele d’Anderson, ache-
vant ainsi I’étude en dimension 1 de ce modele. Il reste aujourd’hui a démontrer une conjecture
importante et tres difficile qui affirme que la localisation d’Anderson a aussi lieu a toutes les
énergies pour un cristal bidimensionnel désordonné. En dimension 2 et supérieure, nous sa-
vons uniquement que la localisation d’Anderson se manifeste pour les énergies proches de
’énergie minimale, nous ne savons rien pour les autres énergies.

Le deuxiéme phénoméne découvert apres l'introduction du modeéle d’Anderson est 1'exis-
tence d’une transition entre un état d’isolant et un état de conducteur pour un cristal tridi-
mensionnel a une certaine énergie critique, et ce quel que soit la quantité d’impuretés dans le
cristal. Pour les cristaux unidimensionnels et bidimensionnels, cette transition n’existe pas : a
toute énergie, le phénomene de localisation d”’Anderson apparait pour un désordre suffisant.
Précisons que cela est bien démontré en dimension 1 mais que cela reste une conjecture en
dimension 2. Les recherches mathématiques sur la preuve de cette transition d’Anderson sont
trés actives, mais n’ont a ce jour pas encore aboutit a des résultats rigoureux pour le modéle
d’Anderson. Des premiers résultats de Germinet, Klein et Schencker ou d”Aizenmann et War-
zel ont mis en évidence cette transition pour d’autres modeles aléatoires, mais les techniques
employées ne semblent pas encore suffisantes pour obtenir une preuve rigoureuse de l'exis-
tence de la transition d’Anderson en dimension supérieure a 3.

Il convient de préciser ici que le modele mathématique d’Anderson ne tient pas compte
des interactions entre les électrons qui se déplacent dans le cristal et ceux associés aux atomes
qui constituent le réseau. A priori, les électrons qui y circulent interagissent avec les électrons
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Chapitre 1. Le modele d’Anderson

du cristal et ces derniers sont eux-mémes modifiés par la présence des premiers. La prise en
compte de ces interactions pourrait conduire a des résultats tres différents de ceux cités plus
haut, comme par exemple 'apparition de la transition isolant-conducteur en dimension 1 et 2
et pas uniquement en dimension supérieure a 3.

1.2 Modélisation mathématique

1.2.1 Rappels de mécanique quantique

Rappelons tout d’abord qu’en mécanique quantique, I’état d’un systeme de N particules
est décrit par sa fonction d’onde

CRANXxR — C
L O N P

¥ € L2(R®N x R). La densité de présence du systéme a 'instant t est alors donnée par x —
| (x,t)|?, i.e., si A estunborélien de RV,

P((x1,...,xn) € A) = /A|¢(x1,...,xN,t)|2dx1.--de.

De plus,
Vte R, / [(x1,...,xn,t)[Pdxg - day = 1.
R3N

L’évolution du systeme est alors décrite a travers I’équation de Schrodinger comme nous
I'avons déja vu au chapitre précédent. Si I'énergie classique du systeme est donnée par 1'ha-
miltonien H(x1,...,xN, p1,--.,pN) on défini par quantification (de Weyl) 1'opérateur auto-
adjoint :

H=H(xy,...,xn,—ihdy,, ..., —ihdy,).
Par exemple, si H(x, p) = % +V(x1,...,xN) alors H = —%A + V. Le laplacien correspond
donc a I'énergie cinétique du systeme et 1’opérateur de multiplication par V a1’énergie poten-
tiel du systeme soit son interaction avec son milieu.
Par ailleurs, toute quantité associée au systeme qui peut étre mesurée est appelée une obser-
vable. Par exemple, I’énergie en est une, mais aussi la position x d’une particule , méme si on
préfere a cette derniere la probabilité d’étre dans un borélien A définie plus haut.

On peut résumer les postulats de la mécanique quantique de la fagon suivante :
1. L'espace des configurations d’un systéme quantique est un espace de Hilbert (7, (+|-)).
2. Les états possibles pour le systéeme sont les éléments de H de norme 1.

3. Une observable h d'un systeme quantique est représentée par un opérateur linéaire
auto-adjoint H sur H.

4. Sile systeme est dans 'état 1, la valeur de la mesure h a l'instant ¢ est le nombre réel :
Ey = (y[Hy).

5. Puisque cette espérance n’est pas toujours finie, en général H est seulement défini sur
un sous-espace dense D(H) de H.

page 4 Opérateurs aléatoires et modeles d’Anderson



1.2 Modélisation mathématique

1.2.2 Le modeéle d’Anderson

On souhaite étudier 1’évolution d"un électron dans un cristal. Si le cristal est parfait, les
atomes sont distribués sur un réseau périodique, par exemple Z?. Au point x € R?, I'électron
ressent un potentiel de la forme gf(x — i) d & un atome de charge g situé en i € Z%. Le
potentiel total ressenti par 1'électron dans le cristal est donc

V(x) = ¥ af(x—i).

icz?

Il'y a plusieurs fagons de modéliser le désordre dans un cristal. Nous commengons par présenter
I'idée d’Anderson. Pour modéliser les imperfections dans le cristal on peut considérer que la
charge des atomes du cristal est une variable aléatoire. Cela conduit a considérer un potentiel
ressenti au point au point x de la forme

Vo(x) = ) gi(w)f(x —i).
iezd

ot les g; sont des variables aléatoires i.i.d. sur une espace de probabilité ((), A, P). A priori les
gi ne prennent qu'un nombre fini de valeurs, mais on verra dans la suite que pour effectuer
I'étude mathématique de I'opérateur de Schrodinger associé a ce potentiel, il peut étre plus
simple de considérer le cas ot les g; ont une loi continue.

Cette idée conduit a introduire une famille aléatoire d’opérateurs de Schrodinger :
VweQ, HA = M+ Y gi(w)f(x — i),
iez?

agissant sur I'espace de Sobolev H?(IR?), ot1 f est une fonction a support dans le cube unité
[0, 1)4.

La famille d’opérateurs { HZ },cq est appelée le modele d’Anderson continu.

En particulier en dimension d = 1, pour tout w € Q, pour tout u € H*(IR) et pour tout x € R,

(HGu)(x) = —u"(x) + }_ qi(w)f (x — i)u(x).

icz
L’analogue discret de ce modele est donné par :
Vn e Z°, (hou)y, = — Z U + G (W) ity
|m—n|=1

agissant sur £%(Z%). En particulier pour d = 1, pour tout w € Q, pour tout u € (>(Z) et pour
toutn € Z,
<hwu)n = _(un—l + un—l—l) + qn (w>u”

Il y a d’autre fagcons de modéliser I'imperfection du cristal. Par exemple, on peut considérer le
modele de déplacement aléatoire :

VweQ, H) = —A+ Y flx—i—xi(w)),
iezd
ot les x;(w) €] — %, % [ sont des variables aléatoires i.i.d.. Pour ce type de modele on supposera
en général qu’elles suivent une loi de Poisson.
Une autre maniére de concevoir le désordre dans le cristal est de considérer les modéles quasi-

périodiques. Pour « € R\ Q, ¢ € Tet Q: T — R continue, on pose

Vx €R, gga(x) = Q(¢ + ax).

Opérateurs aléatoires et modeles d’Anderson page5



Chapitre 1. Le modele d’Anderson

Ce potentiel est appelé potentiel quasi-périodique de fréquence a et de phase ¢. On définit

alors
2

d
Va e R\Q, V¢ €T, Hyp = e + Gap (%),

agissant sur H2(IR). De méme dans le cas discret : Va € R\ Q, V¢ € T, Vu € (>(Z),Vn € Z,

(hw,qb“)n = —(tp—1+ tps1) + %xp(”)”n-
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Chapitre 2

Types spectraux et dynamique

2.1 Le théoreme spectral pour les opérateurs auto-adjoints

Nous allons généraliser au cadre des opérateurs non bornés sur un espace de Hilbert le
résultat classique qui affirme que toute matrice symétrique réelle se diagonalise en base ortho-
normeée.

Une bonne fagon d’énoncer ce théoréme sur les matrices est d’écrire que pour toute matrice
symétrique réelle A € M,(R), il existe des réels Ay,..., A, et des projecteurs orthogonaux
Py, ..., P, tels que:

A=MP+ -+ AP,

C’est cette formulation que nous allons généraliser a la dimension infinie, en transformant la
somme en une intégrale contre des mesures a valeurs projecteurs.

Définition 2.1.1. Une famille spectrale (ou résolution de l'identité) sur H est une application E : R —
L(H) telle que :

1. Pour tout t € R, E(t) est une projection orthogonale, i.e. E(t)> = E(t) et E(t)* = E(t).
2. Vs <t E(s) <E(t),ie Yu e H, (E(s)uju) < (E(t)ulu).
3. Continuité forte a droite : Yu € ‘H, E(t +¢)u — E(t)u.

e—

4. Yu e H, E(t)u —— Oet E()u —— u.
t——o0 t—-+co

Soient u,v € H. On considere la fonction F, ,(A) = (E(A)u|v). C’est alors une combinaison
linéaire complexe de quatre fonctions croissantes continues a droite en tout point :

1 . . . .
Fuo(d) = 4 (HE(/\)(M +0)* = [EQ) (= o) + 1| E(A) (u + i) ||* — 1| E(A) (u — IU)H2> ,
et]’on note cette expression F, ,(A) = a1 F1(A) + - - - + a4 F4(A). D’apres la théorie de I'intégration

de Stieljes, il existe donc quatre mesures de Borel 4, . . ., j14 correspondant aux F; telles que 'on
puisse définir, pour toute fonction ¢ dans £!(R, 1 + - - - + pa),

[ #MAEL () = a1 [ 9N+ + s [ PNl

Les mesures y; dépendent de u et v et, par la propriété de normalisation des familles spectrales,
chaque y; est une mesure finie. En effet, on a 1 (R) < |lu +9|?,..., us(R) < |Ju —iv||%.

Nous pouvons donc maintenant énoncer le théoreme spectral pour les opérateurs auto-adjoints.

7



Chapitre 2. Types spectraux et dynamique

Théoréme 2.1.2 (Théoréme spectral des opérateurs auto-adjoints.). Soit T un opérateur auto-
adjoint. Il existe une unique famille spectrale E : R — L(H) telle que

T — /]RA dE()) = /U(T) A dE(A)

au sens o, pour tous u,v € H,
(Tulv) = / AdF, (M)
o(T)

Si¢ : R — C est une application borélienne localement bornée sur R et si T est un
opérateur auto-adjoint, on peut définir 1’'opérateur ¢(T) par :

D(¢(T)) = {ucH] /]R [p(A)[PdFyu(A) < +oo}

et

Y0 € 1, (9(TDulo) = | o PV Fia(0),
ou F,, provient de la famille spectrale associée a T par le théoréeme spectral. Cela permet de
développer un calcul fonctionnel sur les opérateurs auto-adjoints.
Notons que si ¢ est a valeurs réelles, alors ¢(T) est aussi auto-adjoint.
Une premiere application du calcul fonctionnel est la formule suivant pour la résolvante
d’un opérateur auto-adjoint.

Proposition 2.1.3. Soit T un opérateur auto-adjoint. Soit z € C, z ¢ o(T). Alors

1
R(T) = (z=T)"' = [ ——dE(A
(D) = -1 = [ —dEW)
oui E est la famille spectrale associée a T. De plus,

1

=D < feiem)

Démonstration : Le premier point est immédiat par définition du calcul fonctionnel. Puis si
ueH,
1z =) "l = (z-T) "ul(z—=T)""u)
- / (2= A) "z = V) Td(E(N)ulu)
o(T)

= [ 1= dEWulw)
o(T)

_ 1
< 2up I [ A = G gl

O

Le théoreme spectral permet aussi de definir la notion de projecteur spectral sur un borélien
B de R via la formule :
Ep = 1p(T).

En particulier, si B est un intervalle et si E est la famille spectrale associée a T, notons

Ep = E(b7) —E(a®) et Epu=E®")—E(a).

page 8 Opérateurs aléatoires et modeles d’Anderson



2.2 Types spectraux

2.2 Types spectraux

Soit T un opérateur auto-adjoint sur un espace de Hilbert H. Soit E : R — L(#) la famille
spectrale associée a T. Pour u € H, on notera dans toute la suite la mesure spectrale y, associée
a T et u définie par :

Vit € R, puy((—o0,t)) = (E(t)u|u).

C’est la mesure associée a la fonction F, ,, définie précédemment.

2.2.1 Spectre, spectre ponctuel et mesures spectrales

On commence par donner une caractérisation du spectre en fonction des mesures spec-
trales.

Proposition 2.2.1. On a équivalence entre :
1. Aeo(T).
2. Pourtoute >0, E(A+¢e) —E(A —¢) = Ep_gaiq # 0.
3. Pour tout ¢ > 0, il existe u = u, € D(T), uy((A — ¢, A +¢]) > 0.

Démonstration : Supposons 1 et montrons 2. Soit A € ¢(T). Supposons par "absurde qu’il existe
e >0, E(A+¢) — E(A—¢) = 0. Par le critere de Weyl, il existe une suite (1, ),en dans
D(T) telle que ||uy|| = 1 pour tout n et (T — A)u, — 0. Alors,

+o0
1T = Al = [ 12— Py, (1)

Or, E est constante sur (A — ¢, A + €] donc pour tout u € H, t — py, ((—oo, t]) est nulle
sur cet intervalle. Alors,

—+o0
A= tPdu, (1) = [ A= tPdu, (1) > & | i, (£) = &) -
[t = [ 0= [ () =
Dot ||(T — A)uy||? > €?||un||> = €2. Cela contredit (T — A)u, — 0. Dot 2.

Supposons 2 et montrons 1. Soit A € R tel que pour toute > 0, E(A +¢) —E(A —¢) # 0.
Alors, pour toutn > 1, E(A+ 1) —E(A— 1) 5 0.Soitalors u, € Im (E(A+ 1) —E(A— 1))
avec ||u,|| = 1. Alors, E(A_l,Hl)]un = u, pour tout n > 1 et comme p,,, (R \ (A — %,/\ +

) =0,0na

1
ﬁ.

T = NP = [

A — tPdpy, (1) <
Gtarl) A =t dp, (1) <
Par le critere de Weyl, A € o(T).

Supposons 2.Soitu € InE(A+¢) —E(A —¢) avec ||u|| = 1. Alors i, (R\ (A —¢g, A +¢]) =
0 donc py, ((A —¢,A+¢]) > 0,dou 3.
S'il existee > O telque E(A +¢) — E(A —¢) = Oalors pour toutu € H, py, (A —¢, A +¢]) =

0. Donc 3 implique 2 par contraposée.
O

Corollaire 2.2.2. Ona:

o(T) = | supp pu # @.
ueH

Rappelons que le spectre ponctuel de T est ’ensemble de ses valeurs propres :

0p(T) = {A € C| T — A est non injectif }.
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Chapitre 2. Types spectraux et dynamique

Proposition 2.2.3. On a équivalence entre :
1. A€ op(T).
2. Eqpy = E(A) — E(A7) # 0 (discontinuité).
3. llexisteu € D(T), uy,({A}) > 0.

Démonstration : 2 et 3 sont équivalents car yi, ({A}) = (Egyyulu) = ||Egyul*.
Supposons 2 et soit u € Im Ey,y, u # 0. Alors

(T = AJul P = [ |3 = tPdpa(t) = 0

car supp py = {A}. Donc Tu = Au et u # 0, donc A € 0,,(T).
La réciproque provient du méme calcul en partant cette fois de 0 = ||(T — A)u]|?.

Remarque 2.2.4. Cela conduit a définir la multiplicité d’une valeur propre A € 0,(T) comme étant la
dimension de Im Ey . Cette multiplicité peut étre infinie.

Corollaire 2.2.5. Si A est un point isolé de o(T) alors A € 0,(T).

Démonstration : Par définition, il existe ¢ > 0, (A —¢g, A +¢) No(T) = {A}. D'ou Ey, # 0.
En effet, E(\_ ) = 0 car (A —¢,A) No(T) = @. De méme, E(A +¢) — E(A) = 0. Donc

E(A) —E(A~) £ 0et A € 0,(T).
Od

Plus précisément, si A est un point isolé de o(T), soit € > 0 tel que
(JA =26, A[UIAL A +2e[) No(T) = @.
On peut alors définir le projecteur de Riesz

1 -1
PA_M/CS(Z_T) dz

ot C; est le cercle {z € C; |z — A| = ¢} orienté dans le sens direct. L'intégrale est bien définie
puisque z — (z — T) ! est analytique dans la couronne {z € C; 0 < |z — A| < 2¢}.

Proposition 2.2.6. P, est le projecteur spectral sur I’espace propre associé a la valeur propre A.

Démonstration : Voir [16], Proposition 3.2, page 42.

2.2.2 Spectre essentiel et spectre discret
Le dernier corollaire de la partie précédente nous conduit a la distinction suivante.

Définition 2.2.7. Le spectre essentiel de T est I’ensemble
Oess(T) = {A € o(T) | A n'est pas isolé ou est une valeur propre de multiplicité infinie}.
Le spectre discret de T est I'ensemble
04(T) = {A € o(T) | A est isolé et de multiplicité finie}.

Remarque 2.2.8. Un réel A est dans le spectre essentiel de T si et seulement si pour tout € > 0, le rang
de la projection spectrale sur 'intervalle (A — ¢, A + €) est infini.
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Le spectre de T est la réunion disjointe de son spectre essentiel et de son spectre discret. De
plus, 04(T) C o,(T).

Exemple 2.2.9. 1. Si T =1dy, alors 0(T) = {1} et 0(T) = Oess(T) sidimH = oo et 0(T) =
04(T) si dim H < oo.

2. SidimH < oo alors ess(T) = @.
3. ?6{ est compact, o(T) N (R\ {0}) = 0,(T) N (R\ {0}) = 04(T) N (R\ {0}) et 0ess(T) =

Théoréme 2.2.10 (Critere de Weyl pour le spectre essentiel.). Soit T un opérateur auto-adjoint.
Alors, A € 0ess(T) si et seulement si il existe une famille orthonormée {uy, }neN d’élements de D(T)
telle que || (T — A)uy|| — 0.

n——+00

Démonstration : On démontre le sens direct.

Cas 1 :si A est une valeur propre de multiplicité infinie, on prend pour {u,} une suite
orthonormée de vecteur propres.

Cas 2 : si A n’est pas isolé dans ¢(T), il existe une suite (A,) d’éléments de o(T) deux
a deux distincts qui converge vers A. De plus, pour tout 1, il existe ¢, > 0 tel que les
intervalles |A, — €,, Ay + €,[ soient deux a deux disjoints. Comme de plus A, € o(T),
E(Ay +€n) — E(Ay — €4) # 0. On peut donc prendre u, € Im (E(A, +¢€,) — E(Ay —€n))
tel que ||u,|| = 1. De plus,

(tn|tim) = (E]An—en,AnJrs,,[”n‘E]A,,,—em,A,ﬁsm[”m) = (un|E]/\n—sn,/\n+en[E]Am—em,A,,,+em[”m) =0

car Ejy, ¢, v ten[E) An—ewAnten] = 0 puisque les deux intervalles sont disjoints. Donc {u,, }
est orthonormée. Enfin,

T = Al [2 = [ 1= APp () < 20140 = AP +€) [, (1)

car supp pu, C [An — €y, Ay + €5). Alors le majorant tend vers 0 car de plus [, dp, () =
|| = 1.

Pour la réciproque, supposons qu’il existe une famille orthonormée {1, } ,en d’élements
de D(T) telle que ||(T — A)uy|| — 0. Alors pour toute > 0, Im (E(A +¢) — E(A —¢))
n oo}

est de dimension infinie. En effet, si ce projecteur est de rang fini il est donc compact et il
transforme une suite orthonormée qui converge donc faiblement vers 0 en une autre suite
qui converge faiblement vers 0. En particulier, la suite (,,) converge alors vaguement
vers 0 sur l'intervalle (A — ¢, A + ¢]. Ainsi on peut écrire :

T = Apual P = [ 1= AP, 1

= t— Al t+/ APdu (¢
R\()\*E,)\{»g] | ’ ‘Mun( ) (/\78,/\4’8] | | ]/’un( )

> e+ erre |t — APPdpy, (t).

En faisant tendre n vers l'infini on arrive a la contradiction 0 > ¢2.

Alors, soit Im (Ey,}) est de dimension infinie et A est une valeur propre de multiplicité
infinie, soit ce projecteur est de rang fini et on a toujours Im (E(A +¢) — E(A —¢)) de
dimension infinie. Alors, (JA — ¢, A[UJA, A +¢[) No(T) # @ donc A n’est pas isolé. Dot

A € ess(T).
O
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Ce critéere de Weyl pour le spectre essentiel permet de démontrer un résultat de stabilité du
spectre essentiel.

Théoreme 2.2.11. Soient T et S deux opérateurs auto-adjoints, S étant de plus supposé compact. Alors
Uess(T + S) = Uess(T)~

Démonstration : Montrons la premiere inclusion. Soit A € 0ess(T + S). Par le critere de Weyl, il
existe une suite orthonormée (u,),cN telle que

(T +S = Mun|] ——0.

Or, (un)nen étant orthonormée, elle converge faiblement vers 0 et puisque S est compact,
Su, — 0. Ainsi, |[(T — A)uyl| — 0 et par la réciproque du critere de Weyl, A €
n o]

Oess(T).
La seconde inclusion s’obtient en appliquant la premiere a T 4 S qui est auto-adjoint par

le théoréme de Kato-Rellich (S étant compact, il est borné) et a —S qui est compact.
]

2.2.3 Spectres purement ponctuel, absolument continu et singulier continu

On considere une mesure borélienne u sur R telle que y(R) < oco. Alors u({x}) = 0 sauf
pour un ensemble au plus dénombrable de réels x.
Définition 2.2.12. Soit M un borélien de R.

1. On dit que y est une mesure ponctuelle lorsque :

p(M) =) p({x}).

xeM

En particulier, son support est dénombrable.
2. On dit que y est une mesure continue lorsque : ¥x € R, u({x}) = 0.

3. On dit que y est une mesure absolument continue par rapport i la mesure de Lebesgue lorsque :
Leb (M) =0 = u(M)=0.

4. On dit que y est une mesure singulierement continue lorsque p est continue et qu’il existe un
borélien S C R tel que 11(S) = 0et Leb(R\ S) = 0.

Exemple 2.2.13. 1. Mesure ponctuelle : la mesure de Dirac en un point a € R définie par 6,(M) =
1sia € M et 0 sinon.

2. Mesure absolument continue : soit f € L'(IR, Leb). Alors la mesure y définie par

Vg € CQR), [ s(¥)dn(x) = [ g(x)f(x)dx

est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue. Réciproquement, par le théoréme
de Radon-Nikodym, elles sont toutes de cette forme et f = % est la dérivée de Radon-Nikodym

de .
3. Mesure singulierement continue : la mesure de Cantor dont la fonction de répartition n’est autre
que l'escalier du Diable défini sur I’ensemble triadique de Cantor.

L'intérét de ces notions est que toute mesure borélienne finie se décompose en une somme
de mesures ayant ces propriétés.
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Théoreme 2.2.14 (Lebesgue-Radon-Nikodym.). Toute mesure de Borel finie y se décompose de facon
unique en

U= ,Mpp +Vac +,MSC

0il ppp est une mesure ponctuelle, yac est une mesure absolument continue par rapport a la mesure de
Lebesgue et ysc est une mesure singulierement continue par rapport a la mesure de Lebesgue.

Démonstration : Voir [21], Section 6.10.
O

Nous allons appliquer cette décomposition de toute mesure borélienne finie aux mesures
spectrales associées a un opérateur auto-adjoint.

Soient T un opérateur auto-adjoint sur H et soit u € H. Soit y,, la mesure spectrale associée
a T eta u. C’est une mesure de Borel finie a valeurs complexes a priori. On pose :

1. Hpp = {u € H | py soit une mesure ponctuelle}.

2. Hae = {u € H | py soit une mesure absolument continue}.

3. Hse = {u € H | uy soit une mesure singulierement continue}.
Théoréme 2.2.15. Hpp, Hac et Hse sont des sous-espaces fermés de H deux a deux orthogonaux et tels

que

% - pr @ %ac @ HSC-

De plus, chacun de ces sous-espaces est invariant par T.

Démonstration : Le premier point vient du fait que si u et v sont dans H,, alors il existe X et Y
dénombrables tels que Exu = u et Eyv = v. Alors, Exyyu = ExuyExu = Exuy)nxt =
Exu = u et de méme, Ex,yv = v. D'owy, Exuy (1 +v) = u+vet XUY est dénombrable.
De méme pour la multiplication par un scalaire. On montre de méme que les deux autres

ensembles sont des sous-espaces vectoriels. Pour Hy. on utilise le fait que si X et Y sont
de mesure nulle alors X U Y l'est aussi.

Pour le second point, soit u € H et écrivons py, = py,pp + Pu,ac + Pusc- Si X est dénombrable
tel que 1, pp(R\ X) = 0, onsedonne Y telque YNX = @, Leb(Y) = 0et pi s (R\Y) = 0.
Onposeenfin Z =R\ (XUY). Alors R = X UY U Z et cette réunion est disjointe et on
a fluac = Hu(Z0), puse = pu(Y N -) et pypp = pu(X N -). On écrit :

u= E]RM = EXUYUZu = EXu + Eyu + Ezu.

De plus, pig,u = xzpu << Leb donc Ezu € Hac. De méme, Eyu € Hse et Exu € Hpp.
L'orthogonalité deux a deux vient du fait que les projecteurs sont orthogonaux.

Pour l'invariance par rapport a T, on se donne 1 € D(T) et on lui associe . On calcule
pry-Ona

/too dpr(s) = (E(t)(Tu)|Tu) = (TE(t) Tulu) = (E(id) E(X)—co) E(id)u|u) = (E(id X]—co,p id) |u)

Siup = id X|_coy id, alors us(s) = s2)]_0(5). D'ON,

/:o dpr,(s) = /twszdyu(s).

Ainsi, u, = tzyu. On en déduit I'invariance des trois sous-espaces par T.

Opérateurs aléatoires et modeles d’Anderson page 13



Chapitre 2. Types spectraux et dynamique

On peut alors définir trois types spectraux qui décomposent le spectre de T.

Définition 2.2.16. Soit T un opérateur auto-adjoint.
1. Le spectre purement ponctuel de T est I'ensemble opp(T) = (T |3y, )-
2. Le spectre absolument continu de T est I'ensemble 0, (T) = 0 (T |3,.)-

3. Le spectre singulier continu de T est I'ensemble 0s(T) = (T |4, ).

Il vient alors :
0(T) = 0pp(T) U0ac(T) Uoe(T)

mais cette réunion n’est pas nécessairement disjointe (voir les exemples de valeurs propres
plongées dans le spectre absolument continu).

On dit que l'opérateur T est de spectre purement absolument continu (resp. pp, resp. sc)
lorsque Hac = H (resp. Hpp = H, resp. Hs. = H). Si cela implique bien que 0(T) = 0ac(T), la
réciproque n’est pas vraie en général.

De plus,on a:

opp(T) = op(T).

En effet, tout ensemble dénombrable est réunion dénombrable de singletons.

Enfin, avec cette décomposition, on peut aussi définir la notion de spectre continu et celle de
spectre singulier. On pose H. = Hac © Hsc et ainsi c’est 'espace des vecteurs tels que y,, soit
une mesure continue. L'espace H. est encore invariant par T et on pose :

0e(T) = o (T3.)-

On peut aussi définir Hs = Hpp © Hye et 05(T) = 0(T|y,) le spectre singulier de T.
Nous terminons cette section par un résultat de stabilité du spectre absolument continu. Au-
paravant, nous introduisons une définition.

Définition 2.2.17. Soit H un espace de Hilbert et {1, } ,cN une base hilbertienne de H. Un opérateur
T, auto-adjoint, borné et positif est dit de classe trace lorsque :

Tr(T) = Z]I:\T(uﬂTun) < oo.

Le nombre Tr(T) ne dépend pas du choix de la base hilbertienne et plus généralement un
opérateur T borné et auto-adjoint est dit de classe trace lorsque Tr(T) < oo. Un opérateur de
classe trace est compact.

Théoreme 2.2.18 (Kato-Rosenblum). Soient T et S deux opérateurs auto-adjoints avec S de classe
trace. Alors

Oac(T + ) = 0ac(T).

Démonstration : Pour un énoncé plus complet donnant un résultat sur les opérateurs d’onde
ainsi que pour la démonstration, voir [14], Theorem 4.4, page 542.

O
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2.3 Exemples de spectres

2.3.1 Lelaplacien discret en dimension 1

Nous introduisons le laplacien discret en dimension un. C’est ’opérateur A défini sur l'espace
de Hilbert ¢*(Z) par
Yu € 2(Z), Vn € Z, (AMu)y = iy 1 + tpy1.

L’opérateur A est ’analogue discret de la dérivée seconde.
Tout d’abord, A est borné. En effet, si [[ul|2z) < 1, alors [[Aul[2(z) < 2[Jullzz) < 2, donc

|A|| < 2. Puis, montrons que A est auto-adjoint. Soient u, v € (*(Z). Alors

(Aulo) = ) (Au)pOy = ) ty1Tp+ ) Uns10n = ) UnOns1 + ), UnOn—1

nez nez nez nez nez
= Y un(vp-1+04s1) = Y un(Av)y = (u]A0v).
nez nez

Donc, A est un opérateur borné auto-adjoint.

Nous allons maintenant calculer le spectre de A. Pour cela, on introduit I'opérateur de Fou-
rier F : (>(Z) — L2([0,27]) défini pour tout u = (u,),en € ¢*(C) et tout x € [0,27] par
(Fu)(x) = Lyez une™. On pose alors S = F o Ao F~1. Calculons S. Soit f € L%([0,27]). Sup-
posons que, pour tout x € [0,277], f(x) = Y,ez f(n)e". Pour tout n € Z, (F~'f), = f(n).
Alors, pour tout x € [0,271],

N . N

(5 = L (F=1)+ fln+1)em™ = ¥ fpe 4 Y flel1r

nez € nez

= (" +e ™) Y f(n)e™ = (2cos(x))f(x).

nez

2
N

Dong, si on pose pour tout x € [0,27], ¢(x) = 2cos(x), S = M, ot M, est 'opérateur de
multiplication par ¢. Or, comme F est une transformation unitaire, on a o(A) = o(M,) et
0p(A) = 0p(My). Alors, 0(My) = ¢(R) = [—2,2]. Donc

o(A) =[-2,2].
De plus, comme ¢ n’est constante sur aucun intervalle de R, M, n’admet pas de valeur propre.
En effet, si u € L?(]0, ]), 'équation ¢(x)u(x) = Au(x) pour tout x € [0,27] impose u = 0.

Donc

Soit, pour tout A € R, M(A) = {x € M| ¢(x) < A}. Posons, pour tout A € R et tout
u € L2([0,27]), E(A)u = 1pypyu. Alors, E : R — L(L*([0,271])) est une famille spectrale. De

plus, M, = [ Ez AdE(A), donc E est la famille spectrale associée a M, par le théoréme spectral.
Alors, comme F est unitaire, I’application E = F~! o E o F est encore une famille spectrale et
on peut vérifier comme pour E que

2
A= / AdE(M).
-2
Cela traduit aussi le fait que le spectre de A est purement absolument continu :

a(A) = 0ac(D)

Remarque 2.3.1. Tous les résultats obtenus sur cet exemple se généralise directement au cas de la
dimension d > 1 quelconque.
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Remarque 2.3.2. Transformation de Fourier et spectre. L'utilisation faite dans cet exemple de la
transformée de Fourier F est tres courante pour les calculs de spectres d’opérateurs, surtout pour les
opérateurs différentiels. Cela tient au fait que, F étant unitaire, la conjugaison par F laisse invariants
le spectre et le spectre ponctuel. Or, F a la particularité de transformer une dérivation (ici discrete) en
une multiplication. Donc, conjuguer l'opérateur étudié par F permet de ramener le calcul de son spectre
au calcul du spectre d’un opérateur de multiplication.

2.3.2 Un opérateur de Sturm-Liouville

Soit g € C([0,1],R). Soit (T, D(T)) 'opérateur défini sur L?([0,1]) par

D(T) = {f € C*([0,1]) | f(0) = f(1) =0} et Vf € D(T), Tf = —f" +qf.

Tout d’abord, pour tous f,g € D(T), on prouve par intégration par parties que (Tf|g) =
(f|Tg). Ainsi, 'opérateur (T, D(T)) est symétrique. On peut alors montrer qu’il est essentiel-
lement auto-adjoint et dans la suite on considere sa fermeture (T,D(T)) qui est auto-adjointe.
L'opérateur T est un exemple d’opérateur de Sturm-Liouville.

On prouve ensuite, a ’aide de la variation de la constante a I'ordre 2, que si z ¢ 0, (T), alors il
existe K, € L%([0,1]?) (et méme K, € C([0,1]?) tel que

Vg€ C(0,1)), (T-2)f =g & f(1) = [ Kelt,s)g(s)ds.

Cela signifie que, pour tout z ¢ 0,(T), la résolvante R,(T) est la restriction d’un opérateur de
Hilbert-Schmidt et est donc un opérateur compact. En particulier, pour tout z ¢ 0,,(T), R.(T)
est la restriction d’un opérateur borné. Cela reste valable pour T, dong, siz ¢ 0,(T), z ¢ o(T)
d’ottl'on déduit que o(T) = 0,(T) = 0,(T).

De plus, si A € crp( ) et f € Ker (T — A), alors, par intégration par parties, A||f||3 = (Tf|f) =
1£/113 + fo f(t)dt > (infjo g | fl3, donc A > infy ;) 9. Donc o(T) C [inf{o 1] 4, +00].

Sip< 1nf[0,1] q,alors u ¢ o(T) et R, (T) est compact et auto-adjoint car T l’est. Donc le spectre
de R, (T) est composé de 0 et de valeurs propres de multiplicité finie. En fait, on a (R, (T)) =
{V_l—An | Aw € 0(T)}. De plus, il existe un base hilbertienne (f,)nen de L2([0,1]) telle que

Vg € L*([0,1]) i 8’fn fns

N . Gl sz 1
ot les f, sont des fonctions propres de R, (T) associées aux valeurs propres i=x, - Donc les fy

sont aussi des fonctions propres de T associées aux valeurs propres A,. On déduit de tout cela
que

T= Y Au(lf)fuet D(T) = {f € L2(0,1)) | ¥ IAu(FIf) 2 < +o0}.

n>0 n>0

Ainsi, bien que T ne soit pas borné, le fait que sa résolvante soit compacte nous permet encore
de le diagonaliser en base hilbertienne comme un opérateur compact.

2.3.3 Opérateurs de Schrodinger périodiques

On consideére I'exemple d"un opérateur de Schrodinger périodique agissant sur l'espace de
Sobolev H?(R),
d?
H=—-——+V 21
w2V (2.1)
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ou V est une fonction continue par morceaux et périodique sur IR, de période 2Ly pour fixer
les notations.

Alors, le spectre de l'opérateur H est purement absolument continu, H n’a aucune valeur
propre et son spectre est une union de bandes appelées bandes spectrales :

o(H) = J [Efin Ehax] -
p=0

Les réels Ezlin et EP . sont appelés les bords des bandes et les intervalles (Efmax, E;Tnl ) sont les

trous spectraux.

Les bords des bandes sont solutions d’équations avec conditions aux bords quasi-périodiques.
Soit w € [—Lo, Ly]. On considere la restriction H(w) de H a H*([—Ly, Lo]), 'espace de Sobolev
des fonctions ¢ € H*(R) telles que

Vx € R, (x +2Lg) = e L Ty (x). (2.2)

Puisque H?([—Lo, Lo]) C C!([—Lo, Lo]), cette condition est équivalente aux conditions aux
bords : o o
P(Lo) =B p(—Lo) and /(L) = €5y (—Lo). 23)

L'opérateur H(w) est auto-adjoint. Sa résolvante est méme Hilbert-Schmidt donc compacte.
Son spectre est donc purement ponctuel et les bords des bandes sont alors les valeurs propres
de H(—Lo) et de H(0). En effet, on a par ailleurs que H(2Ly — w) et H(w) sont unitairement
équivalents pour tout w € [—Ly, Lg]. De plus, les fonctions w — EP(w) sont strictmenent
monotones sur [—Ly,0], croissantes pour les p pairs, décroissante pour les p impairs. On a
alors :
U(H(_LO)) = {Erqnin/ Erlnaxl Erznin/ Eranaxl . }
et
U(H(O)) = {E?naxl Erln‘m/ Erznaxl EI?;lin/ e }

Le lien entre H et H(w) est donné par la notion d’intégrale directe d’opérateurs. Tout d’abord,
si H' est un espace de Hilbert et si (X, djit) est un espace mesuré, alors on consideére la “somme

continue” de copies de H/,
@
H = / Hdp = 12(X, du, H').
X

Alors, si A’(+) est une fonction mesurable de X dans I’ensemble des opérateurs auto-adjoints
sur H’, on définit un opérateur A sur H par :

D(A) = {1/) €H, p(x) € D(A'(x)) pour p.t. x € X et /X A (x)(x)|)3,dp(x) < —1—00}

et (Ap)(x) = A'(x)¢(x). On écrit alors

A= /j A’ (x)dp(x).

Avec ce formalisme, on montre alors que H est I'intégrale directe des opérateurs H(w) :

H= ’ H(w)dw.
[—Lo,Lo]
Le résultat sur le spectre de bande de H résulte alors du fait que l'on peut montrer que les
valeurs propres de H(w) sont analytiques en w et non constantes (elles sont méme strictement
monotone, croissante pour les bandes paires, décroissantes pour les impaires). Un résultat
général sur les intégrales directes d’opérateurs assure alors que le spectre est purement ab-
solument continu (la dérivée de Radon-Nikodym sur chaque bande est donnée par I'inverse
de la dérivée de w — E,(w)).
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2.3.4 Opérateurs de Schrodinger quasi-périodiques en dimension 1

On s’intéresse a un opérateur de Schrodinger discret :
hawf = —0g+ V agissant sur EZ(Z).
ol V est un potentiel quasi-périodique, i.e. de la forme
VneZ, Vn) = f(w+na), q,w € T, f e C(TYR).

Le vecteur &« = (ay,...,04) € T est 4 coordonnées rationellement indépendantes (en ajoutant
1 aux coordonnées) :

kjEZ, 1<i<d ke +---+kjog =0T = k]':(), 1<j<d.
Génériquement, un tel opérateur a un spectre purement singulier continu.

Théoréme 2.3.3. I existe un ensemble résiduel Fsc C C(T4,R) tel que pour tout f € Fy. et pour
Lebesgue-presque tout w € T4, le spectre de hy .,  est purement singulier continu.

Par ailleurs ce spectre est génériquement un ensemble de Cantor (une sous-partie fermée, sans
point isolé et ne contenant aucun intervalle).

Théoréme 2.3.4. ] existe un ensemble résiduel Feantor C C ("Il"d, R) tel que pour tout f € Feantor €t
pour tout w € T4, le spectre de hy s est un ensemble de Cantor.

Il s’avere que le cas des opérateurs de Schrodinger quasi-périodique est plus subtil que cela. En
effet en mettant un parametre d’intensité devant le potentiel, d’autres types spectraux peuvent
apparaitre. Pour illustrer ce phénomeéne, nous allons regarder le seul modéle quasi-périodique
que 'on peut considérer comme étant completement compris, celui du presque-Mathieu. Soit
HY% agissant sur 2(Z) par :

Vn € Z, (H ) (n) = p(n+1) + p(n — 1) + Acos(27(w + na))y(n).

On pose alors
2 = ) o(HSY).
weT

On a alors les théorémes suivants pour lesquels a est toujours supposé irrationnel.

Théoreme 2.3.5 (Mesure du spectre.). Pour tout A > 0 et pour tout irrationel « € T, on a
Leb(Z%") = 4/1 — A|.
Théoréme 2.3.6 (Transition metal-isolant.). 1. Si A < 1 alors pour tout a et tout w, (T(Hff,’/\ )

est purement absolument continu.

2. Si A = 1, pour tout « et pour tout w excepté un nombre dénombrable, o(HY") est purement
singulier continu.

3. Si A > 1, pour presque tout « et presque tout w, o(HY) est purement ponctuel et les fonctions
propres associées décroissent exponentiellement.

4. Si A > 1 pour  générique et pour tout w, o(HY) est purement singulier continu.

5. Si A > 1 pour tout a et pour w générique, o(HY) est purement singulier continu.

Théoréme 2.3.7 (Ten Martini Problem.). Pour tout A > 0 et tout irrationel & € T, Z** est un
ensemble de Cantor.
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24 Types spectraux et dynamique

On considere un systéme quantique comme par exemple un électron se propageant dans
un cristal. Etant donné un état initial ¥y € H il doit exister un unique état (-, t) : x — Pp(x, 1)
repésentant 1’état du systeme au temps t. On écrit :

VteR, p(-,t) = U(t).
Pour tout f, U(t) est un opérateur linéaire sur H qui est unitaire (||U(t)p|| = ||y||) et qui
vérifie :
U0)=1Id, et Vs, t € R, U(s+t) = U(s)U(t).
On suppose de plus que pour tout i € H et tout ty € R,

lim U(t)y = U(to)y.

On dit que U est un sous-groupe unitaire a un parametre fortement continu.

On pose alors: D(H) = {p € H | Pn&%(u(t)lp — 1) existe} et, pour tout p € D(H),
%

i

Hy = lim  (U()y — ) +— U(t) = &'

L'operateur (H, D(H)) est appelé ’hamiltonien du systéeme quantique et correspond a I’énergie
de ce systeme. Si g € D(H), alors ¢ est une solution de 1’équation de Schrodinger :

oY =iHy et ¢(-,0) = tho.

A l'aide du calcul fonctionnel on peut donc écrire :
(1) = ey,

Etudier la dynamique d’un systéme c’est étudier 'évolution de ses états au cours du temps.
On va voir dans la suite que 1’évolution de (-, t) dépend fortement de I'espace dans lequel
se trouve I’état initial 9 dans la décomposition H = Hpp & Hac @ Hse. Réciproquement, ces
espaces sont caractérisés par la dynamique des états qu’ils induisent.

2.4.1 Rappels sur la transformée de Fourier d’une mesure

Soit y une mesure borélienne sur R. On définit la transformée de Fourier de y par :

ViER, A(t) = /R e i d(x).

On a alors les trois résultats suivants :

1. Lemme de Riemann-Lebesgue : si i est absolument continue par rapport a la mesure
de Lebesgue alors fi(t) P 0.
— 00

2. Théoréme de Plancherel : # € L2(IR) si et seulement si ¢ est absolument continue par

rapport a la mesure de Lebesgue et sa dérivé de Radon-Nikodym % € L*(R). Dans ce

cas :
Y du 2d
Jlnopar =2 [ | o) ax

3. Théoréme de Wiener :

. 1
Iim -
t—+oo t

[ 1a)Pds = ¥ utahP

xeR
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2.4.2 Le théoreme R.A.G.E.
Théoréme 2.4.1 (R.A.G.E.). Soit H un opérateur auto-adjoint agissant sur H = L*(R?) (ou
sur 2(Z%) en adaptant les notations).

1. ¢ € Hypyp si et seulement si

li / +itH 24y ) = 0.
Jdim sup ([ ey ) P

Un tel y est appelé un état borné.
2. ¢ € H, siet seulement si

VR >0, lim ?/ </ jE“H1,u(x)|2olx> dt = 0.

Un tel i est appelé un état diffusif.
3. Sip € Hacalors

YR >0, li —itHy (%) [2dx = 0.
A fsor) e (x|

mais la réciproque n’est pas vraie.

On peut remplacer B(0, R) par n’importe quel compact de IR, ce qui compte c’est de pouvoir
appliquer le théoreme de convergence bornée.

Soit ¢ € H, ||p|| = 1. Alors,

/+°°/ e*itH (x) Pdx
B(0,R)

est le temps de présence de la particule d’état i dans B(0, R).
Soit ¢ € H, ||p|| = 1. Alors,

0= 3 (f o)

est la probabilité de présence de la particule d’état ¢ dans B(0, R).

Corollaire 2.4.2. 1. Si, pour tout R > Q et tout 1 € H de norme 1 ona Tr(¢p) = co et Wr(yp) >
0 alors H = Hpyp, et H est de spectre purement ponctuel.

2. Si pour tout R > 0 et tout € H de norme 1 on a Tr(¢) = oo et Wr () = 0 alors H = Hsc
et H est de spectre purement singulier continu.

3. Si pour tout R > 0 et tout p € H de norme 1 on a Tr(p) < oo alors H = Hac et H est de
spectre purement absolument continu.

Démonstration : [Démonstration du théoréme R.A.G.E.]
1. Commengons par démontrer 1'implication dans le sens direct du point 1. Soit ¢ €
Hpp- Quitte a considérer des combinaisons linéaires (et le théoreme de Pythagore car les
espaces propres sont deux a deux orthogonaux) et a passer a la limite par le TCD, on peut
supposer que ¢ est une fonction propre associé a une valeur propre A € R de H (car H
est auto-adjoint). Alors : ety = e*iMp et puisque A € Ret ¢ € L2(RY),

+itH 24 :/ 24 0.
/]Rd\B(O’R) [e™"ep(x)["dx IRd\B(O,R)| PloPdx ———
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2. Montrons I'implication dans le sens direct du point 2. Soit R > 0. Soient ¢, ¢ € H et si
E(-) désigne la famille spectrale associée a H alors :

(ple ) = [ e Mdpig (1) = fipa(®

ol ‘uwp()t) = (¢|E(A)). On applique le théoreme de Wiener a Hop -

lim f/ gy () Pdt =} [noy({AD)IP

T—oo AER
Dot :

im — / (ple*Hy)2dt = Y [(9|E({A})9)]>

Tt T AER

Or,sip € He, pour tout A € R, E({A})p =0, d’ot, siyp € H, pour tout ¢ € H,

= +itH 2 _
Tgrng/ (gle**Hy)Pdt = 0.

On obtient alors le résultat voulu pour ¢ =1 B(OIR)eiltH P.

1-2 bis. Montrons simultanée les réciproques des points 1 et 2. Soient :

Hoe={peH| lim sup (/}Rd\B(o . |eiitH1,U(x)|2dx> =0}

et
={y €#|VR>0, lim T/ (/ iltHlp(x)de) dt = 0},

On vient de démontrer que : Hypp, C H, et He C Hy,. So1ent alors ¢ € Hyetp € Hp. On
a, pour tout T > 0,

(oly) = T/ (¢ly)d
:T/O (e itH ple—itH ) ds

1 /T y B s . .
:T/O (1~ s0m)e™ote tHlp)dt+f/o (Lp,re " gle™ Myp)dt.

Le premier terme est arbitrairement petit pour R assez grand car ¢ € H, et on peut
majorer l'intégrande par le sup uniforme en t > 0 apres avoir appliqué Cauchy-Schwarz.
Le second terme tend vers 0 lorsque T tend vers l'infini pour tout R > 0 fixé car ¢ € H,,
en utilisant encore Cauchy-Schwarz. On peut donc faire tendre T vers l'infini puis R vers
I'infini pour obtenir que (¢|y) = 0. Ainsi H,_LH;. Al'aide des inclusions déja obtenues :
HaLlHc et Hy L Hpp. D'owy, puisque H = Hpp @ He, Ha C HeE = Hpp et Hy C ’Hép = He.

Dot les égalités voulues.

3. Par un calcul précédent, pour tout ¢, € H, (ple *Hyp) = 1,4 (t). De plus, pour tout
borélien M :

g (M)] = [(E(M)|EM)p| < [E(M) | - [[EM)$]] = [pg(M)|2 |y (M)[2.

Supposons a présent i € H,c. Alors iy est absolument continue par rapport a la mesure
de Lebesgue et il en est donc de méme pour 4 pour toute ¢ € H. Il vient, par le lemme

de Riemann-Lebesgue,

itH

(ple ™) = flgy(t) P 0.

Soit ¢ = 1pre™ . Alors ¢ € H et (gple ) =[5 [ y(x)[?dx, d'ott le
résultat voulu.
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Le second point du théoreme R.A.G.E. admet la généralisation suivante.

Proposition 2.4.3. Soit H un opérateur auto-adjoint. Soit K un opérateur, soit compact, soit tel que
K(H + i)~ soit compact. Alors, pour tout € H.,

: 1 T —itH 2
lim f/ || Ke~i*Hp| Pdt = 0.
0

Démonstration : Si K est compact, il est limite d’opérateurs de rang fini. Il suffit donc de montrer
le résultat pour des opérateurs de rang fini. Or un tel opérateur est combinaison linéaire
d’opérateurs de la forme K = (¢|-)¢, on est donc ramené par inégalité triangulaire au
point 2 du théoréme R.A.G.E.

Supposons que K(H +1i)~! est compact. Comme D(H) N H. est dense dans H. il suffit
de démontrer le résultat pour ¢ € D(H) N H.. On écrit alors

|[Ke || = ||K(H +1)~ e " (H +1)yl],

et on est ramené au cas précédent.
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Chapitre 3

Opérateurs aléatoires

Dans tout ce chapitre, (), A, P) désigne un espace de probabilité complet.

3.1 Familles mesurables d’opérateurs

Nous commencons par définir la notion de mésurabilité pour une famille d’opérateurs
aléatoires bornés.

Définition 3.1.1. Soit H un espace de Hilbert. Soit { H, } e une famille d’opérateurs bornés sur H.
On dit que {Hy, } weq est mesurable lorsque pour tous ¢, P € H, w — (¢|Hwp) est mesurable.

Le modele d’Anderson discret agissant sur ¢>(Z%) est une famille d’opérateurs bornés mesu-
rable.

Pour passer au cas des opérateurs non bornés on va se restreindre au cas des opérateurs auto-
adjoints afin de pouvoir utiliser le calcul fonctionnel des opérateurs.

Définition 3.1.2. Soit H un espace de Hilbert. Soit { Hy }weq une famille d’opérateurs auto-adjoints
sur H. On dit que { Hy, }weq est mesurable lorsque pour toute fonction f : R — IR borélienne bornée,
{f(Hy) }weq est mesurable au sens des familles d’opérateurs bornés.

On peut alors montrer les caractérisations suivantes de la mesurabilité.

Proposition 3.1.3. Soit {H,, },eq une famille d’opérateurs auto-adjoints sur H. Pour tout w € (),
E, désigne la famille spectrale associée a H,. Alors :

1. {Hy }weq est mesurable si et seulement si, pour tout borélien B de R, {E,,(B) }weq est mesu-
rable.

2. {Hy}wea est mesurable si et seulement s'il existe z € C \ R tel que {(Hy + z) ! }eq soit
mesurable.

3. {Hy}weq est mesurable si et seulement si pour tout t € R, {e*«} ,cq est mesurable.

Démonstration : Pour les détails, voir [8], Proposition V.1.2, page 243.
O

Le premier point de la proposition précédente induit un résultat de mesurabilité des projec-
teurs sur les différents types spectraux. Rappelons tout d’abord que le théoreme spectral per-
met de définir pour tout borélien B de R un projecteur spectral par la formule E(B) = xp(H).
Puisque E se décompose en une somme E = Ep;, + E,c + Egc a partir de la décomposition de Le-
besgue de la mesure spectrale de H, on peut définir, pour tout borélien B de IR, les projecteurs
Epp(B), Eac(B) et Esc(B).

23



Chapitre 3. Opérateurs aléatoires

Proposition 3.1.4. Soit {H }wcq une famille d’opérateurs auto-adjoints sur H telle que pour tout
w € O, E, désigne la famille spectrale associée a H,,. Supposons {Hy, }weq mesurable. Alors pour

tout borélien B de R, les familles {E.(B)}weq, {Ewpp(B)}weq, {Ewac(B)}wea et {Ewsc(B)}wen
sont mesurables.

Démonstration : Voir [8], Proposition V.1.7, page 246.
O

Nous allons vérifier que les opérateurs de Schrodinger que nous souhaitons étudier par la
suite sont bien mesurables. Nous avons le résultat général suivant.

Proposition 3.1.5. Soit H = —A + V agissant sur L?(IR) et essentiellement auto-adjoint sur C3°(R?).
Si { Vi }weq est un processus stochastique mesurable en x et w tel que pour tout w, H, = H+V,
soit essentiellement auto-adjoint sur C¥(R?), alors { Hy }weq est mesurable.

Démonstration : Voir [8], Proposition V.3.1, page 257.

Exemple 3.1.6. 1. Le modele d’Anderson est mesurable.
2. Le modele quasi-périodique est mesurable.

3. Le modele de déplacement aléatoire de Poisson est mesurable.

3.2 Familles ergodiques d’opérateurs

Soit (0}, A, P) un espace de probabilité complet et {T;},.,« un groupe de transformations
mesurables et préservant la mesure P. Un ensemble A € A est dit invariant sous 'action de
{T;} lorsque T, 'A = A pour tout i € Z.

Alors {T;} est dit ergodique si tout ensemble invariant est de mesure nulle ou égale a 1.
{T;} est ergodique si et seulement si pour toute fonction f : () — R mesurable,

(Vi, f(Tjw) = f(w) pour presque tout w) = (f presque surement constante).

Enfin si {T;} est ergodique, on dit quun potentiel x + V,,(x) pour x € R? et w € Q est
Z‘-transitif (par rapport a {T;},.z4) lorsque :

Vi Z%, Vx € R, Vrg(x) = Vy(x — i)

De méme, si {Ty },cge est un groupe de transformations mesurables et préservant la mesure P,
on dit que V,,(x) est R?-transitif (par rapport a {Ty} cre) lorsque :

Yy € RY, Vx € RY, Vp,o(x) = Vo(x —y)

Définition 3.2.1. On dit qu’une famille mesurable d’opérateurs auto-adjoints { H, }cq est Z*-ergodique
(resp. R%-ergodique) lorsquil existe une famille d’opérateurs unitaires Uy définie par Uyp(x) = ¢(x —
y) telle que :

Vi€ Z%, Yo € O, Hr, = UH, U;.

L'intérét de cette définition est qu’alors, pour tout w € Q et touti € Z4, ¢(Hr,) = o(Hy),
ce qui va conduire a l'existence d’un ensemble déterministe égal au spectre de H,, P-presque
stirement.

On a aussi la propriété suivante.

Proposition 3.2.2. Si la famille {H, }wecq est ergodique, alors pour toute f mesurable et bornée,
{f(Hw) }weq est ergodique.
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3.3 Le spectre presque-sir

On commence par un premier résultat qui nous guide vers la notion de spectre presque
sar.

Lemme 3.3.1. Si {P, }wecq est une famille ergodique de projecteurs orthogonaux, alors le rang de P,
est P-presque-stirement constant.

Démonstration : Soit { ¢y }r>1 une base hilbertienne de #. Pour tout w € () on pose

r(w) :=Tr Py =) (Puprlgk)-

k>1

Alors r est une variable aléatoire positive et pour tout i et tout w,

r(Tiw) = Y (Proerler) = Y (U Polig|gr) = Y (PoUig| Uigr) = Tr Py = r(w).
k>1 k=1 k>1

Par ergodicité on en déduit que r est presque-stirement constante.
O

On a alors les théorémes de Pastur et de Kunz-Souillard / Kirsch-Martinelli qui nous assure
que pour une famille ergodique d’opérateurs auto-adjoints, presque stirement leur spectre est
indépendant de w.

Théoréme 3.3.2. Soit {Hy, },eq une famille ergodique d’opérateurs auto-adjoints. Alors il existe un
ensemble ¥ C R fermé tel que X = o (H,,) P-presque stirement.
L'ensemble X est appelé le spectre presque stir de la famille { Hy, },eq-

Démonstration : Commencons par remarquer que puisque H,, est auto-adjoint il est fermé, son
spectre 0(H,,) est donc un fermé de R. D’apres la structure des ouverts de R comme
réunion dénombrable d’intervalles ouverts disjoints deux a deux et a bornes rationnelles,
on peut écrire :

0(Hy) =R\ U la, b]
a<b, a,beQ, o(H,)N]a,b[=0

Soient donc a < b deux réels. On note :
Qup ={w e Q| o(Hy)Na, b= O}.

Remarquons que
(c(Hw)N]a, b|= @) & (E,(]a,b[) =0).

Alors, puisque { Hy } e est mesurable, {E, } e l'est aussi et comme ]a, b est un borélien
de R, (), est mesurable. Par ailleurs le spectre est invariant par la transformation uni-
taire U;. On a donc :

Viez%, T (Qup) = {w € Q| ¢(Hry)Na, b[= @}
={w € Q| c(U;H,U;)N]a, b= O}
={w e Q| c(Hy)Na,b[= D}
= Qyp.

Puisque la famille {T;};. 7« est ergodique, on en déduit que

P(Qup) =0 ou P(Q,;) =1

Opérateurs aléatoires et modeles d’Anderson page 25



Chapitre 3. Opérateurs aléatoires

On introduit I’ensemble :

Q' = m Qa,b \ U Qc,d

a<b, a,beQ, P(Q,)=1 c<d, c,deQ, P(Q4)=0

Par dénombrabilité de Q, P(Q)') = 1.
Soit w € Q). Alors, pour tous a,b € Q,a < b, tels que P(Q,,) = 1, 0(H,)N]a, b[= @.
De plus, pour tous ¢,d € Q, ¢ < d, tels que P(Qy) =0, w & QO 4, i.e., 0(Hyp)N]c, d[# Q.

D’ou,
Vw € (7, U Ja, b= U la,bl.
a<b, a,beQ, o(H,)N]a,b[=D a<b, a,beQ, P(Q,;)=1

On remarque que le membre de gauche dépend de w, celui de droite est indépendant de
w. Posons alors

=R\ U la, b]

a<b, a,beQ, P(Q,;)=1
L’'ensemble X est un fermé de Reton a :

Vw € Y, 0(Hy) = £

D’ott le résultat voulu puisque P(Q)') = 1.
O

La démonstration que 1’on vient de faire se transpose directement aux cas des types spec-
traux en remplagant le projecteur E,, par les projecteurs E, pp, Ew,ac €t Ew sc-

Théoréme 3.3.3. Soit {H,, }wecq une famille ergodique d’opérateurs auto-adjoints. Alors il existe des
ensembles Tpp, Lsc et L fermés dans R tels que P-presque silrement,

pr = Upp(Hw), Z‘SC - USC(Hw) €t Zac - UaC(Hw).
On a enfin un résultat sur les spectres essentiel et discret.

Théoréme 3.3.4. Soit {H,, },ecq une famille ergodique d’opérateurs auto-adjoints. Alors le spectre
essentiel et le spectre discret de H,, sont P-presque siirement constant.

Démonstration : Encore une fois, la démonstration du théoreme d’Ishii-Pastur s’adapte direc-

tement a ces deux types de spectre en considérant les projecteurs spectraux associés.
O

3.4 Exemples de spectres presques-siirs

3.4.1 Le modeéle d’Anderson discret

Soit (Q), A, P) un espace de probabilité complet et posons

(O,AP) = <® 0 A& P).

nez4 nez4 nezd

Nous allons calculer le spectre presque str de la famille ergodique d’opérateurs {h, } e agis-
sant sur (?(Z%) par :
(hwu)n - - Z um + wnun

|m—n|=1
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ou, pour tout w € O et toutn € 7%, w, est une variable aléatoire sur Q). On suppose cette
famille de variables aléatoires i.i.d..
Justifions briévement 1'ergodicité de cette famille aléatoire. Tout d’abord, on pose pour tout
i€Z%ettoutw € O, Ti(w) = (Wy_i)pega- Alors les transformations T; préservent la mesure
produit P puisque P est le produit de copies de la méme mesure. De plus, la famille {T;};.
ainsi définie est ergodique. En effet, on montre que pour tous A, B € A,
-1

P(T,"ANB) m P(A)P(B). (3.1)
Rappelons que par définition de la tribu produit, A est la tribu engendrée par les cylindres de
la forme

{weQ|w; € fl,...,wik c A}
Si A et B sont de tels cylindres alors par définition de la mesure produit et puisque chaque T;
préserve la mesure, on a bien (3.I). Puisque I'ensemble des A et B tels que soit vérifiée
est une tribu et que les cylindres engendrent A, est vraie sur A. Soit maintenant M un
ensemble invariant sous 'action de {T;}, 5. Alors, en appliquant avec A = B= Mon
obtient

P(M) =P(MNM) =P(T,'MNM) —— P(M)P(M) = P(M)*.

[[i]leo—ro0

On a bien que P(M) vaut 0 ou 1. Finalement, la famille {T;},. 7« est ergodique.
On peut alors définir les opérateurs unitaires U; comme étant les translations :

Vie z4, Yu € (H(ZY),Yn € Z%, (Uju), = ;.
On a alors bien la relation :
Vie 2%, Yw € O, hrp = Uih U
En effet, pour tout i € Z, tout u € ((Z%) et tout n € Z¢,
(UihoUfu)y = (Uihwu.1i)n

= ui <_ 2 Upm+i +wnun+i)

|m—n|=1

= - Z Uy + Wy iUy

|m—n|=1

== (th.le)n.

Comme les w;, sont i.i.d., on note v leur loi commune. Le support de v est par définition
suppv ={x € R| Ve >0, v((x —¢g,x+¢)) > 0}.
Posons par ailleurs :
3(Z%) = {u € 1*(Z") | u, = 0 pour tout 1 excepté un nombre fini}.

Comme le laplacien discret est borné, par le théoréme de Kato-Rellich, &, est essentiellement
auto-adjoint sur £3(Z4).

On commence par prouver un lemme sur le potentiel aléatoire.

Lemme 3.4.1. I] existe un ensemble Qg C () de probabilité 1 tel que : pour tout w € g, pour tout

ensemble fini A C Z°, pour toute suite (q;);cp d'éléments q; € suppv, et pour tout e > 0, il existe
une suite (j,)nen d'éléments de Z° telle que ||jn|co o e et
n— 400

sup |q; — wiy),| <&
ieA
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Démonstration : On fixe un ensemble fini A C Z%, une suite (gi)ien d’éléments de supp v, et un
¢ > 0. Par définition du support et par le caractere i.i.d. des w;, on a P(A) > 0 ot A est
I'évenement A = {w € Q| sup,., [gi — wi| < e}.

Soit une suite (I,),en d’élements de 74 telle que la distance entre deux termes I, et [,
(n # m) est supérieure a deux fois le diametre de A. Alors, par invariance en loi par
translation et par indépendance, les évenements
Ap ={w € Q| sup|g; — wjy,| <&}
€A
sont indépendants et vérifient pour tout n, P(A,) = P(A) > 0. Par le lemme de Borel-
Cantelli, I’événement

Op fgi1e = {w € Q| w € Ay une infinité de fois}

est de probabilité 1. Par ailleurs, puisque suppv C IR, il contient un sous-ensemble
dénombrable dense que 'on note S. De plus, 'ensemble F; des sous-parties finies de
Z est aussi dénombrable, donc :

0 = N Qp (g1
A€EF,, (q;,)€SM, neN*

est une intersection dénombrable d’ensembles de probabilité 1, on a donc P(Q)y) = 1.

Donc )y convient. 0

On peut alors calculer le spectre presque-str de {h, }weq-
Théoreéme 3.4.2. Pour P-presque tout w € O, 0(h,) = [—2d,2d] + supp v.

Démonstration : Rappelons tout d’abord que le spectre d'un opérateur de multiplication est
donné par la fermeture de I'image de la fonction qui le défini. Ainsi, presque stirement,
(V) = suppv ot V, est l'opérateur de multiplication par la suite (wy),czi. De plus,
le spectre du laplacien discret est déterministe et donné par [—2d, 2d]. Or, comme V, est
borné et symétrique et —Ay;s. est borné aussi, on a d’apres [14, Theorem 4.10, Chapter
V], pour presque tout w,

(—Agisc + V) C 0(—Agisc) + 0 (V) = [—2d,2d] + supp v.

Réciproquement, soit A € [—2d,2d]| 4+ suppv. On écrit A = Ay + Ay, Ag € [—24,2d] et
A1 € suppv. Comme h, est essentiellement auto-adjoint sur ¢3(Z“), par le critere de
Weyl, il existe une suite (1, ),en d’éléments de ¢2(Z?) de norme 1 et telle que

H(_Adisc - )\O)unH m 0.

Par ailleurs, comme Ay € supp v, par le lemme il existe une suite (j, ) N d’éléments
de Z“ telle que ||jn|| tend vers I'infini lorsque n tend vers l'infini et pour tout n > 1
1
sup |wiyj, — M| < —.
iesupp uy n
Posons enfin v, = u,_;,. Alors ||v,|[> = 1 pour tout n et, pour presque tout w,

[[(heo = AM)oul| < [[(=Adise = Ao)onll + |[(Vio — A1) vn]|
< [[(=Adisc — Ao)tn|| + [|(Veo — A1) on]|

1
< H(_Adisc - /\O)unH + E

Ainsi, pour presque tout w, || (he — A)vy|| tend vers 0 et par le critere de Weyl, A € o (h,).

On obtient donc presque stirement I'égalité voulue. -
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3.4.2 Un modeéle d’Anderson continu quasi unidimensionnel

Considérons la famille aléatoire d’opérateurs d’Anderson-Bernoulli unidimensionnels a
valeurs matricielles

clwgn)l[oll](x — In) 0

QIN+V+ Y, (3.2)

ez 0 Cng\?)l[O,l] (x —1In)

2

Mo =~ 4

agissant sur LZ(IR) ® CN, ott N > 1 est un entier, Iy est la matrice identité d’ordre N et > 0
est un nombre réel. La matrice V est une matrice réelle symétrique de taille N x N, I'espace de
ces matrices étant noté Sy (IR) . Les constantes ¢y, . . ., ¢y sont des nombres réels non nuls.

Pour touti € {1,...,N}, (wi(n))nez est une suite de variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées (i.i.d., en abrégé) sur un espace de probabilité complet (CY;, A;, Pi),
de loi commune v; telle que 0,1 C suppv; et telle que supp v; soit borné. En particulier, les
wi(") peuvent étre des variables aléatoires de Bernoulli. La famille {H; ,, },cq est une famille
d’opérateurs aléatoires indexée par 'espace produit

(O, AP) = (@(ﬁ@---@ﬁN),@(ﬂl ®- @ An), Q) (P1 ®---®5N)> :
nez nez nez
On pose également, pour toutn € Z, wn) = (w%”), e, “’1(\7 )), qui est une variable aléatoire
sur ((~)1 R Q0N A4® - AyP1® & Py) deloiv) ® -+ - ®@vy. L’espérance par rapport a
P sera notée E(-).

En tant que perturbation bornée de — f—; ® In, Vopérateur H; , est auto-adjoint sur 1'espace
de Sobolev H2(R) @ CN et, pour tout w € (), le spectre de H; ., noté o(H; ), estinclus dans R.
De plus, en raison de la périodicité en loi du potentiel aléatoire de Hj ,,,, la famille { H} ., } e est
[Z-ergodique. Ainsi, il existe un ensemble > C IR tel que, pour P-presque toutw € (Q,ona =
U(Hl,w). Il existe également des ensembles Ypp, Zac et X, sous-ensembles de IR, tels que, pour
P-presque tout w € Q, Lpp = 0pp(Hiw), Tac = Oac(Hiw) et Lse = 0sc(Hj ), correspondant
respectivement au spectre ponctuel pur, absolument continu et continu singulier de Hj .

On peut donner une description explicite du spectre presque stir © de {H;, }vecn. Pour
w0 = (wio),...,wl(\(,))) € supp(ry ® -+ ® vy), on note Ei"(o),...,Eﬁm) les valeurs propres

réelles de la matrice réelle symétrique V + diag(clwio) PR chI(\(;)). On a alors

% = [0, +00) + U (<Y, B9 (3.3)
w© esupp(11@-+-@VN)

En particulier, ¥ ne dépend pas du parameétre /. Dans la démonstration, nous utiliserons la
forme spécifique du potentiel, en particulier le fait que V est constant et, pour la partie aléatoire,
le fait que le potentiel de site unique soit de la forme 1jy; plutot que d’un potentiel de site
unique générique v € L (R) a support dans [0, [].

On fixe ] > 0.Soit w € Q etn € Z.Si V est une matrice de Sy(R), on pose

Vo = V+diag(ciol”, ..., cxwl”) € SN(R). (3.4)
Soit x € R. On pose
Vo(x) = Y 1 (x —In) @ V. (3.5)
nez
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On note V,, I'opérateur de multiplication maximal par la fonction x + V,,(x). Comme (w™),cz
est une suite de variables aléatoires i.i.d. et que, pour tout n € Z, la fonction x > 1y (x —

In) @ V,,m est constante sur l'intervalle [In,[(n + 1)], le spectre presque sir de la famille /Z-

ergodlque {Vw }wea est

(0) (0)
(V) = U (<Y, E"Y. (3.6)
w0 esupp (11 ®--@vy)

On rappelle que si I'on consideére I'opérateur —-% sur L2(R) ® C de domaine H2(R) ® C,

dx?
ona
d2
Maintenant, comme l'opérateur — ® I est déterministe, son spectre presque-stir est
d2
Z ( a2 ® IN> = [0, +00). (3.8)

Pour tout w € (), V,, est un opérateur borné auto-adjoint sur L2(1R) ® CN et —;—; ® Iy est
auto-adjoint sur H? (R)® CN.En adaptant la démonstration de [14, Theorem 4.10, Chapter V],
on obtient que tout A € X vérifie A € Z(—% ®IN) +2(Vy) etE C Z(—;—; ® IN) + Z(Vy).
En effet, si A < min(0,inf X(V,,)), alors il appartient presque stirement a I’ensemble résolvant
de — dd—; ® In + V. Au minimum, une application directe du résultat de Kato conduit a

Y C [-max(|infX(Vy)|, | sup Z(Vy)]), +0).

Réciproquement soita € X(— d22 ® IN) etsoit B € (V,,). Alors & € [0, +00) et en particu-
liera € o(—3; 4. On peut trouver une suite (g,)pen d’éléments de H?(R) ® C telle que

() ||gp|\Lz wc = lpourtoutp € N,

(i) || —8p — a8plli2(r)ec tende vers 0 lorsque p tend vers I'infini,

(iii) supp gy C[— (p —l— 1),(p+1)] pour tout p € N.
Pour construire une telle suite (g ) ,eN, on peut considérer une solution de 1’équation différentielle

ordinaire —u” = au, par exemple la fonction u : x ~— e'V**, On multiplie ensuite cette solution
par une suite de fonctions (),)pen a support Compact dans l'intervalle [—(p + 1), (p + 1)],
constantes sur l'intervalle [—p, p] et telles que ||xp||;2(r)zc = 1 pour tout p € N.

Soient m € N et n € Z. On pose

" —{weQ;pe (V) etw™ = o) = ... = ltmy, (3.9)
ouc(V,m) = {E;"("), e, E‘I(,’(") }. On remarque que

(V) = U c(V, o) = U (V) pour toutn € Z.  (3.10)
w© esupp (v, @---@vN) w esupp(v1®--@vy)

On pose également
m —JfweQ; pe o(V,m) et w® = ... = "M pour une infinité de n € Z}.  (3.11)
Comme (w(”))nez est une suite de variables aléatoires i.i.d., on a

POf") = P(Q")) pour tout (i, ) € Z? tel que i # . (3.12)
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De plus, comme B € X(V,,), d’aprés (3.10) et le fait que les variables aléatoires w(™ sont i.i.d.,
ona
P(Q") > 0 pour tout n € Z. (3.13)

Enfin, les événements (QEZ)H)H) nez sont indépendants et on peut appliquer le lemme de Borel-
Cantelli pour obtenir
P(Q™) =1 pour tout m € N. (3.14)

On pose
O ={weQ;¥meN, peco(V,m)etw™ =-.. = "™ pour une infinité de n € Z}.
Alors () est l'intersection dénombrable des Q") et, d’apres (3.14), P(Q) = 1. On pose
M ={weQ;o(H,) =L}

Par définition de X, on a P(€);) = 1. Ainsi, en posant )y = ()1 N )y, on obtient P()y) = 1. En
particulier, Q) # @. On fixe w € .

Soit p € N et soit m € IN tel que m > 2p + 2. Comme w € (), il existe n € Z tel que
B € a(V wm) et que 0" = w pour touti € {1,...,m}. Comme les propriétés (i), (ii)
et (iii) de la suite (g,),en sont invariantes par translation, on peut supposer que supp g, C
[n,n + m]. De plus, puisque wmti) = () pourtouti € {1,...,m},ona V . = V, . pour
touti € {1,...,m}. Comme B € o(V, ), on peut trouver un vecteur propre f, € CV de la
matrice V,) associé a B, qui est également un vecteur propre de V.. associé a B pour tout
i € {1,...,m}.On peut supposer que || fu||cy =1, ot || - ||cv désigne une norme quelconque
sur CN.
On définit alors f € L2(R) ® CVN, égalea f, sur [n,n + m] etégalea Osur R\ [n,7n +m].Ona

n+m

(Vo—B)-f= Z ) fat Y, (Voo —B)-0=0, (3.15)

j€Z\{n,...n+m}

puisque f;, est un vecteur propre commun aux matrices V, ; pourj € {n,...,n+m}.
On peut maintenant définir h, = g,f pour tout p € N. Alors i, € H*(R) ® CN car g, €
H?*(R) ® C, supp gp C [n,n+m]et f € L*(R) ® CV est constante sur 1,1+ m].Ona

pllimyoc = /ng x)|[gndx (3.16)
- X 2 n 2 dx
/[] 85 I1ful 2

puisque supp g, C [1,n + m]. On a également, en utilisant (3.15),

1(Ha = @+ B) Bllirmyoer = (—dxzm—a) By (Vi = B) -1y

L2(R)®CN

= ||(—g, —agp)f +8p(Ve f( R

= (—8 —agp) R)@CN

2
L2(R)®C 8 <ilel£ ||f(X)HCN>

2(R)aC

"

< _gp_’xgp

"

= —8p — &&p
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puisque sup, . Hf(x)qu;N = anH%;N = 1. D’apres (ii), |[(Ho — (« + B)) ’hPHLZ(]R)®CN tend
vers 0 lorsque p tend vers l'infini. En combinant ceci avec (3.16)) et en appliquant le critere de
Weyl a la suite (/,),en, on obtient « + € o(Hj,,). Comme w € (), onaa + f € L. Ainsi,

S(—L @ IN) + 5(V,,) C T et finalement

Cda?

d2
S—% <_dx2 ® 1N> +E(Ve) = [0, +00) + U (B2, E4"). (317)
w0 esupp(1n®--@vy)
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Chapitre 4

Exposants de Lyapunov

Le but de ce chapitre est de présenter comment s’étudie la convergence des suites de
produits de matrices aléatoires i.i.d.. En particulier, on cherche a comprendre comment se
généralise la loi des grands nombres a ce cadre.

Dans toute la suite, N > 1 désigne un entier.

4.1 Exposant de Lyapunov dominant et théoréme de Furstenberg-
Kesten

Soit (Q), A, P) un espace de probabilité complet. Nous commengons par introduire 1’expo-
sant de Lyapounov dominant d’une suite de matrices aléatoires i.i.d. de GLx(IR) , soit (A% ) ,eN-

Définition 4.1.1. On suppose que I'espérance E(log™ || AS||) est finie. Alors la limite suivante appar-
tient a R U {—o0} :

.1
7= lim "E(log | A% -+ AF
Nous I'appelons I'exposant de Lyapounov dominant associé a la suite (A% ) peN.

Par équivalence des normes en dimension finie, ¥ ne dépend pas du choix de la norme sur
Mn(R).
Démonstration : Posons S, = A% _; - - - Ay . Alors, quitte a choisir une norme sous-multiplicative
sur Mn(R), on a
1Sl < Al - [AG]]

Puis, sous 'hypothése que l'espérance E(log™ ||AY||) est finie, on a aussi l'intégrabilité
delog™ ||S,|| par indépendance et multiplicativité de I’espérance dans le cas indépendant.
On peut alors écrire, pour tous p,n € NN,
E(log™ [|Snspll) < E(log || A3, - - - A7 |]) + E(log || A - - - AF']])
= E(log™ [ISpl]) + E(log™ [[Sal])

en utilisant le caractere i.i.d. dans le premier terme. Ainsi, la suite (E(log™ ||S.||))nen est
sous-additive et 2E(log™ ||S,||) converge vers inf,>1 = E(log™ ||S,||) dans R U {—o0}.
O

Exemple 4.1.2. Si on suppose que chaque matrice Ay est diagonale de coefficients diagonaux aj; ; pour
i € {1,...,N}, alors v = sup, E(log|ag;|) et par la loi forte des grands nombres usuelle, y =

limy o L log(||Sn||) pour presque tout w.
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Ainsi la convergence en espérance est obtenue aisément. Cette convergence a aussi lieu
presque stirement, ce qui est un résultat moins évident. Il est possible de le démontrer directe-
ment a l"aide de la théorie des cocycles comme cela est fait dans [2]. La convergence presque
siire est aussi une conséquence du théoreme ergodique sous-additif de Kingman.

Soit T un ensemble qui peut étre soit IN ou Z, soit R ou [0, +o0). On considere alors un
semi-groupe ® = {0, | t € T} de transformations de () qui préservent P. On appelle alors le
quadruplet (Q2, A, ©®, P) un systéme dynamique.

On dit qu'une variable aléatoire Z sur () est invariante par rapport a ® lorsque pour tout
t € T, Zo6; = Z. Enfin, un systeme dynamique (2, A, ©®, P) est dit ergodique lorsque toute
variable aléatoire invariante par © est P-presque slirement constante.

Définition 4.1.3. Un processus aléatoire réel {X(t) | t € T} sur (Q, A, ©®,P) est dit sous-additif
lorsque
X(0)=0cet Vs,t €T, X(t+s) < X(t) + X(s) 0 6.

Dans le cas d"une égalité, on parle de processus additif.

Théoreme 4.1.4 (Kingman discret). Soit {X(n) | n € IN} un processus sous-additif tel que
1. pour tout n € N, X(n) est intégrable,
2. Lasuite (LE(X(n)))u>1 est bornée inférieurement.

Alors, il existe une variable aléatoire Z invariante par rapport o © telle que (1X(n)),>1 converge
P-presque stirement et en espérance vers Z. De plus, E(Z) = inf,>1 2E(X(n)).

A T’aide de ce théoreme, on peut démontrer le théoreme de Furstenberg-Kesten.

Théoreéme 4.1.5 (Furstenberg-Kesten). Soit (A%Y),cN une suite de matrices aléatoires i.i.d. de GLy(R) .
On suppose que l'espérance E(log™ ||AY||) est finie. Alors, P-presque siirement la limite suivante
existe et

lim —logHA AT =

n—-+oo n

'exposant de Lyapunov dominant.

Démonstration : Cas 1. Supposons ¢ € R. Alors, le processus (1og(||Sx||))nen est sous-additif
pour © = {Id} etles hypotheses du théoreme de Kingman sont vérifiées par la démonstration
de la Définition4.1.1l D’ou le résultat dans ce cas.

Cas 2. Supposons y = —o0. Dans ce cas on ne peut plus directement appliquer le théoreme
de Kingman. Toutefois, fixons m € IN* et pour tout entier n > 1, effectuons la division
euclidienneden parm,n =gqm+ravecq > 0et0 <r <m.Ona

1 1
EIOg(HSnH)S;bg(HA‘#_l- Agnll) + 10g(HA“’m--- oll)
1 1
SE Z log ’AwH + — Zlog ‘A]_,_l ]m—&-lH)
i= qm+1
< = Z log(||A¢|]) + ( Zlog [ AG 1ym - ]m+1’|)>
i=qm+1

La premiere somme a un nombre fini fixé de termes majoré par m qui est indépendant de
n. Donc le premier terme de la majoration tend vers 0 lorsque n tend vers 'infini. Pour le
second terme, on peut appliquer la loi des grands nombres usuelle pour obtenir

lim 7210g HA (j+1)m ]m+1H) (log(HA%—l"'AS}H))/
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Comme g tend vers l'infini lorsque 7 tend vers I'infini, on en déduit que

E(log([|Aj, - - - AY[])-

S

Vm € IN¥, 1imsup%log(||5n]|) <

n—r—+0oo

En faisant tendre m vers 'infini on obtient finalement

1 1
NP | | N
o < lim inf > log([[Sull) < Timsup - log([[Sul]) < 7 = —eo

Donc la conclusion du théoreme est vraie avec la limite et y valant —oo.

4.2 Suites de matrices aléatoires dans GL,(IR)

Avant de passer au cas général, voyons ce qui se passe dans le cas de produits de matrices
aléatoires inversibles 2 x 2, les interprétations géométriques étant plus simple dans ce cas.

4.21 Théoréme de Furstenberg

On souhaite trouver des conditions simples permettant d’affirmer que pour deux vecteurs
non nuls x et y dans RN, les vecteurs aléatoires S, x et Sny tendent a s’aligner dans la méme
direction exponentiellement vite.

Pour x € RN non nul, on considére ¥ sa classe dans P(RN) et si M € GLN(RR), on pose
Mx = Mx. Puis, si x et y sont deux vecteurs unitaires dans RN, on définit leur distance par

5(%,7) = (1 (x[y)?)?

qui est le module du sinus de I'angle entre X et i/ lorsque N = 2. On suppose maintenant que
N = 2. Dans ce cas, si x = (x1,x2) ety = (y1,y2) alors

L |xya = x|
o(x, = 2= 7
% 9) = 2T

et cela définit bien une distance sur P(IR?). Quitte & remplacer chaque A% par | det(A%)| “1AY,
ce qui ne change rien a S,X (puisque 'on est dans 'espace projectif), on peut supposer que

det(A¥)| = 1. Dans ce cas, un calcul direct pour S,, = (% %) avec |ad — bc| = 1 donne que
n P cd q

e s, 7) = Il e
S Sn) = s a0

Or, si v > 0, on est assuré qu’il existe une seule direction du plan dans laquelle ||S,,x|| décroit
exponentiellement. C’est I'énoncé du théoreme d’Oseledets qui nous assure que si X # 7, alors
'une des deux normes ||S,x|| ou ||S,y|| croit exponentiellement vers +oo. Ainsi on a toujours
que la distance 6(5,%, S,i7) décroit exponentiellement vers 0.

Théoreme 4.2.1 (Oseledets dans SL,(R)). Soit (Ay)nenN une suite de matrices dans SL,(IR) telle
que

(i) im0 2 In||Ay|| =0

(ii) v = limy oo 5 In(|[An - - - A][) > 0.
Alors il existe un sous-espace V_ C R? de dimension 1 tel que

1. VoeV_,v#0, lim, 0 %ln(HAn - Aol|) = =y
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2. Vo ¢ Vo, limy i 2 In(||Ay - Aro]]) =

On cherche donc des conditions pour avoir v > 0. Ces conditions sont données par le
théoréme de Furstenberg.

Théoréme 4.2.2 (Furstenberg). Soit (A%),eN une suite de variables aléatoires dans GL,(R) de loi
commune p. Soit Gy le plus petit sous-groupe fermé de GLo(IR) contenant le support de p, appelé
sous-groupe de Furstenberg associé a (A% )ueN. Supposons

(i) Pour tout M € Gy, |det(M)| =1,
(ii) Gy n'est pas compact,
(iii) il n'existe pas de réunion finie L de droites de R? telle que M(L) = L pour tout M € G.
Alors,
1. Pour tous %, € P(IR?), P-presque stirement,

nl_l)IJrrlooé(S %,Sn) = 0.
2. Si E(log™ (||AY||)) est finie, il existe v > O tel que pour tout x € R%, x # 0, P-presque
stirement,

1 .1
Jim - log([[Sx|) = lim_ 1og(([S, 1) =

L'hypothese (iii) peut étre difficile a vérifier. Toutefois, si y est telle que (i) et (ii) sont
vraies, alors (iii) est équivalent a la propriété (iii)’ suivante

(iii))  Vx € P(R?), #{M.x | M € G,} > 3.

Pour une démonstration de cette équivalence, voir [2][Proposition 4.3], page 31.

4.2.2 Application au modele d’Anderson discret 1d a valeurs scalaires

Nous allons appliquer le théoréeme de Furstenberg & un premier exemple de suite de ma-
trices aléatoires i.i.d. dans GL,(IR) issu du modele d’Anderson discret en dimension 1 et a
valeurs scalaires.

Soit (€}, A, P) un espace de probabilité complet et soit (wy),cz une suite de variables
aléatoires i.i.d. de loi commune v telle qu'il existe a # b, {a,b} C suppv et supp v est borné.
Posons

(O, A,P) (@ 0,R AR P)
nez nez nez
Si
L @) - 2Z)
“ (up)nez — —(Upga F Up—1) + Wity
alors {h, }weq est une famille ergodique d’opérateurs aléatoires de spectre presque-str [—2,2] +

supp v.
On souhaite étudier le comportement asymptotique des fonctions propres généralisées de

he. Si E est dans le spectre presque-str de {l, },ecq, on cherche donc a comprendre le com-
portement asymptotique des suites (i, ),cz telles que

VneZ, —(Ups1 + ty—1) + Wytly = Euy,.

Mn+1 . C(]n_E _1 Uy
ez, () (0E 3 (), o
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Posons alors :
w, —E -1
ey - (@F ).

La matrice T¢ (E) est appelée matrice de transfert en n. La suite (T (E)),cz est une suite de
matrices aléatoires dans SL; (R ), indépendantes et identiquement distribuées, de loi commune
 induite par la loi v des variables aléatoires w;,.

Le comportement asymptotique de (uy,),cz se ramene, par itération de (4.1), a celui du
produit TY(E) - - - T’ (E). L'exposant de Lyapunov dominant de cette suite de matrices est bien
défini et nous allons montrer qu’il est strictement positif.

Puisque les matrices de transfert sont i.i.d., le plus petit sous-groupe de SL;(IR) contenant
le support de p est décrit par

Gy = ({T¢(E) | wo € suppv}).

Tout d’abord, on a bien que les matrices dans G, sont toutes de déterminant 1. Montrons
que G, n’est pas compact. Pour cela, nous allons exhiber une suite non bornée dans G,,. Par
hypothese sur la loi de wy, on a

(55 ). e
(2F () (G

et pour toutn € IN,
1 a=b\" (1 nla-b)
(0 1 )‘(0 1 )eGF‘

qui contient donc une suite non bornée puisque a — b # 0.

Puis,

II reste & montrer que pour tout ¥ € P(R?), #{Mx | M € G, } > 3. Soit x = (x1,x2) € R?,
x # 0. Supposons que x, # 0. Alors, on montre par simple résolution de systémes que pour
A = (1%7%), les vecteurs Ax, A%x et A%x sont non colinéaires deux a deux ce qui permet de
construire 3 éléments distincts dans {M#% | M € G,}. Si x; = 0 alors x; # 0 et on considere
B = (%9 = ("7 )_1 ("7 31) € G, puis les vecteurs Bx, B2x et B3x qui sont non
colinéaires deux a deux.

Ainsi, le théoreme de Furstenberg s’applique et nous assure que l'exposant de Lyapunov
associé a la suite des matrices de transfert est strictement positif. On a plus précisément : VE €
R, v(E) > 0.

Par le théoreme d’Oseledets, il existe P-presque stirement uniquement des solutions ex-
ponentiellement croissantes ou exponentiellement décroissantes a I’équation h,u = Eu. Une
solution exponentiellement décroissante (en +c0), ne s’obtient que pour une condition initiale
Ui € V. Toute autre condition initiale conduit & une solution exponentiellement croissante
en —+oo.

On peut définir ’'exposant de Lyapounov en —co par la formule :

7 (E) = lim ~E(log ||(T%,.,(E)~" - (T$(E))1[])

n—oo 1

Puisque (T¢

@ (Bt (TY(E) ™t = (TY(E) - - - T¥,.1(E)) !, on a par le caractere i.i.d.,

E(log||(T¢, 1 (E)) ™+ - (T¢'(E))'I)) = E((Sx(E) ™)
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Orsi] = (973"), ona’(JSu(E)J!) = (Su(E))~" et comme la transposition, ] et ]! sont des
isométries, on obtient que y_(E) = 74+ (E) = y(E). Celui-ci est de méme strictement posi-
tif pour tout E € R par le théoreme de Furstenberg. Toujours par le théoreme d’Oseledets,
une solution exponentiellement décroissante en —co, ne s’obtient que pour une condition ini-
tiale v_o € V_. Ainsi, pour obtenir un vecteur propre dans ¢?(Z), il faut avoir Vect(vic) =
Vect(v_o).

Il convient de faire attention au fait que ce que I’on vient d’affirmer dépend de E. Si E varie
dans un ensemble non dénombrable (par exemple un intervalle de R), 'ensemble des w €
pour lesquels, pour tout E 'exposant de Lyapounov n’est pas strictement positif pourrait étre
de mesure non nulle et méme de mesure 1. Par exemple, on ne peut pas affirmer que P-presque
stirement, pour tout E € RR, toute solution de h,u = Eu est exponentiellement croissante ou
décroissante. Cela nécessite une analyse plus poussée.

Par contre, nous verrons au chapitre [ que cela implique déja I’absence de spectre absolu-
ment continu presque siir pour la famille {/, },ecq.

4.3 Suites de matrices aléatoires dans Sp(R)

4.3.1 Puissances extérieures

Nous allons définir les puissances extérieures d’un espace vectoriel E de dimension finie.
Pour fixer les choses et puisque nous serons de toutes facons dans ce cadre par la suite, nous
allons considérer que cet espace vectoriel est RN pour N un entier fixé.

Définition 4.3.1. Pour p € {1,...,N}, APRN est I'espace vectoriel des formes p-linéaires alternées
sur le dual (RN)*. L'espace vectoriel APRN est appelé puissance extérieure p-ieme de I'espace RN.

Pour uy, ..., u, dans RN et fi,--., fp dans (RN)*, on pose :
(ua Ao Aup)(fr, -, fp) = det((fi(ug))i)

Tout vecteur de la forme u; A ... A uy sera appelé p-vecteur décomposable. A I'aide de ces
vecteurs p-décomposables, on peut définir une base de I'espace APIRYN de la maniére suivante.

Proposition 4.3.2. Soit p € {1,...,N}. On a les propriétés suivantes :
1. Si (uq,...,un) est une base de RN, alors {u;, A ... N\ i, | 1 <iy <...ip < N} est une base
de APRN.
2. Pour uy,...,u, dans RN, ug A ... A uy est non nul si et seulement si les vecteurs uy, ..., uy
sont indépendants.

3. (u1,...,up) et (vy,...,v,) engendrent le méme sous-espace si et seulement si il existe un réel
A #£ 0 tel que :
Ui A AUy = A0 AL ADp)

Cette proposition justifiera que les opérations que nous allons définir sur APRY le seront
simplement sur 1’ensemble des p-vecteurs décomposables.

Nous aurons a étudier dans la suite le comportement asymptotique des normes de suites de
matrices dont on voudra prendre la p-iéme puissance extérieure. Pour I'instant nous n’avons ni
défini ce qu’est la puissance extérieure d"une matrice, ni la norme sur une puissance extérieure
d’espace vectoriel.

Tout d’abord, nous allons définir un produit scalaire sur APRN . Pour deux p-uplets (u, ..., up)
et (v1,...,vp) de vecteurs de RN on définit le produit scalaire sur les p-vecteurs décomposables

par:
(U Ao ANup, o1 AL Ay) = det(((u, 07))i )
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oti (,,.) est le produit scalaire usuel sur RN. On notera || || la norme associée.

Il nous reste donc a définir comment un élément du groupe linéaire GLN(R) agit sur APRN.
Si M € GLn(R) on définit un automorphisme APM de APRN en le définissant sur les p-
vecteurs décomposables par :

(APM)(ur A ... Aup) = Mug A ... A Muy,

On a alors la propriété de multiplicativité : AP (MN) = (APM)(APN).

Puis, la norme de l'application linéaire ou de la matrice AP M est la norme induite par || ||
sur APRYN :
[| AP M| = sup{||(A"M)o]| | v € APRY, [Jo]| = 1}

On la note aussi || || dans la mesure ott dans la suite de notre propos il n’y aura pas, a 1'usage,
de confusion possible entre la norme sur APRY et la norme d’opérateur qu’elle induit. Par la
propriété de multiplicativité de la puissance extérieure et la sous-multiplicativité de la norme
d’opérateur, on a pour M et N dans GLy(R) :

[ AP (MN)[| < [| AP M| ] AP N
On remarque que si K est une matrice orthogonale pour le produit scalaire usuel sur RY,

alors APK est encore orthogonale. Cette remarque nous conduit a la proposition suivante :

Proposition 4.3.3. Soient M une matrice dans GLy(R) et a;(M) > ... > an(M) > 0 les racines
carrées positives des valeurs propres de 'MM. Alors pour tout p € {1,...,N},ona:

1A M|| = ay(M)....a, (M)

Démonstration : On écrit une décomposition polaire de M, M = KAU avec K et U des ma-
trices orthogonales et A = diag(a;(M),...,an(M)). Comme AFK et APU sont encore
orthogonales, on a: || AP M|| = || AP Al|.

Orsi (g, ..., eN) est la base canonique de RN :

(APA)(eil /\.../\eip) = (61,‘1 ...Lll'p>(€1'1 A... /\eip)
Dot :
(AP = sup{as ...a;, [ 1< iy < ... < iy < N} = a1(M)...ay(M)

Ce qui acheéve la preuve.

Enfin, on peut aussi estimer le logarithme de la norme de AP M.
Proposition 4.3.4. Soit M une matrice dans GLx(R) . On pose :
((M) = max(log™ ||M[|,log™ ||M~|])
Alors pour tout p € {1,..., N}, et pour tout vecteur unitaire w de A\PRN, on a :
[log (|| A” MI[)| < pt(M) et [log([[(A"M)w]|)| < pt(M)
Démonstration : Cela se déduit de la proposition précédente comme expliqué dans [2], Lemma

5.4, page 62.
(]
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4.3.2 Théoreme de Furstenberg pour GLy(R)

Notons tout d’abord que le théoreme de Furstenberg s’étend directement au cas de suites
de matrices aléatoires dans GLy(IR) . Il donne alors la stricte positivité de 1’exposant de Lya-
punov dominant.

L’exposant de Lyapunov dominant décrit le comportement exponentiel asymptotique de la
suite (A%),en dans 'espace RYN tout entier, en somme, le comportement asymptotique global
de cette suite. Mais a lui seul, cet exposant ne permet pas de connaitre le comportement asymp-
totique exponentiel sur les sous-espaces propres de la matrice A ;... Af et donc de com-
prendre réellement la dynamique associée a cette suite de matrices aléatoires. Pour pallier cette
difficulté, on définit d’autres exposants de Lyapounov, intermédiaires, qui permettent d’affi-
ner 1’étude du comportement asymptotique de (A% ),en. L'interprétation dynamique précise
de ces exposants de Lyapounov est donnée par le théoreme d’Oseledets.

Définition 4.3.5. Soit (AY)ncz une suite de matrices aléatoires, i.i.d. dans GLN(R) et telle que
Vespérance E(log™ || AY||) soit finie. Les exposants de Lyapounov 7y, . . .,y associés a la suite (AL ) e
sont définis de fagcon inductive par -y; = vy (I'exposant de Lyapounov dominant) et pour p > 2,

P 1
Y vi= lim EIE(log [ AP (AR - AD)I])
i=1

On peut voir que les sommes Y/, 7; sont en fait les exposants de Lyapounov dominants
associés aux suites (AP(AY))nez lorsque p varie. Ainsi, les limites existent et ces sommes ap-
partiennent & R U {—co}. Si de plus E(log™ ||(A4)~!||) < +oo (ce qui sera vérifié automati-
quement dans le cas symplectique), alors la proposition [4.3.4]s’applique et pour tout p :

1 P
*Z’Yi

, < max(E(log™ [|A7|]), E(log™ [[(AF)'|])) < +eo
i=1

Par suite, le cas ott I'une des sommes vaudrait —co étant exclu, tous les exposants de Lyapou-
nov sont finis.

On peut donner une caractérisation de ces exposants de Lyapounov en fonction de la suite
des valeurs propres des matrices {(AY ;... AY)(AY | ... AY).

Proposition 4.3.6. Siai(n) > ... > an(n) > 0 sont les racines carrées des valeurs propres de la
matrice symétrique définie positive '(AY | ... AY)(AY ... AY), alors, P-presque sirement,

1 .1
Vpe{l,...,n}, 7p = nh%n.}o EIE(logup(n)) = lim —loga,(n)

n—oo 1

Démonstration : On renvoie a [2], proposition 5.6, page 63. .

En particulier, cette proposition justifie la numérotation des exposants de Lyapunov et le
vocable d’exposant de Lyapounov dominant puisqu’elle implique que y; > --- > yn. Nous
pouvons maintenant donner une interprétation géométrique de ces exposants de Lyapounov
intermédiaires.

Théoreme 4.3.7 (Oseledets). Soit (AY),ecz une suite de matrices aléatoires, i.i.d. dans GLx(R) et
telle que I'espérance E(log™ ||A§||) soit finie. Soient ;> -+ > N ses exposants de Lyapounov.
Notons r le nombre d’exposants de Lyapounov distincts de valeurs Ay, ..., A,.

11 existe une suite décroissantes de sous-espaces mesurables de RN, (V&) 1<i<r1 telle que
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1. {0} =V, cVv¥c.---C V¥ CRVN
2.Vie{l,...,r}, x e VO\ VY, & limysieo 2 log(]|Snx|]) = Ai.
3. dim(V{) — dim(V},) est égal a la multiplicité de A,.

On souhaite a présent généraliser le théoreme de Furstenberg et obtenir des conditions
pour que les exposants de Lyapunov soient deux a deux distincts. La forte irréductibilité se
généralise ainsi :

Définition 4.3.8. Soit p € {1,...,N}. On dit qu'une partie partie S de GLN(R) est p-fortement
irréductible s'il n’existe pas de famille finie de sous-espaces stricts de \PRN, V3, ..., Vj telle que :

(ANPM)(V1U...UV) =WV U... UV
pour tout M € S.

La condition de non-compacité du sous-groupe de Furstenberg se généralise en la notion
de p-contractivité. Avant cela, définissont la notion d’ensemble contractant.

L'indice d’un sous-ensemble T de GLN(IR) est le plus petit entier r tel qu’il existe une suite
(My)nen d’éléménts de T telle que (||My||~'M,),en converge vers une matrice de rang 7.
Alors, une partie de GLn(IR) est dite contractante lorsqu’elle est d'indice 1.

Rappelons qu’une mesure de probabilité P sur P(RYN) est dite propre lorsque pour tout
hyperplan H dans RN, P({x € P(RN), x € H\ {0}}) =0.

Alors, si T C GLN(R) est un ensemble contractant, pour toute mesure de probabilité P
propre sur P(]RN ), il existe une suite (M, ),ecn d’éléments de T telle que M,,P converge faible-
ment vers une mesure de Dirac.

En effet, soit (M), une suite d’éléments de T telle que (||M,||~'M,),en converge vers

une matrice M de rang 1. Pour tout x € RY tel que Mx # 0, on a M, p— Mx. Mais,
n o

puisque P est propre et puisque {x € RN, Mx = 0} est un hyperplan, on a

ngrfm M,x = Mx pour P — presque tout X.

Ainsi, si Im M = Vect(z), on a alors

Iim M,x¥ =Z pour P — presque tout x.
n—-+oo n p p q

Cela signifie que M, P converge faiblement vers &;.

Définition 4.3.9 (Ensemble p-contractant). Soient T une partie de GLN(R) et p un entier dans
{1,...,N —1}. Ondit que T est p-contractant s'il existe une suite (My,)en dans T telle que la limite
suivante existe :
. NP My,
lim

S =M
n—oo || AP M|

et soit une matrice de rang 1.

On peut voir cette propriété comme l’analogue de la non-compacité dans le cas ou N = 2.
En effet, en supposant que toutes les matrices du groupe de Furstenberg ont un déterminant
de module 1 (hypothese (i) du théoreme de Furstenberg), alors la non-compacité de G, est
équivalente a son caractere contractant.
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Supposons G, contractant. Alors soit (M, ),en une suite dans G, telle que (||M,||~'M,)
converge vers une matrice M de rang 1. Alors,

0=|det(M)| = lim |det(|[Mul|~"My)| = lim_|[|M,||"*|det(My)| = lim_|[M,|~>.
n——+oo n——+oo n—+00
(4.2)
En particulier, || M, || tend vers +co et G, est non borné donc non compact.

Réciproquement, si G, est non contractant, comme c’est un sous-groupe de GL»(IR), il est
forcément d’indice 2 puisqu’il ne peut étre d’indice 0 ou 1. Soit (M, ),cN une suite d’éléments
de G,,. Alors la suite (||M,||~'M,) est une suite d’éléments de la sphére unité qui est compacte,
on peut donc en extraire une sous-suite convergente, soit (||M,,, ||~ M,,, ), vers une limite M.
Comme Gy, est d’indice 2, M est de rang 2 donc elle est inversible. Alors par ,

= li -2,
0 £ | det(M)| = Tim_[[My,|
En particulier, (||My,,||)men est convergente, donc il en est de méme pour la suite (M, ) meN-
Donc, de toute suite de G, on peut extraire une sous-suite convergente, donc G, est compact.

La p-contractivité s’interprete encore comme le fait que la partie T est assez “grande” pour
que l'on puisse y trouver une suite convergente vers une matrice de rang 1. Nous donnons
maintenant un moyen simple de s’assurer qu'un sous-ensemble de GLx(IR) est p-contractant
pour tout p.

Proposition 4.3.10. Un sous-ensemble T de GLN(IR) qui contient une matrice ayant N valeurs
propres de modules distincts est p-contractant pour tout p € {1,...,N —1}.

Démonstration. Soit M une matrice dans T ayant N valeurs propres de modules distincts,
{M,...,AN}. Alors APM a une valeur propre simple dominante pour tout p dans {1,..., N —
1}. En effet si uy, ..., uyn sont les vecteurs propres associés aux valeurs propres de M, alors :

VP, (/\pM)(ul/\.../\uN):Al...)LN(ul/\.../\uN)

Puis il vient, par la décomposition de Jordan de AP M que Mﬁi]\% converge vers une matrice
de projection d’image ker(M — (A1...An)I) de dimension 1. Donc la suite ((APM)"), est p-

contractante pour tout p dans {1,...,N —1}. O

Bien siir ce critere n’est pas un critere applicable en toute généralité pour prouver qu'un
sous-ensemble de GLy(R) est p-contractant pour tout p, mais dans certains cas simples il peut
suffire.

On peut maintenant énoncer un critére de séparation des exposants de Lyapunov dans
GLn(R).

Théoréme 4.3.11. Soit (A% ),eN une suite i.i.d. de matrices aléatoires inversible, d’ordre N et de loi
commune y et soit p un entier dans {1, ..., N}. On suppose que le sous-groupe de Furstenberg G, as-
socié a la suite (A )nenN est p-contractant et p-fortement irréductible et que 'espérance E(log || AY'||)
est finie. On a alors :

L yp > vpa

2. Pour tout élément non nul x de APRN et pour P-presque tout w,

1 7
Jim - log [[ AP (A ... AY)x]| =i;%
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4.3.3 Théoreme de Furstenberg pour Spy (R)

Dans les modeles qui nous intéressent, nous sommes amenés a étudier des suites de ma-
trices de transfert qui sont naturellement dans le groupe symplectique du fait du caractére
Hamiltonien du flot de ces modéles.

Définition 4.3.12. Le groupe des matrices symplectiques d’ordre 2N est le sous-groupe de GLon (IR)
constitué des matrices M vérifiant :
‘MM =]

ot | est la matrice d’ordre 2N définie par | = (9 1). On le note Spy(R) . Dans la définition de |, I
est la matrice identité N x N.

On peut alors donner des premiéres propriétés qui vont nous étre utiles dans la suite.

Proposition 4.3.13. Si M est une matrice dans Spy(RR) .
1. 'M est dans Spy(R) .
2. Si A est une valeur propre de M, alors 1 est aussi une valeur propre de M.

3. 11 existe deux matrices orthogonales K et U dans Spy(IR) et une matrice diagonale A =
diag(ay, ..., an, %,,%) aveca; > ... > an > 1 telles que : M = KAU.

4. [|M[| = [[M7H].

Démonstration : Pour le point 1 on vérifie directement que si ‘MJM = | alors en passant a
linverse, M~!J71(!M)™' = J71.OrJ7! = —Jetdonc M~ J(*M)~! = J,d'ot ] = MJ'M
et 'M est dans Spy(R).

Pour le point 2, si A est une valeur propre de M associée au vecteur propre v, alors :

1 1
t _ -t _ =
MJo = +'M]Mov = +Jo

Ainsi 1 est une valeur propre de ‘M donc de M.

Pour le point 3, on renvoie a la preuve du lemme 3.1, page 88 dans [2], ot 'on voit que
les a; ne sont autres que les racines carrées positives des valeurs propres de la matrice
symétrique définie positive ' MM.
Enfin, pour le point 4, c’est une conséquence immédiate du point 3 car alors ||M|| =
Al = [[A~] = (M1,

O

La définition des exposants de Lyapounov et le théoreme d’Oseledets sont toujours valides
dans le cadre des suites de matrices aléatoires i.i.d. dans Spy (R) . Nous avons méme deux pro-
priétés supplémentaires dans ce cadre. La premiére est que si E(log™ ||(Ag)]|) < +oo alors par
le point 4 de la proposition on a aussi E(log™ [|(A¢)7!]]) < +co et tous les exposants
de Lyapounov sont finis. La seconde est une propriété de symétrie.

Proposition 4.3.14. Siy; > ... > 7N sont les exposants de Lyapounov associés a une suite i.i.d. de
matrices aléatoires dans Spy(R), alors, pour tout 1 <i < N :

Y2N—i+1 = —7i-

Démonstration : C’est une conséquence directe du point 3 de la proposition appliqué a la
matrice symplectique (A% ;... AY)(AY ;... AY), de la proposition et du fait que

logﬁ = —log(a;(n)). _
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Cette propriété de symétrie nous dit que les exposants de Lyapounov associés a une suite
iid. de matrices aléatoires symplectiques peuvent se regrouper par paires et nous verrons
qu’alors pour montrer la séparation de ceux-ci, il nous suffira d’étudier les N premiers.

Définition 4.3.15. On dit que les exposants de Lyapounov sont séparés lorsqu'ils sont distincts :

Y1>Y2> ... > 72N

Nous voulons a présent obtenir un critére de séparation des exposants de Lyapounov
analogue a celui obtenu dans GLN(RR). Malheureusement, l'action de Spy(R) sur AZR?N
n’est pas irréductible (donc a fortiori pas p-fortement irréductible). En effet, I'espace engendré
par YN, e; Aeyy; est invariant par tout élément de Spy(RR). La notion de p-irréductibilité
n’est donc pas adaptée au cadre symplectique. Nous allons donc raffiner cette définition pour
I’adapter a nos besoins.

Nous introduisons la sous-variété p-lagrangienne de R?N. Soit (e, ..., ean) la base cano-
nique de R?N.

Définition 4.3.16. Pour tout p dans {1,...,N}, soit L, le sous-espace de NPR*N engendré par
{Mey A ... AMey | M € Spy(R) }. On l'appelle la sous-variété p-lagrangienne de R*N.

L'espace projectif P(L,) est 'ensemble des sous-espaces isotropes de dimension p dans
R2N pour la forme bilinéaire donnée par le produit scalaire usuel.

Définition 4.3.17 (L,-irréductibilité forte). Soient T une partie de Spy(R) et p un entier dans
{1,...,N}. Ondit que T est L,-fortement irréductible s'il n’existe pas d’union finie W de sous-espaces
stricts de L, telle que NP M(W) = W pour tout M € T.

La encore, par sous-espace strict, on entend sous-espace de L, différent de L, et de {0}. Le
fait de se restreindre a des sous-espaces stricts de L, permet d’éviter I'écueil sur lequel butait
la premiere définition. Mais cette définition est moins intuitive du point de vue géométrique
que la précédente, c’est pourquoi nous ne I’avons pas donnée directement.

On peut alors énoncer le théoréme nous donnant le principal critére de séparation des
exposants de Lyapounov.

Théoreme 4.3.18. Soit (AY),eN une suitei.i.d. de matrices aléatoires symplectiques d’ordre 2N, de loi
commune y et soit p un entier dans {1,..., N}. On suppose que le sous-groupe de Furstenberg G, as-
socié a la suite (AY) e est p-contractant et Ly-fortement irréductible et que 'espérance E(log || Af||)
est finie. On a alors :

1 vp > vpta
2. Pour tout élément non nul x de L, et pour P-presque tout w,

.1 Z
lim —log || AP (AY_y ... A§)x|| =) _ i
i=1

n—oo mn

Ce résultat va surtout nous intéresser sous la forme du corollaire suivant :

Corollaire 4.3.19. Soit (A% )necz une suite i.i.d. de matrices aléatoires symplectiques d’ordre 2N, de
loi commune p. On suppose que le sous-groupe de Furstenberg G, associé a la suite (Ay)),cz est p-
contractant et Ly-fortement irréductible pour tout p € {1,..., N} et que I'espérance E(log || Ag'||) est
finie.

Alors, les exposants de Lyapounov associés a la suite (AY) ez sont séparés, en particulier :

Y1>72>...>9v >0

page 44 Opérateurs aléatoires et modeles d’Anderson
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Démonstration : Le fait que 71 > 792 > ... > qn est 'application répétée du point 1 du
théoreme [4.3.18| ci-dessus, pour chaque p dans {1,..., N — 1}. Alors, yy est strictement

positif car d’apres la proposition YN = —Yn+1 et d’apres le théoreme

YN > YN+1 et donc on ne peut pas avoir Yy = yn+1 = 0.
O

Nous constatons donc que le lien est fait entre d"une part une propriété dynamique associée
a une suite i.i.d. de matrices aléatoires symplectiques, en 'occurrence la séparation de ses
exposants de Lyapounov, et des propriétés plus géométriques d"un objet algébrique associé
a cette suite, le sous-groupe de Furstenberg. Cela constitue un criteére tres puissant en pratique,
puisqu’il permet de ne pas avoir a étudier directement des limites de produits matriciels, mais
plus simplement de se ramener a des produits finis de telles matrices dans le sous-groupe de
Furstenberg.

4.3.4 Critere de Goldsheid-Margulis

Il se trouve que les propriétés de p-contractivité et de L,-forte irréductibilité sont difficiles
a manipuler pour les modéles qui nous intéressent. Nous allons donner dans cette section un
critere algébrique puissant qui nous permettra de traiter nos modeles.

Nous commengons par rappeler la définition de la densité au sens de la topologie de Zariski
dans un groupe de Lie linéaire (i.e. un sous-groupe de Lie de GLyN (R )). Nous garderons en téte
que nous souhaitons appliquer ces définitions et résultats au groupe symplectique Spy(R).

Définissons tout d’abord la topologie de Zariski sur My (R). On identifie pour cela My (R)
aRN’. Alors, pour S une partie quelconque de R[Xj, ..., Xy2], on pose :

V(S) ={x e RV | VP €S, P(x) =0}

Ainsi, V(S) est constitué des zéros communs aux polyndmes de S. On appelle ensemble algébrique
affine défini par S 'ensemble V(S). On peut alors prouver qu’une intersection quelconque
d’ensembles algébriques affines en est encore un, ainsi que pour les réunions finies.

Ces ensembles algébriques affines sont donc les fermés d’une topologie sur RN que l'on
appelle topologie de Zariski. La topologie de Zariski est celle pour laquelle les fermés sont les
zéros communs de familles de polynomes.

Si on regarde la topologie de Zariski sur My(IR), cela revient a regarder des polynémes
en les N? coefficients matriciels. La topologie de Zariski sur GLx(IR) est la topologie induite
par la topologie de Zariski que 1’on vient de définir. Il en sera de méme pour la topologie de
Zariski sur tout sous-groupe de GLyx(R), comme par exemple Spy(R) ou le sous-groupe de
Furstenberg associé a une suite i.i.d. de matrices aléatoires.

On peut maintenant définir ’'adhérence de Zariski d’un sous-ensemble de GLN(RR) .

Définition 4.3.20. L'adhérence de Zariski d’un sous-ensemble G de GLN(IR) est le plus petit fermé de
GLN(R) pour la topologie de Zariski qui contienne G. On le note Clz(G). Un sous-ensemble G' C G
est alors Zariski-dense dans G lorsque Clz(G') = Clz(G).

En d’autres termes, si G est un sous-ensemble de GLN(IR), Clz(G) est I’ensemble des zéros
dans GLN(R) des polynémes nuls sur G. Ainsi G’ est Zariski-dense dans G si tout polyndéme
nul sur G’ est aussi nul sur G.

L’exemple classique de sous-ensemble Zariski-dense dans un autre est Z qui est Zariski-
dense dans R.
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Nous donnons maintenant une propriété importante de 'adhérence de Zariski : elle préserve
la structure de groupe.

Proposition 4.3.21. Si G est un sous-groupe fermé de GLx (R ) , alors son adhérence de Zariski Clz(G)
est encore un sous-groupe de GLN(R) .

Comme de plus 'adhérence de Zariski d'un sous-ensemble est aussi un fermé pour la to-
pologie usuelle, on en déduit que 'adhérence de Zariski d'un sous-groupe de Lie de GLx(R)
est encore un groupe de Lie. Cela sera essentiel pour pouvoir considérer l'algebre de Lie de
I’adhérence de Zariski du sous-groupe de Furstenberg.

Nous disposons maintenant des définitions élémentaires nous permettant de présenter le
critere de Goldsheid et Margulis.

Théoréme 4.3.22 (Goldsheid et Margulis). Soit G un sous-groupe de Spy(R). Si G est Zariski-
dense dans Spy(R) , alors G est p-contractant et L,-fortement irréductible pour tout p € {1,...,N}.

Démonstration : D’apres [10], lemme 6.2 et théoréme 6.3, page 57, il suffit de prouver que la
composante connexe de l'identité de Spy(R) est irréductible dans L, et que Spy(R)
est p-contractant, et ce pour tout p. Pour la p-contractivité, d’apres la proposition
il nous sulffit de trouver un élément de Sp,(R) dont les valeurs propres soient de mo-
dules deux a deux distincts. Par exemple, la matrice diag (2,3,..., N +1, %, %, e, ﬁ) et
toutes ses valeurs propres sont de modules distincts. Ainsi on a déja prouvé que Spy(R)
est p-contractant pour tout p.

Pour étudier I'irréductibilité dans L, de la composante connexe de I'identité dans Spy (IR ),
on commence par rappeler que Spy(R) est connexe. Ainsi la composante connexe de
l'identité dans Spy(IR) n’est autre que le groupe symplectique Spy(IR) lui-méme. Nous
sommes donc ramené a prouver que Spy(R) est irréductible dans L, pour tout p. Nous
devons donc montrer qu’ilny a pas de sous-espace strict V de L, tel que (APM)(V) C V
pour tout M dans Spy(R) .
Supposons par 'absurde qu'il existe un tel V. On écrit M = KAU avec K, A et U comme
au point 3 de la proposition Alorsssi (eg, . .., exn) est la base canonique de R?N, on
a:

(ANPA)(er A...Nep) =ay...aper A... Nep

Etdonc (APA)(V) C V.Maissie; A... Ae,estdans V, alors Me; A ... A Me, estdans V
etdonc V = L,. Ainsi V n’est pas un sous-espace strict de L,. Donce; A ... Ae, est dans
W, 'orthogonal de V dans L. Alors,siw € Wetv € V:

(ANPMw,v) = (w, A’PM*v) =0

pour tout M dans Spy(R) (car ‘M est aussi dans Spy(IR)). Ainsi, Mej A ... A Me, est
dans W pour tout M et donc W = L,. Cela contredit encore le fait que V est un sous-

espace strict de L,. Et donc Spy(IR) est bien L,-fortement irréductible.
O

Nous avons donc a notre disposition un critere puissant, effectif dans certains cas, permet-
tant de prouver qu'un sous-groupe de Spy(R) est L,-fortement irréductible et p-contractant
pourtoutp € {1,..., N}.Ce critére suffit par exemple & étudier la cas d’opérateurs de Schrédin-
ger discrets a valeurs matricielles comme nous allons le voir dans le chapitre suivant.
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Chapitre 5

Modeéles d’Anderson quasi-1d discret et
continus

5.1 Modele d’Anderson discret quasi-1d
Soit N > 1. On souhaite étudier 1’opérateur

?(z,Cct) — #(z,cl)

BN .
w (un) — (_(un+1 + unfl) + Vw(")un)
ou
w1 0
1
Vm =
.1
0 1 W

avec (w%n))nez, ceey (CUI(\? ) Jnez des suites de variables aléatoires réelles indépendantes et iden-
tiquement distribuées sur un espace probabilisé complet (€}, B, P), de loi commune v dont le
support contient au moins 2 points (par exemple O et 1 si ce sont des variables de Bernoulli).

On pose aussi w(® = (w%n), . ,w%)) deloiv® -+ ®@v.
Pour étudier les fonction propres généralisées de 'opérateur hlY on résout 'équation

—(un+1 + Mnfl) + Vw(,,)un = Eu,

ce qui conduit & introduire les matrices de transfert

 (Vw—E —I
Twn(E)—< ; 0 )

Ces matrices de transfert forment une suite de matrices i.i.d. dans Spy(IR) de loi commune
et on peut donc considérer le sous-groupe de Furstenberg associé,

Gy = (supp pE)-

On a alors

Gro13(E) = (T0 (E) | w® € {0,1}N) C (T 0 (E) | w® € suppveN).

w

On veut donc montrer que le sous-groupe engendré par 2 matrices, Gyoq1y(E), est Zariski-
dense dans Spy (IR) . Notons X (E) son adhérence de Zariski dans Spy(RR) .
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On rappelle que l’algebre de Lie de Spy(R) est donnée par

spy(R) = { < ljl b}g > , 4 € MN(R), by etbh symetriques} .
, —
Pouri,j € {1,...,N}, soit E;; la matrice dans M (IR) avec un coefficient 1 a I'intersection de
la i-ieme ligne et de la j-iéme colonne, et 0 ailleurs. On pose aussi

N 1/0 Ej+Ej Ej 0
vi,je{1,...,N}, Xz’j:2<0 1]0 ]l>rYif:tXif’ Zij:( Ol] —Eji>'

Soit d;; le symbole de Kronecker :

5 — { 1 si i=j
BT 0 si i#£]
On remarque que la famille {X;;, Y;j, Z;;}; 1.~ est une base de spy(IR) . Par un calcul direct on
obtient, pour tous i, k,r € {1,...,N},
(W) [Zij, Xyr] = 0 Xir + 05 X
(i) [Yr, Zij] = 0uYrj + 6ir Vi)
(iif) [Xij, Yier) = 50 Zir + 0je Ziic + i Zje + 0 Zje)
ot [, | estle crochet de Lie habituel sur les algebres de Lie des groupes de Lie linéaires. De ces
relations on déduit que spy(IR) engendrée par

{Xij, Yij | i,j € {L,..., N} [i=jl <1}

En effet, soit g I'algebre de Lie engendrée par cet ensemble. Soit i € {1,...,N}. Alors, Z;; =
2[Xi;, Vil € get Z;ip1 = 2[Xi, Yiip1] € g. Ainsi, pour tous i,j € {1,...,N}, [i—j| <1, Z; € g.
Nvient, X;i10 = [Zii11, Yisrivel, Yiire = [Yijit1, Zivrive] € get Ziio = 2[Xi i1, Yig1i42] € 0.
Alors, pour tous i,j € {1,...,N}, |i —j| = 2, Xjj, Yij, Zij € g. Par récurrence, on prcede
de méme pour les indices i, tels que |i — j| = 3 et plus généralement pour tous les indices
i,j € {1,...,N}. On prouve ainsi que {Xjj, Yij, Zj};j—1.n est inclus dans g d’ot1 spN(R) C g.
Finalement, g = spy(R) .

De la, pour démontrer le lemme nous sommes ramenés a démontrer que, pour tout E €
R, I'algebre de Lie engendrée par {T, ) (E) | 0 € {0,1}"} contient toutes les matrices X;; et
Yijpouri,j € {1,...,N}, i —j| <1.Soit

a(E) = Lie{T 0 (E) | w® € {0,1}V}. (5.1)

Pour démontrer que a(E) contient toutes les matrices X;; et Y;; fori,j € {1,...,N}, i —j| <1,
on procede par étapes successives. Fixons E € IR.

Etape 1. On prouve que les matrices de la forme :

(o 7))

ot D est diagonale, sont dans X(E).
On choisit T; et T, dans G, associées aux deux réalisations V; et V> de V). X(E) étant un
groupe, il est stable par inversion et produits. On a donc :

_ I V-V
B::Tszlz(O b 2)6GHE
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et
I 0

C:=T,'T, = ( Vo I > € Gy,.

Fixonsi € {1,..., N}. On peut choisir V; et V, de sorte que

(1 E (10

o (1) aeo(L )
n__ I 0 n__ I nEii
B_<nEﬁ 1)t =10 1

Soit P un polynéme dans R[Xj1,..., Xonon] tel que : Vi € Z, P(C") = 0. On fixe X;; = 1
pour toutj € {1,...,2N} et X, ; = 0 pour r # [ excepté pour X; n; et on considére :

Alors, pour toutn € Z :

o | o0
~ I — Xin. —
P: Xi’NJri — P 0 l’l|\[+l 0

0 I

P est un polyndme en une ‘variable avec une infinité de racines, les n € Z. Donc P est
le polyndéme nul et : Va € R, P(x) = 0. Cela signifie que P s’annule sur toutes les matrices

I D(El',' X
<0 I ).Deplus.

Va €R, ( é "‘]IS” > e X(E).

Comme on a fixé un i arbitraire, on a pour i et j distincts :

I (XlEll I DCNENN . I lX1E11+...+IXNENN
Voq,...,ocNe]R,<0 I ><0 [ >_<O I >€X(E)

Cela implique que :

<é?>exw)

pour toutes les matrices diagonales D. L'autre partie de cette premiere étape se traite de maniere
identique en utilisant C au lieu de B.

Etape 2 : On écrit :

(53)- (8313 3)exn

En dérivant au point < 10 ) on obtient :

0 I
<8 %1>Ea(E).

(gzg)eqm
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et la somme :
0 Dy
< D, 0 ) € a(E)

pour toutes matrices diagonales D, et D,. En particulier,

]:<_OI é)Ea(E).

Mais, pour tout t € IR,

opin = (S, 0 exe

Pour t = 7 on obtient ] € X(E).

Etape 3 : Comme nous sommes dans un groupe de Lie linéaire, si z € a(E) et A € X(E),
alors AzA~! € a(E).

Ftape4: Siz = ( If _b}a > est dans a(E), puisque | € X(E), en appliquant I'étape 3 :
_ 0 —I a b1 0 I . —tll —bz
=) (o B ) (G0 = (5 )=
0 b 00 . .
En particulier, si 0 0 )€ a(E) alors by 0 € a(E) (puisque siz € a(E), —z € a(E)).

A 0 . .
De méme pour < b > On vient donc de montrer que pour notre construction, b; et by
2

0
jouent le méme role.

Etape 5: Puisque A = < Vo _OI ) € X(E),A] 1 = ( ! V“j(o) ) € X(E).

Ftape 6: Siz = 00 ca(E)et A= [ Voo € X(E) alors :
p b, 0 0

= (e g ) € a(E)
et:
= atza-z= (Tt VeV ) e )
Finalement :
s = (T L ) ea®

Si on peut construire dans a(E) une matrice avec un bloc hors de la diagonale, on peut placer
ce bloc sur la diagonale.
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Etape 7 : Montrons que 1’on peut faire I'inverse, a savoir que ’on peut déplacer un bloc de

la diagonale hors de celle-ci. Si z = < g _Otu ) ca(E)etA = < é V“i(o) > € X(E) alors :

0o vt |4
Zp = ( 0 w(o>a—5a w0 > € a(E) et ((I) (I))+tzzeX(E)

pour tout réel t. En effet, z = z — AzA~! et il suffit de prendre ’exponentielle de l'algebre de
Lie dans le groupe de Lie.

Etape 8: On applique les étapes 2 et 6 avec b, = D une matrice diagonale et V) = I, pour

obtenir :
D 0
21:<0 _D>Ea(E).

Etape 9 : On peut donc supposer que D = E;;. On a alors, pour tout i € {1,...,N},

< Egi _E, ) € a(E).

De plus, par le point 1, si D, est la diagonale de V), alors < Dyo ) € X(E). De plus

par 5, < (I) V“I’m) > € X(E) et:

Alors, si V; est la matrice contenant uniquement la i-iéme ligne et la i-iéme colonne de Vj,
Vi = E;jVo + VoE;; (car son unique élément diagonal qui aurait un facteur 2 est nul...). Alors,
pour ce V;, par le point 7, on a ( (I) ‘? > € a(E).

Etape 10. On rappelle que Xij = XjietYj; = Yj. Soiti € {1,...,N}. En appliquant encore
I'étape 7 avec E;_1;-1 ou E;j; 1,41 et V; on obtient que Yj;_1 + Yi;11 € a(E). Pour i = 1, cela
signifie que Y, € a(E). Alors, $Z1, = [Xi11,Y12] € a(E) et Z1, € a(E). Mais on a aussi
2X1p = [Z12,X22] € a(E) et X12 € a(E). Alors, pouri = 2,0ona Yz1 + Y23 € a(E). Mais on
vient tout juste de montrer que Y, 1 € a(E), donc Y23 € a(E). Par récurrence, on montre que :

Vi e {1,...,N}, Yiiv1 € Cl(E).

On a aussi, pour touti € {1,...,N},

1
(Xii, Yiit1] = Ezi,i-H €a(E) et [Zijir1, Xir1,iv1] = 2Xii11 € a(E).

Cela montre que toutes les matrices X;; et Y;; pouri,j € {1,...,N} et |i —j| < 1sontdans a(E).
D’ot, a(E) = spy(R) .
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Cela nous permet donc de déduire que le groupe de Furstenberg associé a {hN},cq est
Zariski-dense dans Spy(R) . On déduit de cela que les exposants de Lyapounov associés sont
séparés et en particulier ils sont tous strictement positifs et ce pour toute énergie E € R.

En appliquant le théoreme d’Oseledets, on en déduit que pour chaque énergie E fixée, et
pour P-presque tout w, on peut construire N solutions de hYu = Eu qui sont exponentiel-
lement décroissante vers 0 en +co. On peut faire de méme en —co avec L solutions a priori
distinctes des L obtenues en +oo. En effet, dans ce cas les exposants de Lyapounov sont tous
de multiplicité 1.

Comme dans le cas scalaire, cela conduit, en adaptant la théorie de Kotani au contexte des
opérateurs de Schrodinger a valeurs matricielles, a 1’absence de spectre absolument continu.
Nous verrons cela au Chapitre|[6]

5.2 Modele d’Anderson continu quasi-1d

Dans cette section, nous poursuivons I'étude du modeéle d’Anderson quasi-1d continu dont
on a calculé le spectre presque stir au Chapitre
On introduit, pour tout w € Q) et tout réel £ > 0, 'opérateur

c1w§")1[01[](x—£n) 0

nez 0 ch%Ol[o/(](xffn)

wn _ &
Hot =~ g2

agissant sur L*(R) ® CN. Les nombres cy, . . ., cy sont des réels non nuls, V désigne 1'opérateur
de multiplication par une matrice V € Sn(IR), 1j 4 est la fonction caractéristique de I'intervalle
[0, £] et I\ est la matrice identité d’ordre N.

Le réel £ > 0 peut étre vu comme un parametre mesurant l'intensité du désordre. En effet,
dans un intervalle de longueur fixe, plus ¢ est petit plus cet intervalle fixe va “contenir” de
variables aléatoires de la suite (w(™),cz, celles-ci se trouvant en chaque point du réseau /(Z.
Par exemple l'intervalle [0, 1] va contenir E(}) variables aléatoires. Ainsi lorsque ¢ décroit vers
0, l'aléa rempli de plus en plus les intervalles bornés de RR.

Alaide d'un changement de variable, nous aurions aussi pu faire apparaitre un parametre
A= % devant le potentiel matriciel. Il se trouve qu’il est plus simple de calculer les matrices
de transfert directement avec le parametre £ comme nous 'avons fait.

La famille {HS?Q}WEQ est {Z-ergodique et, comme perturbation bornée de 'opérateur

—0%22 ® Iy, les HC(UI\;) sont auto-adjoints sur l'espace de Sobolev H2(R) ® CN pour tout w €
Q). Ainsi, leurs spectres sont inclus dans R et il en est de méme du spectre presque-stir de

{HNVoca.

5.2.1 Matrices de transfert

Soit E € R. Nous voulons comprendre le comportement asymptotique exponentiel d'une
solution u : R — CV du systéme différentiel d’ordre 2

HNy = Eu. (5.3)

w,l
Pour cela, nous transformons (5.3) en un systeme différentiel hamiltonien d’ordre 1 et nous
introduisons la matrice de transfert T, ) (E) de {HLNZ twea de In a l(n + 1), qui envoie une

solution (u,u") du systeme d’ordre 1 de la position In a la position I(n + 1). La matrice de
transfert T, ) (E) est donc définie par la relation

() - 2
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pour tout n € Z. Comme T, (E) est la solution, a la position 1, d'un systeme différentiel
hamiltonien d’ordre 1, la matrice de transfert T, ., (E) appartient au groupe symplectique
Spn(R) . La suite (T, (E))nez est également une suite de matrices symplectiques i.i.d., en rai-

son du caracteére i.i.d. des wl-(”) pour toutidans {1, ..., N} et du fait que ces variables aléatoires
agissent sur des intervalles disjoints. En itérant la relation (9.31), on obtient le comportement
asymptotique de (u, u’).

Définition 5.2.1. Pour tout E € R, le groupe de Furstenberg de {H; ., }wecq est défini par
Guz = < supp e >,

oil g est la loi commune des T, (E) et ont l'adhérence est prise au sens de la topologie usuelle de
Spn(R).

Comme les T, (E) sont iid., on a pg = (T 0 (E))* (11 ® --- @ vy) et 'on obtient la
description interne suivante de G, :

Gy = (T (E); w©® € supp(r1 @ - -- ® vy)) pour tout E € R. (5.5)

w

Comme, pour touti € {1,...,N}, {0,1} C suppv;, on a également

(To0(E); @©® € {0,1}N) C Gy,. (5.6)

w

Onnotera Gy 13 (E) le sous-groupe (T, (E) ; w® € {0,1}N) de G, engendré par 2N générateurs.

Nous démontrerons que, pour presque toute matrice V € SNy(IR) et pour tout E € R sauf
pour un ensemble fini de valeurs, Gy 1} (E) est dense dans Spy(R) . En fait, nous le prouverons
pour Vp, 'opérateur de multiplication par la matrice tridiagonale V ayant une diagonale nulle
et des coefficients sur les diagonales supérieure et inférieure tous égaux a 1. On pourra ensuite

PORPRTIL

Nous terminons cette section en donnant la forme explicite des matrices de transfert T, ) (E).
Soient V € SN(R),E € R, n € Z et w™ € supp(v1 @ - - @ vy). On pose

Mo (E, V) =V + diag(c10\", ..., enw") — Eln. (5.7)

On définit alors la matrice de I'algebre de Lie spy(R) € Mon(R)

0 I
X, m(E, V)= ( Mo (E,V) ON ) (5.8)

En résolvant le systéme a coefficients constants (5.3) sur l'intervalle [In,1(n + 1)], on obtient

T (E) = exp (IX ) (E, V)) (5.9)

w

pour tout! > 0, toutn € Z, tout V € SN(R) et tout E € R.

Comme les matrices de transfert sont des exponentielles de matrices, on ne peut pas ap-
pliquer directement 1’approche du cas discret a valeurs matricielles. En effet, la propriété de
morphisme de 1’exponentielle échoue dans le cas non commutatif. Il nous faut donc une autre
approche, fondée sur un résultat général de Breuillard et Gelander.
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5.2.2 Engendrer des sous-groupes denses dans un groupe de Lie

Prouver qu'un sous-groupe de Spy(R) est Zariski-dense dans Spy(R) reste un probleme
constructif qui peut se révéler assez difficile a mettre en ceuvre. Déja dans les travaux de Gold-
sheid et Margulis, la construction qui y est faite pour un opérateur de Schrédinger discret a
valeurs matricielles est relativement ardue. Dans le cas d’opérateurs continus a valeurs ma-
tricielles, on se heurte au fait que les matrices de transfert sont plus compliquées que dans le
cas discret et que la construction de [10] se révele peu stable par perturbation. Pour étudier le
modele continu il faut donc trouver un moyen de prouver qu'un sous-groupe de Spy(R) est
Zariski-dense. Dans les travaux de Breuillard et Gelander on trouve un critere plus fort per-
mettant de prouver qu'un sous-groupe de Spy(R) est dense pour la topologie usuelle dans
Spn(R) . Cest ce critere et ses conséquences que nous présentons maintenant.

Nous présentons un critére permettant de ramener la question de savoir si un sous-groupe
d’un groupe de Lie semi-simple G engendré par un nombre fini d’éléments est dense, a un
probléme de reconstruction de ’algebre de Lie de G. Ce résultat est présenté dans [7] ot sont
explorées certaines de ses conséquences sur les marches aléatoires dans les groupes.

Dans les travaux de Breuillard et Gelander, le résultat que nous allons énoncer est donné
dans le cadre des groupes topologiquement parfaits. Commengons donc par en donner une
définition et par voir pourquoi le groupe symplectique réel Sp(R) l'est.

Définition 5.2.2. Un groupe de Lie connexe G est dit topologiquement parfait lorsque son groupe
dérivé |G, G| (c'est le sous-groupe de G engendré par les commutateurs [x,y] = x~ 'y~ lxy) est dense
dans G.

Dans notre cadre d’étude, on rappelle que le groupe symplectique Spy(R) est connexe et
semi-simple. Or un groupe de Lie semi-simple connexe G vérifie toujours [G,G| = G, il est
donc topologiquement parfait. En effet, rappelons que par définition, un groupe de Lie est dit
semi-simple lorsqu’il n’a pas de quotient abélien non trivial. Or, par construction, G/ |G, G]
est abélien par construction donc si G est semi-simple, il ne peut étre que égal a {e}. D’oul
G =[G,G|.

On pourra donc appliquer le théoreme suivant avec G = Spy(IR) qui est semi-simple.

Théoreme 5.2.3 (Breuillard et Gelander). Soit G un groupe de Lie connexe réel topologiquement
parfait, d’algebre de Lie g. Il existe alors un voisinage de l'identité O C G, sur lequel log = exp ! est
un difféomorphisme bien défini et tel que g1, ...gm € O engendre un sous-groupe dense dans G si et
seulement silog(g1), . ..,log(gm) engendrent g.

Ce résultat nous dit que dans un certain voisinage de 1'identité (qui par construction ne
dépend que de G), une partie finie est topologiquement génératrice de G si et seulement si elle
est algébriquement génératrice de g.

5.2.3 Séparation des exposants de Lyapunov
Notations

Avant d’énoncer un résultat de séparabilité des exposants de Lyapounov pour la famille
d’opérateurs {HS\Q }wea, il nous faut introduire un certain nombre de notations supplémentaires.

Soit O le voisinage de Irx dans Spy(IR) donné par le théoréeme de Breuillard et Gelander
(Théoreme |5.2.3) appliqué au groupe symplectique d’ordre N. On pose

diog © = max{R > 0| B(0,R) C log O},
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ott B(0, R) est la boule ouverte centrée en 0 et de rayon R > 0 pour la topologie induite sur
l’algebre de Lie spy(IR) de Spy(IR) par la norme matricielle associée a la norme euclidienne
sur RN,

Pour w© = (wgo),...,wz(\?)) € {0,1}", soit

M, o =V+ diag(clwg)), . ,ch](\(]))).

(0)

La matrice M« est symétrique réelle, ses valeurs propres notées A{’ o ,A{ " sont donc
réelles. On pose encore,
. w0 w(©
Amin = min  min A{ Amax = max max Aj (5.10)
w©¢{0,1}N 1<i<N w©®e{01}N 1<i<N
etAg = w On définit aussi
. dlog o
lc:=Lc(N,V)=min (1, 3 (5.11)
0
et pour tout ¢ < {c,
diog 0 dog 0
I(N/ v, ﬁ) = I:/\max - %/ Amin + O? (512)

Le résultat
Nous pouvons énoncer le résultat de séparabilité des exposants de Lyapounov

Théoreme 5.2.4. Pour presque tout V. € Sn(R), il existe un ensemble fini Sy C R et un réel
lc(N, V) > 0 tels que, pour tout £ €]0,¢c(N,V)]|, il existe un intervalle compact I(N,V,¢) C R

dans lequel les N exposants de Lyapounov positifs y1(E), ..., yn(E) de {Héﬁ?}weg vérifient :
VE € I(N,V,0)\ Sy, 71(E)>--->yN(E) > 0. (5.13)

Comme nous allons le voir & présent, le réel /-(N,V) et l'intervalle I(N,V, /) pour ¢ <
¢c(N, V) sont définis de telle sorte I'on puisse appliquer le Théoreme au groupe de Furs-

tenberg de {Hc(f\? Ywea-
Le Théoréme nous donne le plan de notre démonstration.

1. Nous construisons (¢ (N, V) et I(N,V, ¢) de sorte que pour tout ¢ €]0,/c(N, V)| et tout
E € I(N,V,{), T, 0(E) € O, pour tout w0 ¢ {0,1}N, ot1 O est le voisinage de Ly
donné par appliqué a Spy(R) .

2. Pour ¢ < {c(N,V), on calcule log T, ) (E).

3. On démontre enfin que l’algebre de Lie engendrée par ces logarithmes,
Lie{log T,,0 (E) | @ € {0,1}"} = spy(R),

I’algebre de Lie de Spy(R) .

Un lemme algébrique

On suppose que V = V, ou Vj désigne 'opérateur de multiplication par la matrice
tridiagonale dont les coefficients diagonaux sont nuls et ceux sur les sous et sur diagonales
valent 1.
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Lemme 5.2.5. Soit N > 1et E € R. L'algébre de Lie engendrée par {X o (E) | 0® € {0,1}N} est
égale a spr(R) .

Démonstration : On rappelle que :

spn(R) = {( ;2 —b}a > , a € MN(R), by and by symmetric} .

Pouri,j € {1,..., N}, soit E;; la matrice de M (IR) avec un 1 & I'intersection de la i-eme
ligne et de la j-iéme colonne, and 0 ailleurs. On pose également

. 1/0 E;+E; Ei O
vi,je{l,...,N}, Xij:2<0 "o ]Z>1Yij:txij/ Zij:< 0 —Eﬁ)'

On note également par ¢;; le symbole de Kronecker :

s {1 i=]
P 0 i i

On remarque que I'ensemble {Xj, Yij, Z;;}i—1.n est une base de spy(IR). Par un calcul
direct, on a les relations, pour tous i,j, k,r € {1,...,N},

(Zij, Xir] = O Xir + 6j Xix
@) [Yr, Zij] = 0uYrj + 6ir Vi
(iii) [Xij, Yir] = § (65 Zir + 63 Zik + 6iZir + 0ir Zjxc)
ott [, | est le crochet usuel sur I'algebre de Lie d’un groupe linéaire. De ces relations, on
déduit que spy(R) est engendré par

{Xij, Yy i, je{L,..., N}, [i—jl <1}

En effet, soit g ’algebre de Lie engendrée par cet ensemble. Soit i € {1,...,N}. Alors,
Zii = Z[Xii/Yii] cgetZii1= Z[Xl'l', Yi,i+1] € g. Alnsi, pour tous i, j € {1, ceey N}, |l — ]|
1, Zjj € g. Puis, on a, X0 = [Zjip1, Yigriv2), Yiiez = [Yiit1, Zigri2] € get Ziio
2[Xiit1,Yis1,i42] € 9. D'oty, pour tous i,j € {1,...,N}, [i — j| = 2, X, Yij, Zij € g. Par
récurrence, on fait de méme pour les indices i, j tels que |i — j| = 3 et plus généralement
pour les indices i, j € {1,..., N}. Ainsi, on prouve que {Xjj, Yij, Z;}; j-1..n estinclus dans
g d’ott 'on déduit que spy(R) C g. Finalement, g = spy(R) .

I IA

Grace a ce résultat d’algebre linéaire, pour démontrer le lemme il nou suffit de
démontrer que, pour tout E € R, I'algébre de Lie engendrée par {X o (E) | v €
{0,1}"} contient toutes les matrices Xjj et Y;; pouri,j € {1,...,N}, |i — j| < 1. Soit

a(E) = Lie{ X0 (E) | ! € {0,1}N}. (5.14)

Pour démontrer que a(E), l'algébre de Lie engendrée par {X o (E) | @ € {0,1}N},
contient otutes les matrices X;; et Yj; pour i,j € {1,...,N}, li—j| <1, on procede en
plusieurs étapes. Fixons E € R.

Etape 1. Prouvons que les matrices Z; pour i € {1,...,N} sont dans a(E). Soit w© et
@ dans {0,1}N.Ona:

= diag(c; (cb%o) - w%o)), .
En particulier, pour w0 = (0,...,0)et @0 = 0,...,1,...,0),avecun 1 ala i-ieme place
et 0 ailleurs, on obtient Z;; = [X ) (E), X450 (E)] € a(E).
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Etape 2. Avec le méme choix de w© et ©®0 ona

X0 (E) = X0 (E) = Y.

w

Ainsi, pour touti € {1,...,N},Y;; € a(E).
Etape 3. On fixe (¥ € {0,1}Neti € {1,...,N}.Ona:

0 —2E;;
X . ’Z“ _ il
(X (E), Zi < M0 (0)Eii + E;iM 0 (0) — 2EE;; 0 >
= 2X;+2Yii 1 +2Y i+ 2(‘0(0) —E)Y;

i

avec la convention que Yj; vaut zero si l'indice j n’est pas dans {1,...,N}. Alors, en
divisant par 2, on a,

Vie{l,...,N}, =X;i+Yi.1+ Yii1 + (0” — E)Y; € a(E). (5.15)

Etape 4. On montre que la matrice ] est dans a(E). Fixons w(®) = (0,...,0). En sommant
(5.15) suri € {1,...,N}, onreste dans a(E) eton a:

(—Xi) + ( Moo(E) 0 ) € a(E).

On peut soustraire X, ) (E) € a(E) pour obtenir :

3 (—X) + (0 o) =(0o o)<,

i=1

=
™=z

Il
—_

(=Xii+Yii-1+Yiis1 — EYii) =
i3

Thus, ( 8 ’éN ) € a(E).Mais, par I’étape 2, tous les Yj; sont dans a(E), ona donc également :

N
0 0
Yii = < > € a(E).
= In 0

En additionnant ces deux matrices, | = ( ION 751\‘ ) € a(E).

Etape 5. Pour tout i € {1,...,N}, [J,Zi] = 2Y;; +2X;; € a(E).
2Xii =[], Zii] —2Y;; € a(E) et, pour touti € {1,...,N}, X;; € a(E).

Etape 6. Rappelons que X;; = Xj; et Y;; = Yj;. Soiti € {1,...,N}. Soustrayant (w(® —
E)Y;; € a(E) et additionnant X;; € a(E) dans on obtient Y;; 1 + Yj ;41 € a(E). Pour
i =1, cela signifie que Y1, € a(E). Alors, %Zl,z = [X1,1,Y12] € a(E) et Z1, € a(E). Or, on
aaussi2X12 = [Z12, X20] € a(E) et X12 € a(E).Pouri =2,0naYs1 + Yo3 € a(E). Mais
on vient juste de montrer que Y1 € a(E). Donc Y3 € a(E). Par récurrence, on montre
alors que:

Or Y;; € a(E), donc

Vi e {1,...,N}, Yi,i+1 € a(E)
De plus, pour touti € {1,...,N},

1
[Xii, Yiisa] = 5Ziji1 € a(E) and  [Zij, Xis1,in1] = 2Xii41 € a(E).
Cela montre que toutes les matrices X;j et Y;j pouri,j € {1,...,N} et |i —j| < 1sontdans
a(E). Ainsi, a(E) = spn(R) .
]
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Suite de la démonstration

Revenons a la premiere étape de la démonstration. Tout d’abord, les valeurs propres de
X, 0 (E)'X 0 (E) sont 1, A" —E)2, .., (A4"” — E)2,d ou :

[|X 0 (E ||—max<1 , max |)L“’ —E]),

ot || || est la norme matricielle associée a la norme euclidienne sur R?N.
Puisque le voisinage O ne dépend que de Spy(R), donc uniquement de N, on cherche a
construire un intervalle de valeurs de E tel que, pour £ assez petit,

Y@ € {0,1}N, 0 < 0| X0 (E)|| < diog 0, (5.16)
ou encore
w JE—
0 < £max <1, <0>r2§)),(1}N 1212)1(\1 |AS E[) < diog 0- (5.17)

Supposons que ¢ < djog 0 et posons 1y = %dlog o > 1. Alors, du fait que r, > 1, ’ensemble :

I(N,V,¢) =< E € R| max 1, max max |/\“’ —E| <r (5.18)
6{01}N1<Z<N

peut s’écrire comme l'intersection suivante,

IN,V,0)= N A —reA Y 4. (5.19)

©e{0,1}N 1<i<N

Avec les définitions de Amin, Amax €t Ag données en (5.10), si Ag < 74, I(N,V,{) # @ et plus
précisément, I(N,V,{) = [Amax — ¥¢, Amin + 7¢].

Cet intervalle est centré en w et est de longueur 2r; — 219 > 0 qui tend vers +oo
lorsque ¢ tend vers 0.

De plus, Amin, Amax et dlog o ne dépendant que de N et de V, I(N, V, £) ne dépend que de
¢,V et N et la condition Ay < ry est équivalente a

dlog O

l
<

=/c.

Nous venons donc de construire /¢ et I(N, V, £) de sorte que
Ve < lc, VE€ I(N,V, 1), 0 < l||X 0(E)|] < dlog o. (5.20)

Or, rappelons que de part la définition de O via le Théoreme[5.2.3} exp est un difféomorphisme
de log O sur O. Dong, pour tout E € I(N,V,?¢), log T, (E) = {X_ 0 (E), ce qui nous fait
franchir immédiatement la deuxiéme étape de notre démonstration.

Pour la troisieme étape, il suffit d’appliquer le Lemme [5.2.5|pour obtenir :

Ve >0, VE € R, Lie{fX o (E) | 0@ € {0,1}N} = spn(R). (5.21)

Nous pouvons donc enfin appliquer le Théoréeme pour obtenir que

V0 < lc, VE€I({,N), < T, 0(E) | w® € {0,1}N > = Sp(R). (5.22)
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2.8 e 2

L'utilisation du théoréme de Breuillard et Gelander pour obtenir la séparabilité des expo-
sants de Lyapounov nous amene a démontrer une propriété algébrique sur une algebre de Lie
engendrée par un nombre fini de matrices. Il s’agit 1a d"une condition ouverte et mieux, les n-
uplets d’éléments de Spy(R) qui n’engendrent pas un sous-groupe dense sont contenus dans
une sous-variété analytique fermée.

JOR PRI

N(N+1)

identifiée a la mesure de Lebesgue sur R™ 2 . Toutefois, la démonstration de ce théoréme

PRI

un ouvert Zariski dense de Sy(R) .
Pour k € IN*, soit

Vi = {(Xl, ., Xi) € (spn(R))¥ | (X4, ..., Xi) n’engendre pas spy (RR) } . (5.23)
Comme engendrer 1'algebre spy(IR) est une condition algébrique du type non annulation
d’une famille finie de déterminants (finie car, pour tout m € IN*, R[Tj, .. ., Tju| est noethérien),
il existe Q1, ..., Qr, € R[(spn(RR) )¥] tels que :

Vi = {(xl,...,xk) € (spn(R) ¥ | Qu(X1, ..., Xe) =0,...,Qn (X1,..., %) = 0} . (5.24)
Ici, on fait Iidentification R[(spy (R) )¥] ~ R[Ty, ..., Tian24n)]- Soient E € R et

Viey = {V €Sx(R) [{X1(E,V),..., X (E, V)} n'engendre pas spy(R) } . (5.25)

On montre que Leb w1 (V(g)) = 0. En effet, soit

2

. SN(R) = (spn(R) )
fer TNV (X1(E,V),...,X;n(E,V)) (5:26)
Alors, fg est polyndmiale en les N(I\;H) coefficients définissant V eton a:
VeV & (Qofe)(V)=0,...,(Qry o fe)(V) =0, (5.27)

chaque Q; o fg étant polyndmiale en les w coefficients définissant V. Or, on a démontré

que Vo & V(g). Dong, il existe ip € {1,...,7,n} tel que (Q;, o f£)(Vo) # 0 et, comme la fonction
Qi, o fe est polynomiale et non identiquement nulle,

Lebyosey ({V € Sn(R) | (Qio fe)(V) = 0)}) =0, (5.28)

et, par inclusion,
Leb N(N+1) (V(E)) =0. (529)
2

Enfin, soit V = N EG]RV( g)- Alors V est de mesure de Lebesgue nulleetsi V ¢ V, il existe Eg € R
tel que la famille { X1 (Eo, V), ..., Xon(Eo, V) } engendre spy(R) . Dong, il existe ip € {1,...,7n}
tel que (Qj, o f)(Eo, V) # O our:

R xSN(R) = (spy(R) )%

i (E,V) = (Xi(E,V),...,Xm,(E,V)) (5.30)

Or, pour V fixé, E — (Q;, o f)(E, V) est polynémiale et non identiquement nulle, elle n’a donc
qu’un ensemble fini Sy de zéros et, pour tout E € R\ Sy, (Q;, o f)(E, V) # 0, soit encore,

VE € R\ Sy, {X1(E,V),...,Xon(E,V)} & Von. (5.31)
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Donc, nous avons bien obtenu que V est de mesure de Lebesgue nulle et que si V' € V, il existe
Sy C R fini tel que pour tout E € R\ Sy, {X1(E,V),..., Xon(E, V) } engendre spy(R) .

De 13, on termine la démonstration du Théoréme On fixe V € SN(R) \ V et on ap-
plique le Théoreme en définissant au départ le réel (¢ (N, V) et l'intervalle I(N, V,¢) de
sorte que les logarithmes des T, o (E) valent £X ) (E, V) et soient dans log O.

Comme nous venons de le voir, c’est la nature algébrique des objets en jeu qui permet de
démontrer un résultat générique en V et la finitude de I’ensemble des énergies critiques. Nous
pouvons résumer simplement les idées utilisées en rappelant que I'ensemble des zéros d"un
polyndme a une variable non nul est fini et que plus généralement, ’ensemble des zéros d'un
polyndme a plusieurs variables non nul est de mesure de Lebesgue nulle.
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Chapitre 6

Théorie de Kotani

6.1 Valeurs propres généralisées et spectre

Dans cette section, nous allons énoncer dans les cas discrets et continus des résultats per-
mettant de caractériser le spectre a ’aide de la notion de valeurs propres et de fonctions propres
généralisées.

Tous les résultats seront énoncés pour des opérateurs de Schrodinger. Ce sont des résultats
déterministes.

6.1.1 Cas discret

Nous allons commencer par énoncer les définitions et résultats voulus dans le cas d'un
opérateur de Schrodinger discret agissant sur £2(Z%).
Rappelons qu’une fonction u : Z? — R est dite polynomialement bornée lorsqu’il existe
C >0etp > 0tels que
Vi € Z7, |u(n)| < C(1+ |n[w)?

Dans cette section H = —Agjsc + V est un opérateur de Schrodinger discret de potentiel V
quelconque.

Définition 6.1.1. On dit que E € R est une valeur propre généralisée de H s'il existe une fonction
polynomialement bornée u : Z¢ — R qui vérifie Hu = Eu. Une telle fonction u est appelé fonction
propre généralisée.

Notons 0, _¢(H) 'ensemble des valeurs propres généralisées de H.

Précisons qu'une fonction propre généralisée n’est pas nécessairement une fonction propre de
H puisqu’elle n’est pas supposée dans ¢%(Z%).

Enfin, on dit que deux boréliens A et B de R sont égaux a un ensemble de mesure spectrale
nulle pres lorsque E»4\p(H) = Ep\ 4 (H) = 0. Avec cette notion on peut énoncer le théoréeme de
caractérisation du spectre par les valeurs propres généralisées.

Théoreme 6.1.2. Le spectre de H est égal i 0, o(H) @ un ensemble de mesure spectrale nulle pres.
On en déduit le résultat suivant.
Corollaire 6.1.3. Ona o, _o(H) C o(H). De plus,
o(H) = 0y, _¢(H).
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Soit B un borélien de R et soit #(B) = Eg(H) la mesure a valeur projecteurs associée a
H. Alors, pour ¢, € (2(Z), on pose pgy(B) = (¢, 1(B)y). En particulier, on pose, pour
m,n € Z4,

Mmn(B) = (6m, 1 (B)dn).

Soit alors (&), cz« une famille de réels strictement positifs et tels que }_,,c 74 &, = 1. On définit
alors la mesure borélienne positive,

p(B) = Z &ntnn(B),

nezd
appelée une mesure spectrale a valeurs réelles de H. On a
p(B) =0 sietseulementsi yu(B) = 0.

En particulier, deux boréliens sont égaux a un ensemble de mesure spectrale nulle pres si et
seulement si p(A \ B) = p(B\ A) = 0. De plus, on a

suppp = o(H)
et ce support ne dépend donc pas du choix de la famille (&), c -

La premiere inclusion dans le théoreme s’énonce sous la forme suivante, connu aussi
sous le nom de Lemme de Sch'nol.

Lemme 6.1.4 (Sch’nol). Soit p une mesure spectrale a valeurs réelles pour H = —Agisc + V. Alors,
pour p-presque tout E € IR, il existe une solution u polynomialement bornée de I'équation Hu = Eu.

Démonstration : Soit B un borélien de IR. Par Cauchy-Schwarz, on a

Vi, n € Z°, |tmu(B)| < |ptmm(B)|2 |snn(B)]2.

Comme par construction de p, les i, , sont absolument continues par rapport a p, il en est
de méme pour toutes les py, . On peut donc appliquer le théoreme de Radon-Nikodym
pour obtenir I'existence de fonctions p-intégrables F, ,, telles que

onan(B) = [ Eun(0)dp(A)

Comme y,, , est une mesure positive, les fonctions F, , sont p-presque stirement positives.
De plus,

p(B): Z D‘n,unn 2 ‘Xn/an dp / 2 IXnan dp )

nezd nez4 nezd

En particulier, p-presque strement, .7 @, F,n(A) = 1. On en déduit que p-presque
stirement, pour tout n € z4, Fin(A) < é On en déduit que

[ B0 )| = 1 (3)
< G (B) (0 (B)

- (/B Fm,m(/\)dp(/\))2 </B Fn,n()t)dp()t)>;

< ay*a, ?p(B).

N|—
N|—
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D’ou, p-presque stirement,
_1 1
|Fn| < a0 2. (6.1)
Or, par le calcul fonctionnel, pour toute fonction mesurable bornée f, on a

(6, f(H)3) = [ FA)Fun(1)d0(2).

En particulier, si ¢ est bornée a support compact, on prend f(A) = Ag(A) et on obtient

[ AW Ena()dp(d) = (6, Hg(H)en)
= (Hém, g(H)dn)
= Y —(Omip, &(H)Sn) + V(m)(ém,g(H)d,))
p|=1
- ¥ - / MEurspn(W)dp() + [ AV () Era(2)dp ()
p|=1
- / Ag(AYH™E,, ,(A)dp(A)

ott I'expression H")F,, ,(1) désigne I'application de I'opérateur H a la suite m +— F,, , (7).
Ainsi, pour toute fonction g bornée a support compact,

//\g )Epn(A)dp(A //\g " Epn (A)dp(A).

Ainsi, pour p-presque tout E € R et pour tout n € Z“ fixé, la suite de terme général
Um = Fyu(E) est une solution de Hu = Eu. De plus, cette suite (uy,),,cz Vérifie d’apres

@),

1
Vm € Z°, [ty | < Cote®.

Pour B > d arbitraire, on choisi alors a,, = c(1 + |m|)™P avec ¢ > 0 la constante de
renormalisation. Soit € > 0. Pour 8 = d + 2¢ on obtient 'estimation

3C >0, Vm € Z%, |u| < C(1+|m|)2te
Cela prouve que (1, ),,c 7z« €st une solution polynomialement bornée de Hu = Eu et cette

suite est construite pour p-presque tout E € RR.
O

L'autre sens du théoréme est donné par :

Proposition 6.1.5. Si I'équation Hu = Eu admet une solution polynomialement bornée, alors E €
o(H).

Démonstration : Pour L € N on pose Ap = {m € Z | |m| < L} le cube centré en 0 et de coté
2L +1.SiS C Z% etu € ¢?(Z%), on note

Etape 1. Montrons par 1’absurde que si u est polynomialement bornée et non nulle et si
I > 1, alors il existe une suite d’entiers (L, ),en qui tend vers l'infini et telle que

[l Ay,
[lullay,  nteo
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Dans le cas contraire, il existe a > 1 et Ly € IN tels que pour tout L > Lo,

HMHAL-H > HHMHAL'

En itérant cette relation et en prenant L = Ly au départ, pour tout k € IN,

k
el Argi = @[l Ay -

Or, u est polynomialement bornée, donc on doit avoir 1'existence de C,C; > 0 et de
p € N tels que
Hu‘ ’ALO-H(I S C1(LO + lk)P S Ckp.

D’oty, pour tout k € IN, ¥ < Ck? ce qui aboutit & une contradiction.

Etape 2. A présent, on se donne u une solution polynomialement bornée de Hu = Eu.
On la tronque en posant

 up si |m| <L
(UL )m _{ 0 sinon

Posons alors v;, = HulTHuL etSp = {mecZ|L—-1<|ml <L+1}. Soitm ¢ S;.Si
|m| > L+ 1 alors dans l'expression de

((H=E)up)m = — 2 (”L)m+p + (Vi — E)(ur)m
Ipl=1

tous les termes sont nuls donc ((H — E)up ), = 0.Si |m| < L — 1 alors dans cette méme
expression, u; = uetona ((H— E)ur), = ((H— E)u), = 0. Ainsi,

(H=E)uc| P < [|ullz, = Y lunl = lullz,., = lulfA, -
meSy

Or, par I'étape 1, il existe une suite (L,) qui tend vers l'infini et telle que

[l A,
[lullay, ., notee

Alors,

2 2
L P 11 9
T il e

Ainsi, (vr, )neN est une suite de Weyl pour H et E, donc E € o(H).
O

Démonstration : On prouve le corollaire. Tout d’abord, on ¢,,_¢(H) C ¢(H) par la Proposition
6.1.5. Comme le spectre est fermé, on obtient la premiére inclusion : 0, ¢(H) C ¢(H).
Puis, par le théoréeme onap(R\ o, ¢(H)) =0dou

(R\ op—s(H)) Neo(H) = (R\ 0p¢(H)) Nsuppp = .

Dela, o(H) C 0p_¢(H).
]
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6.1.2 Cas continu

Pour les démonstrations et des références plus poussées on renvoie pour cette section a
[26]. On commence par définir la classe de fonctions dans laquelle sera choisi le potentiel.

Définition 6.1.6. Soit V : RY — R. On dit que V € K lorsque

1. Sid >3, .
limsup [ Jx =y "2V (y)ldy = 0.
a—0 JCE]Rd |x7y|§p¢

2. Sid=2,
timsup [ In(x—y|™)|V(y)ldy = 0.
a—0 XG]R2 ‘x7y|§a

3. Sid=1,

sup/ |V(y)|dy < oo.
lx—y|<1

xeR
De plus, on dit que V € K9 lorsque V1 B(o,R) € Kg pour tout R > 0.

Par ailleurs, on posera V_ = max(—V,0) et V4 = max(V,0). On a alors le résultat suivant
dt a Sch'nol et indépendamment a Simon. On rappelle qu'une fonction u : RY — R est dite
polynomialement bornée lorsqu’il existe C > 0 et p > 0 tels que

Vx € RY, |u(x)| < C(1+ |x|)P.

Théoréme 6.1.7. Soit H = —A + V agissant sur H*(R?) avec V, € K et V_ € K. Soit E € R
tel qu’il existe u polynomialement bornée solution de Hu = Eu. Alors E € o(H).

De fait, on peut affaiblir la condition “polynomialement bornée” pour u en :

YA >0, 3C >0, Vx € R?, |u(x)| < Ce?l!,

Il n’est pas vrai en général que réciproquement si E € o(H), alors Hu = Eu posséde une
solution polynomialement bornée. Par contre, on a:

0(H) = {E € R|Hu = Eu a une solution polynomialement bornée }

ol la barre est 'adhérence pour la topologie usuelle de IR.
Plus précisément, on peut énoncer une version continue du lemme de Sch'nol comme
donnée dans [26][Théoreme C.5.4].

Théoreme 6.1.8. Soit V. € K‘liOC et V. € Kyet H= —A+V.Onfixed > %. Alors il existe une
mesure spectrale i valeur réelles p et une famille { A, },>1 d’ensembles mesurables deux a deux disjoints
dont 'union est égale au support de p et tels que si E € A, il existe n fonctions u1(-,E), ..., uu (-, E)
vérifiant

1. Huj = Euj au sens faible contre la mesure p,

2.3C >0, |uj(x,E)| < C(1+2)3,

3. si E est fixé, les uy(-,E), ..., uy(-, E) sont linéairement indépendantes.
Démonstration : La principale difficulté est de construire dans ce cas la mesure p et de vérifier

le premier point. Elle s’obtient comme une trace :

p(B) = Te((1+x%) " SE(A)(1+ %) %) ]

On retrouve alors 1'égalité énoncé plus haut en remarquant que si Ey € o(H), alors pour
toute > 0, p(Eg — €, Eg + €) > 0 et pour tout E arbitrairement proche de Ey, Hu = Eu admet
une solution polynomialement bornée (on utilise ici la définition du support de p).
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6.2 Théoréeme d’Ishii-Pastur

6.2.1 Opérateur de Schrodinger a valeurs scalaires

Soit (), A, P) un espace de probabilité et soit T : 3 — Q) une transformation inversible
ergodique. Soit f : (O — IR mesurable et bornée. On pose :

YVweQ,VneZ, Vi = f(T'w).
On considere I'opérateur de Schrodinger aléatoire h,, agissant sur ¢2(Z) par :
(hot)n = —(Ups1 + ty—1) + VS uy,.

On considere 'équation h,u = Eu, E € R et la suite de matrices de transfert associée,
(T} (E))nez, donnée par

T (E) = < V,;"l—E —01 )

A cette suite (T (E)) ez est associé ’exposant de Lyapunov y(E) > 0. En effet, posons pour
nez Sy(wkE)=TE)  TY(E)sin > 1etS_,(w,E) = (T, 1(E)~' - (T¢(E)) " si
n > 1. Alors les deux limites

Ye(w,E) = lim - log(|[Su(w, E)|])

n—=+oo |Tl’

existent pour P-presque tout w € Q. De plus, puisque S_,(w, E) = (T§(E)---T%,,(E)) ™",
on a par le caractere i.i.d.,

E(log ||S-n(w, E)I[) = E((Sa(E))™")

Orsi]=(%,'), onal(JSu(E)J™!) = (Su(E)) ! et comme la transposition, ] et ]! sont des
isométries, on obtient que y_(w, E) = v+ (w, E) = 7(E), P-presque stirement.

De plus, comme det(S,(w, E)) = 1, au moins 1'une de ses valeurs propres est de module plus
grand que 1 et donc la norme de toute ces matrices est plus grande que 1. Donc par passage au
logarithme, (E) est positif.

On pose alors
Z={EeR|v(E) =0}.

On rappelle aussi que si S C R, 'adhérence essentielle de S est définie par :
S ={E€R|Ve>0,Leb(SN(E—¢E+e¢)) >0}

Théoreme 6.2.1. Soit X, le spectre absolument continu presque-sir de la famille ergodique {he } weq-
Alors,

—~=€sS

Sac C 2 (6.2)

Démonstration : Nous démontrons cette inclusion par contraposée. Soit (4,b) C R un intervalle
et supposons que y(E) > 0 pour presque tout E € (a,b).

Soit A = {w € Q| 7v(w,E) = 0}. Alors pour Leb-presque tout E € (a,b), P(Ag) = 0.
On pose alors

A={(w,E) e Ox(ab)|v+(w, E) # v-(w, E) ou les limites n’existent pas ou y(w, E) = 0}
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et
Ay, ={E € (a,b)]|v4+(w,E) # v-(w, E) ou les limites n’existent pas ou y(w, E) = 0}.

Alors, par Fubini,
b
(P @ Leb)(A) = (Leb ® P)(A) = / P(Ag)dE = 0.

D’ot, pour P-presque tout w € (), Leb(A,) = 0. Ainsi, pour P-presque tout w € ),
¥(w, E) > 0 pour tout E € (a,b) hors d'un ensemble de mesure de Lebesgue nulle.

Par ailleurs, on sait par le théoreme que
ER\o, () (o) = 0.

Comme Leb(A,) = 0, par définition du spectre absolument continu, on a EX, (hy) = 0.
Or,siE ¢ A, par le théoréme d’Oseledets, les seules solutions polynomialement bornées
de h,u = Eu sont exponentiellement décroissantes a l'infini et sont donc des vecteurs
propres dans ¢?(Z). Comme ¢?(Z) est un espace de Hilbert séparable, il ne peut y avoir
qu'un nombre au plus dénombrable de tels vecteurs propres et on en déduit que

Leb(0, ¢(h) N ((a,b) \ Ay)) = 0.

Il vient finalement, en utilisant dans la premiere égalité que Eg\,, (1) (hw) =0,

Eon) (ho) = Ef pyna,_ () ) = Efapyna, o) + EG pyno, (h)nag, () = 0.

Ceci démontre bien l'inclusion voulue.
O

Remarque 6.2.2. Cette démonstration n’utilise pas le fait que I'opérateur de Schrodinger est discret.
En effet, moyennant le fait que le lemme de Sch'nol est aussi valable dans le cas continu, a condition de
bien définir les matrices de transfert dans le cas continu (ce qui est aussi possible) cette démonstration
s’adapte directement.

Corollaire 6.2.3. Soit (a,b) C R, a < b, un intervalle. Si pour Lebesgue presque tout E € (a,b),
Y(E) > 0, alors £oc N (a,b) = .

Exemple 6.2.4. On considere a nouveau l'opérateur de presque-Mathieu HY" agissant sur (2(Z) par :
Yu € (2(Z), Vn € Z,(HY u)y = ttysq + ty_1 + Acos(w + 27tna)uy,

oil w est irrationnel, A réel et w € [0,271). Le potentiel est ici ergodique en considérant Q) = T muni de
la mesure de Haar. On va alors montrer que

A
VE € R, y(E) > log (‘ZD . (6.3)
Si E € R, on considere la suite de matrices de transfert

n Acos(w +2mtna) — E  —1
Ta(,)(E)=< ( ; ) 0 >

Nous allons I'écrire sous une autre forme a 'aide relations trigonométrigues.
Pour z € C, on pose z,, = ze27 ot on considere la matrice

A2 — —_
Zn(Z,E) = < Z(Zn +Zl) Ezy bzﬂ )
n
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Pour z = €\, z,, = e7Ma+w pf

1

cos(w + 2mnu) = E(Z" + Zin) & 2z, cos(w + 2mna) = 225 + 1.
Ainsi,

@w%m:<M“%W+”W*f%‘%>:%ﬁ%m

Zn 0
Alors,
1Z4(e, E) - - Zo(e', E)|| = |zu - - - 20| || TSV (E) - - TS (E) || = 1- [[Su(w, E)|].

Si on pose

1 27
7(E) = E(og |ISu(w, E)I) = 5 [~ log |7 (E) - T4 (E) |dew

alors, comme f : z +— 10g||Zn(2,E) - - - Zo(z, E)|| est sous-harmonique (elle est semi-continue supérieurement
et f(z) est inférieure a la valeur moyenne de f sur tout cercle centré en z), on a

Y (E) > f(0) =log||Z,(0,E) - - - Zo(0,E)|| = log (‘/Z\DHH

Z,(0,E) = (é 8)

Ainsi, v, (E) > (n+1)log (|4]) et par passage a la limite aprés avoir divisé par n + 1, on obtient
A
w2

On peut alors appliquer le corollaire du théoreme d’Ishii-Pastur pour obtenir que pour presque tout
w € [0,271), le spectre absolument continu de HY" est vide pour |A| > 2.

car

o

6.2.2 Opérateur de Schrodinger a valeurs matricielles

Soit N > 1. On considére des opérateurs de la forme

2(Z)ocN — r(z)ecN

hN
@ (un) — (_(”n—i-l + un—l) + Vw(n)un)

ou les V. sont des matrices symétriques réelles i.i.d. sur une espace de probabilité complet
(Q, B,P). Ainsi, la famille {i) },,cq est ergodique.
Pour étudier les fonction propres généralisées de 'opérateur hlY on résout ’équation

—(un+1 —+ un,l) —+ Vw(”) u, = Euy,

ce qui conduit a introduire les matrices de transfert

V.iy—E —I
Tw(ﬂ)(E): ( w()I 0)

Ces matrices de transfert forme une suite de matrices i.i.d. dans Spy(R) de loi commune yf et
on peut donc considérer le sous-groupe de Furstenberg associé,

Gy = (supp pE).

Les exposants de Lyapunov en $-co sont alors bien définis et ils sont égaux et indépendants de
w pour P-presque tout w € Q).
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Notation. Soit Qy,p un sous-ensemble de () tel que :
1. IP(QLyap) =1,

2. pour tout w € Qyy,p les limites définissant les exposants de Lyapounov existent en +oco
et pour chaque p elles sont égales en +-co et —co,

3. pour tout w € Oyyap, ces limites sont indépendantes de w.

On démontre, dans ce cadre des opérateurs a valeurs matricielles, un analogue du théoreme
de Ishii et Pastur sur la caractérisation du spectre absolument continu par les zéros des expo-
sants de Lyapounov.

Rappelons que pour w € Qyyap, 'opérateur i} a 2N exposants de Lyapounov qui peuvent étre
regroupés par paires de nombres réels opposés :

Y1(E) > -+ > 9YN(E) 202> yn41(E) = —YN(E) = --- > 72n(E) = —711(E).
Pourj € {1,...,N}, on pose
Z] = {E €R | 311,...,12]' € {1,...,2N}, ’)/ll(E) =--- I’)/lzj<E) IO}

;’roposition 6.2.5. Soit j € {1,...,N} et soit E € Z; fixé. Soit w € Qyyap. Alors, tout sous-espace
e
{p e (CNY2 |he =Eq, ¢ & 1*(Z) @ CN et ¢ est polynomialement bornée }

est de dimension au plus 2j.

Démonstration : On pose
Vaol(E) = {g € (C*)* | hyg = Ep},

W(E) = {¢ € Vsoi(E) | ¢ est polynomialement bornée },

et
Vi2(E) = {9 € Vaal(2) | ¢ € £(Z) 2 C"}.

Pour démontrer la proposition, il suffit de montrer que
dim Vp(E) < 2j+dim V2 (E).
Pour ¢ = (¢n)nez et = (Pn)nez dans Vi, (E), on pose
Wig,¥) = (571 ()

ouj = ((I) _OI ) Alors, W est une forme bilinéaire antisymétrique sur Vg, (E). De plus,

puisque ¢ est dans V) (E), elle est déterminée de maniére unique par (if) et puisque

J est inversible, W est non-dégénérée. En effet, soit p € V,,(E) telle que, pour toute
¢ € Vil(E), W(p,¢) = 0. On applique cette égalité avec 2N suites ¢ distinctes, celles

telles que les ({1 ) soient les 2N vecteurs de la base canonique de C?N. En écrivant ces

2N relations, on obtient un systeme de Cramer de solution unique | <$‘f ) = 0. Puisque

est inversible, on obtient %) — 0 et puisque ¢ est déterminée de maniere unique par
L/} puisq que p

(%2), on obtient ¢ = 0.

Comme W est une forme bilinéaire antisymétrique non-dégénérée sur Vs, (E), si V1 et V,
sont deux sous-espaces de V. (E) tels que

Vo e Vi, Y € Vo, W(p, ) =0, (6.4)
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alors
dim V; + dim V5, < 2N. (6.5)

En effet, V; et JV, sont orthogonaux pour W.

On pose :
Dy = {¢ € Vi (E) | ¢ décroit exponentiellement en =+ oo}.

Puisque E € Zj, il y a exactement 2j parmi les 2N exposants de Lyapunov qui s’annulent
en E. Par le théoreme d’Oseledets,

dim Di =N— ]
Onaaussi D ND_ C Vp(E), donc par la formule de Grassmann,

dim (Dy +D_) = dim D4 +dim D_ —dim (D ND_)
> 2N —2j— dim Vp(E) (6.6)

De plus, si on prend ¢ € Vp(E) et ¢ € D4, alors, par domination

im (7) 77 () =o. 6.7)

n—-+oo

Mais on peut par ailleurs montrer que la suite ( (o)) "7 ( l;’bil ) ) Z est constante lorsque
n ne

I'on choisit ¢ et i dans Vo (E). Eneffet, T, ) (E) € Spy(R) pour tout n € Z. Ainsi, pour
toutn € Z,

() T(40) = (T ((B) (£2)) T (B ()
= (%) T (BT T (B (1)
= ()T (m)
En particulier,

() T() = dim () (0 =0 638)

n—=+oo

Dong, si ¢ € Vp(E)etp € Dy + D_, W(g,¢) = 0 par linéarité a droite de W. Donc par
€.,
dim Vp(E) + dim (D4 + D_) < 2N.

En combinant avec (6.6),
dim Vp(E) < 2j + dim V2 (E),

ce qui démontre la proposition.
O

Soit Ppgqq 'ensemble des nombres réels E tels que I'équation hY¢ = E¢ admette une solu-
tion non triviale et polynomialement bornée. On a alors un analogue a valeurs matricielles du
lemme de Sch'nol.

Proposition 6.2.6. Pour P-presque tout w € (),

o(hy) = Poaa = {E € R| 3¢ € Vp(E) \ {0}}

et Er\p,,, (hN) =0, oix ER\Pyuq (hN) est le projecteur spectral sur R \ Ppaq associé a I'opérateur auto-
adjoint hY
] w-
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Alaide de cette proposition, on peut démontrer un analogue du théoreme d’Ishii-Pastur pour
les opérateurs a valeurs matricielles. Les idées de la preuve sont les mémes que dans le cas
scalaire.

Théoreme 6.2.7. Pour tout w € Oyyap, la multiplicité du spectre absolument continu de hl} dans Z;
est au plus 2j.

Démonstration : Soit w € Qyyap. Pour A un borélien de R, on note Ex (YY) le projecteur spectral

sur A et E3°(hYY) le projecteur spectral sur la partie absolument continue de o (kL) dans
A.

Pour démontrer le théoreme , on doit montrer que
rg E¥ (hyy) < 2j.
D’apres la proposition 6 ER\p,y, (1) = 0, donc
Eac (hN) %Cﬁpbdd (hN) = aZ(;ﬁPbddﬂS (hclg) + %jﬂpbddﬂsc (hg)])’
ouS ={E € R|3¢p € VW(E)NVp(E), ¢ # 0}.0r,si E € S, alors E est une valeur

propre de hY. Puisqu’il y a seulement un nombre dénombrable de vecteurs propres dans
% pour hY qui est auto-adjoint, la mesure de Lebesgue de S est zéro. Ainsi,

EZ ﬂPbddﬁS (h ) =0 et Eac (hN) EaZjﬂPbddﬁsC <hg) (69)
Or, puisque E € Z;, on peut appliquer la proposition pour obtenir directement que
rg EZjﬂPbddﬂSC (hg) S 2]

ce qui implique que
rg EZ ﬁPbddﬂSC (h ) < 2]' (6'10)

En combinant et (6.10), on vient de démontrer que
g () < 27

ce qui termine la preuve.

Le théoréme implique le corollaire suivant.

Corollaire 6.2.8. Si pour Lebesgue-presque tout E € R, y1(E) > --- > yN(E) > 0, alors Lo = @.
Démonstration : Si E € R vérifie yn(E) > 0, alors aucun des exposants de Lyapunov ne s’an-
nule en E, donc E € Z. Par le théoréme E% (hly) = 0. Si A est un borélien de R,
puisque par hypothese Leb(R \ Zy) =0,
EX(h})) = EX\\z, (k) =0, pour P-p.tw € Q.

D’ott £, = @ par définition de 2.
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6.2.3 Enoncé du théoréme d’Ishii-Pastur-Kotani

Les résultats liant les zéros des exposants de Lyapunov et le spectre absolument continu
sont en fait plus profonds que ceux déja énoncés. On reprend les notations introduites précédemment.

Théoréeme 6.2.9. 1. L'ensemble Z; est le support essentiel du spectre absolument continu de mul-
tiplicité 2j.
2. Il n’y a pas de spectre absolument continu de multiplicité impaire.
3. Ona

€SS

Z‘ac:Z‘NQSS: {EE]R"M(E) = :'YZN(E) :0}
On a enfin un résultat local.

Proposition 6.2.10. Si Zy contient un intervalle I, alors le spectre presque-siir de {hY },,cq est pure-
ment absolument continu dans 1.

Les démonstrations de ces résultats reposent sur les propriétés fines des fonctions M de
Weyl-Titchmarsch et de la fonction w de Kotani (voir [17]). Elles permettent aussi de démontrer
un résultat de caractérisation partielle des potentiels déterministes.

Soit C le demi-plan supérieur complexe {z € C | Im(z) > 0} et C_ le demi-plan inférieur
{z € C|Im(z) < 0}.

Proposition 6.2.11. Soit E € Cy UC_. On fixe w € Q. Il existe alors une unique fonction x
Fi(x,E) a valeurs dans My (C) (respectivement x — F_(x, E)) satisfaisant :

Fl 4 VoFe = EFy, Fo(O,E) = Lot [ |[Fu(x,E)|Pdx < +oo
0
respectivement :

0
—F! 4 Vo = EF, F-(O,E) = L et [ ||F-(xE)|fdx < +co.

Définition 6.2.12. Pour E € C U C_ on définit les fonctions m, M et M_ par :

d d
M (E) = - Fo(x,E)|ccg et M—(E) = — 4 _F-(x, E) a=o.

La fonction M caractérise le potentiel sur la demi-droite réelle positive.
Théoreme 6.2.13. M caractérise {V (x)}x>0 au sens oi si Vi et V, sont deux potentiels bornés tels

que M 1 = M.  alors pour presque tout x > 0, Vi(x) = Va(x).

Il y a un énoncé analogue dans le cas discret. Voir [17], Theorem 4.1 et Theorem 4.2. Pour
connaitre le potentiel sur la demi-droite réelle négative, on utilise le résultat suivant.

Proposition 6.2.14. Pour presque tout E € Zy et pour presque tout w € (),
M_(E+i0,w) = —M(E+1i0,w)".

La encore on renvoie a [17] pour la démonstration et pour I’énoncé analogue dans le cas discret.
Cela permet enfin d’en déduire :

Théoreme 6.2.15. Si Leb(Zy) > 0, alors V est déterministe.

Démonstration : La connaissance de V sur (—oo, 0] implique celle de M_. Le résultat précédent
implique que 1'on connait alors My sur Zy. Comme Leb(Zy) > 0, cela détermine M,
sur tout C par prolongement analytique des fonctions de Herglotz. Or M détermine V
sur [0, +00). Finalement la connaissance de V sur (—oo, 0] implique celle de V sur [0, +o0)

ce qui signifie que V est déterministe. .
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Chapitre 7

Régularité des exposants de Lyapounov
et de la densité d’états intégrée

7.1 Régularité des exposants de Lyapunov

7.1.1 Mesures invariantes

Nous commencons par donner une définition de 1’action d’un groupe sur un espace com-
pact. Dans cette partie, G désigne un groupe localement compact d’élément unité e et B est un
espace topologique.

Définition 7.1.1. On dit que G agit sur B si on peut associer continfiment a chaque (g,b) € G x B
un élément gb de B tel que :

1. g1(g2b) = (9182)b, Vg1, 42 € Get Vb € B.

2. eb="b,Vb € B.

Pour un tel couple (G, B) on peut supposer que I'on se donne une mesure y sur G et une
mesure v sur B. On peut alors définir la pseudo-convolution de ces deux mesures.

Définition 7.1.2. La pseudo-convolution d'une mesure y sur G et d'une mesure v sur B est 'unique
mesure y x v sur B définie par :

pev() = [ F(gh)dn(g)av(v)

pour toute fonction f sur B mesurable et bornée.

Remarque 7.1.3. Si B = G, alors cette pseudo-convolution coincide avec la convolution ordinaire de
deux mesures sur un groupe. On note alors dans ce cas u" la n-ieme convolution de y par elle-méme :
(TR

Remarque 7.1.4. Si yj et yp sont des mesures sur G et si v est une mesure sur B, alors on a : (pq *
H) v = py * (Ho * V).

Nous pouvons maintenant définir la notion de mesure invariante sur un espace topologique
sur lequel agit un groupe. Dans la suite, on fixe une mesure de probabilité u sur G.

Définition 7.1.5. Une mesure v sur B est dite y-invariante lorsque : p x v = v.

Théoréme 7.1.6. Soit (AY(E))uenN une suite de matrices aléatoires symplectiques d’ordre 2N i.i.d.
dépendant d’un parametre réel E et soit p € {1,...,N}. Soit g la distribution commune des A (E).
On suppose que le sous-groupe de Fiirstenberg G, associé a cette suite de matrices symplectiques est p-
contractant et L,-fortement irréductible et que E(log || A (E)||) est finie. Alors les assertions suivantes
sont vraies :
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1. 'yp(E) > ’7p+1(E)
2. Pour tout x non nul dans Lp :

lim —log|| AP (A3 (E) ... A (E))x|| = }_ 7i(E)
i=1

3. Il existe une unique distribution de probabilité yg-invariante, notée v, g, sur P(Ly) = {X €
P(APR?N) | x € L,} telle que :

[| AP Mx||

108 "]

vi(E)

M*s

d M d X) =
/SpN(]R)x]P(Lp) ue(M)dvy, g(%)

i=1

Le fait que I'on ait une représentation intégrale des exposants de Lyapounov mettant en
jeu la mesure v, g, implique que pour étudier la régularité en fonction de E de ces exposants il
nous suffira d’étudier la régularité de cette mesure vue comme fonction de E.

7.1.2 Continuité

Nous allons tout d’abord démontrer la continuité des exposants de Lyapunov par rapport
au parametre d’énergie E.

Théoreme 7.1.7. Soit (AY(E))nen une suite ii.d. de matrice symplectiques dépendant d'un pa-
rametre réel E. Soit yg la loi commune des AY(E). On fixe un intervalle compact I dans R et on
suppose que pour tout E € I :

1. Gy, est p-contractant et Ly-fortement irréductible pour tout p € {1,...,N}.
2. Il existe C; > 0, Cy > 0 indépendantes de n, w, E telles que pour tout p € {1,...,N} :

|| AP AR (E)|[? < exp(pCi + p|E| + p) < Ca. (7.1)
3. Il existe C3 > 0 indépendante de n, w, E telle que pour tous E,E’ € I et tout p € {1,...,N}:

|| AP AY(E) — APAY(E")|| < G5|E — E/|. (7.2)

Alors, pour tout p € {1,... N}, E — ,(E) est continue sur I.

Les méthodes pour démontrer ce résultat peuvent étre trouvées dans [8], chapitre V. Dans
cette référence, ce résultat de régularité est écrit pour une suite de matrices de transfert as-
sociées a des opérateurs de Schrodinger dsicrets et a valeurs matricielles. Or, cette restriction
ne concerne que les estimations et (7.2). Elles sont clairement vérifiées dans le cas de
matrices de transfert associées a des opérateurs discrets. Ces estimations s’averent étre aussi
vérifiées dans le cas continu.

Les principales étapes de la preuve sont les suivantes. Tout d’abord, on démontre la conti-
nuité de la fonction

I

(Lp)
ch,E .

X — R

_ i, AP A (E
(E, %) — ®,p(%) =E (log R |\x|(\ Dx”)
pour tout p € {1,...N}. On utilise seulement les estimées (7.1) et (7.2) a ce stade. Ensuite
on démontre la continuité faible de E +— v, ¢ en utilisant le théoréme de Banach-Alaoglu et
"unicité de la mesure pg-invariante v, g. En combinant ces deux propriétés de continuité et en
remarquant que

P
E,

T(E) +. ..+ 7p(E) = vpe(Ppe),

page 74 Opérateurs aléatoires et modeles d’Anderson



7.1 Régularité des exposants de Lyapunov

on obtient la continuité des exposants de Lyapounov.
On fixe un entier p € {1,...,N} et un intervalle compact I comme dans le théoreme
Pour E € I on pose :

vz € P(L,), ®,c(%) = E (log H(APﬁa(”E)MH)

Dans la proposition suivante nous résumons les propriétés de la fonction @, .

Proposition 7.1.8. La fonction @ a les propriétés suivantes :
1. > &, (X) est continue sur P(Ly).
2.3C>0,VE,E €1, SUPzep(L,) |®pe(X) — P (%) < CIE—E'|.

IxP(L,) —R

3. L tion O : N =
a fonction E%) s ()

est continue.

Démonstration : D’apres (7.1) ona:

H(/\plﬁilﬂE))JCH < log||(APAY(E))|| < log/C,

De 13, si ¥ — X dans IP(L,) par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue (une
constante est intégrable sur un espace de probabilité!) :

0ps(s) = B (g ICATEDAY g (1 IOPASEDS)

||| 1|

log

Cela prouve le premier point.

Pour deux matrices A et B, B étant supposée inversible : || Ax|| = || AB~'Bx|| < ||AB!||||Bx]||.

Dot : |“|‘§§“‘| < ||AB71||. 1l vient alors :

1AB~| = [[(A =B +B)B~"|| < [[A— B[ [IB~!|| +[l1]| = [[A = BI| [|B~"]| +1

En utilisant cette inégalité et en utilisant a la derniere inégalité, (7.2), on a:

(% iragten )|

@y (%) = Pp,pr (%)

g
< E (log|| (AP A% () (AP A (E) 7))
< E (log(||(APAY (E)) — (AP A (E)I] [I(A" A% (E) Y] + 1))
< E (1A Ag(B)) = (W AgEDI A" Ag END 1)
< GIE-EVG

Cela prouve le point (ii).
Pour prouver le troisieme point il nous faut juste combiner les points (i) et (ii). Soit ¢ > 0
et choisissons (E, X) et (E, j) suffisamment proches pour que :

|Ppe(X) = Ppe (@) < [Ppe(X) = Pp e (%)| + [Ppp (%) — Pp e ()]
< C|E-E'|+e¢
< Ctee

Cela termine la preuve.
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A l'aide de cette proposition nous allons pouvoir prouver la continuité des exposants de
Lyapounov.

Proposition 7.1.9. L'application E — (7y1 + ...+ vp)(E) est continue sur I.
Démonstration : On fixe E € 1. Soit E; une suite de réels dans I, convergent vers E. Par le
théoréme il existe une unique mesure v, g, pg-invariante sur IP(L,) et pour tout
I € N, il existe vy, pg,-invariante sur IP(L,). Par (7.1), on a: p, IL> UE.
— 0
Par le théoreme de Banach-Alaoglu, la suite (VP,E,) leN contient une sous-suite, disons

(l/p,E,‘ )ien, faiblement convergente vers une limite 7. Comme la convolution est faible-
! .
ment continue :

w ~
VpE, = e, *VpE, — + HE*V

Alors par unicité de la limite faible : 7 = ug * 7. Ainsi 7 est une mesure pg-invariante et

par unicité dans le théoreme [7.1.6/: 7 = v, . On en déduit que v, f, IL> vp,e et donc
—0

E +— vy g est faiblement continue.
D’apres la représentation intégrale donnée par le théoreme ona:
(r1+...+ ')’p)(E) = Vp,E(CDP,E)

Alors en utilisant le (ii) de la proposition et la faible continuité que nous venons
juste de prouver il vient :

li ... E) = 1 L))
Ig?o(')’l + + ')’p)( 1) lg?o Vp,Ez( p,El)
= llgf}o (VPrEl (Pp,e) + Vp £, (Ppg, — Pp e )
Vp,E (‘13;9,15)

= (11+...+7p)(E)

Cela prouve bien la continuité des sommes d’exposants de Lyapounov.

]
On a alors le corollaire suivant :
Corollaire 7.1.10. Pour tout entier p € {1,...,N}, E — v, (E) est continue.
Démonstration : En effet on peut écrire :
p(E)=(n—+...+7p)(E) = (m+...+7p-1)(E) .

7.1.3 Sous-harmonicité des sommes d’exposants de Lyapounov

Dans toute cette section, on suppose que les exposants de Lyapounov que 1’on étudie sont
associés a une suite (A% (E))qen de matrices symplectiques i.i.d. qui dépendent analytique-
ment du parametre E. Cela est vérifié pour les matrices de transfert associées a un modele
continu (ou discret) car son expression met en jeu uniquement des solutions de —u" + V,u =
Eu qui sont analytiques en E.

Tout d’abord on remarque que la définition des exposants de Lyapounov nous permet de
les définir pour des valeurs complexes de 1’énergie E. En fait la formule :

.1
(N +..+7,)(E) = lim ~E (log || A? (4% (E) ... A3 ()) ]
a aussi un sens pour E € C.

Nous allons maintenant définir les fonctions sous-harmoniques et en donner les premieres
propriétés.

page 76 Opérateurs aléatoires et modeles d’Anderson



7.1 Régularité des exposants de Lyapunov

Définition 7.1.11. Une fonction f C — [—oo, +o00] est dite sous-harmonique si :

1. f est semi-continue supérieurement, i.e. : VE € C, f(E) > lim supyHEf(y)
2. VE€C, Vr>0, f(E) < & [Z7 f(E + rei®)ds.

Remarque 7.1.12. Bien siir une fonction continue est semi-continue supérieurement et la premiére
hypothese de la définition est satisfaite par les sommes d’exposants de Lyapounov comme prouvé dans la

proposition

Nous allons a présent prouver une proposition qui donne les principales propriétés de stabi-
lité de ’ensemble des fonctions sous-harmoniques et le principal exemple de fonction sous-
harmonique.

Proposition 7.1.13. 1. Si f et g sont deux fonctions sous-harmoniques égales presque partout au
sens de la mesure de Lebesgue de R?, elles sont égales partout.

2. Si fy, est une suite de fonctions sous-harmoniques localement minorées, alors l'infimum pris
point par point de cette suite est une fonction sous-harmonique.

3. Si A(z) est une fonction entiere a valeurs matricielles, la fonction z — log || A(z)|| est sous-
harmonique.

Démonstration : (i) On fixe E € C. Par le principe du maximum pour les fonctions sous-
harmoniqueson a:
1

< =
Vr >0, f(E) 7 Joien

f(z)dz
Puis par semi-continuité supérieure :

f(E) = liml/D(E’r)f(z)dz

r—0 7712

Delasi f = g presque stirement, il vient :

r—0 71

.1 .1
f(E) =lim — /D(E’T)f(z)dz =lim — /D(E’r) g(z)dz = g(E)

Et le premier point est prouvé.

(ii) Une fonction semi-continue supérieurement est minorée sur tout sous-ensemble com-
pact K C C. On fixe un compact K C C. On peut alors appliquer localement le théoréme
de convergence dominé de Lebesgue pour obtenir :

27

1 . 1 27 .
i < i — i0 — / : i0
VE € K, ]}gﬂgfn(E) < nl?ﬂ{[ 2 )y fn(E+re®)de 2 )y (;gﬂ&f@(E—kre )de,

et 'infimum d’une famille de fonctions semi-continues supérieurement est encore une
fonction semi-continue supérieurement.

(iii) Ce point vient de la formule de Jensen sur le logarithme des fonctions holomorphes.
O

Nous avons a présent tout ce qu’il nous faut pour prouver la sous-harmonicité des sommes
d’exposant de Lyapounov.

Proposition 7.1.14. Pour tout p € {1,...,N}, la fonction E — 71(E) + ...+ 7p(E) est sous-
harmonique.
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Démonstration : Tout d’abord, la fonction E — A% (E) est entiére par hypothese. Puis, comme
un produit de fonctions entieres est une fonction entiere, E — AP(AY(E)... A (E))
est aussi entiere. Finalement par le point (iii) de la proposition E — logl| AP
(AY(E)... A (E))|| est encore sous-harmonique.

Par le lemme de Fatou, l'application E — E (log|| AP (AY(E)... Ay (E))||) est aussi
sous-harmonique. Or la suite (1 (log || AP (AY(E) ... AY(E))||))nen est une suite sous-
additive de nombres strictement positifs, sa limite est donc donnée par un infimum et

le point (ii) de la proposition s’applique pour donner que 1 (E) + ...+ v,(E) est

sous-harmonique.
O

Pour terminer cette section nous rappelons sans preuve 1'une des propriétés les plus intéressantes
des fonctions sous-harmoniques, 1'existence de limites non-tangentielles.

Proposition 7.1.15. Pour presque tout E € R, pour tout p € {1,..., N}, la limite suivante existe et
vaut :

lim(y1+...+7p) (E+ie) = (11 +... +7,)(E)

Démonstration : On utilise le fait que toute fonction sous-harmonique sur C est tangentielle-
ment continue en presque tout point de la droite réelle au sens de la mesure de Lebesgue.
O

7.1.4 Régularité holdérienne

Avec beaucoup plus de travail, on peut obtenir le théoréeme général suivant de régularité
holdérienne des exposants de Lyapunov.

Théoreme 7.1.16. Soit (A% (E))nen une suite i.i.d. de matrice symplectiques dépendant d'un pa-
rametre réel E. Soit ug la loi commune des AY(E). On fixe un intervalle compact I dans R et on
suppose que pour tout E € I :

1. Gy, est p-contractant et Ly-fortement irréductible pour tout p € {1,...,N}.
2. Ilexiste C; > 0, C; > 0 indépendantes de n, w, E telles que pour tout p € {1,...,N}:

| A7 AT (B)[]? < exp(pCi + plE[ + p) < Ca. (7.3)
3. Il existe C3 > 0 indépendante de n, w, E telle que pour tous E,E' € I et toutp € {1,...,N}:

|| AP AR (E) = APAS(E')|| < Gs|E — E'|. (7.4)

11 existe alors deux réels « > 0 et 0 < C < H-o0 tels que :
Vpe{l,...N}, VE,E' € I, |v,(E) —v,(E")| < C|E — E'|*.

Pour prouver ce résultat, on utilise un résultat sur les cocycles négatifs comme énoncé dans
[8], Proposition IV 3.5, p.187. On a aussi besoin d’estimations sur les opérateurs de Laplace
sur les espaces de Holder comme dans Proposition V 4.13, p.277 dans [8] et qui utilisent les
estimées et (7.4). Finalement en utilisant la décomposition donnée dans Proposition IV
3.12, p.192 de [8] on peut démontrer la continuité héldérienne de E — v, sur I.

7.1.5 Application au modele d’Anderson continu a valeurs matricielles

Dans un intervalle pour lequel on aurait déja montré que le groupe de Fiirstenberg est
p-contractant et L, irréductible pour tout p, il reste a montrer les estimées (7.3) et (7.4) pour

pouvoir appliquer le théoreme|7.1.16
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Estimations générales

Lemme 7.1.17. Soit V une fonction a valeurs matricielles dans L}, _(R, M,,(C)) et soit u une solution
de —u" + Vu = 0. Alors pour tous x,y € R :

2 12 2 12 max(xy)
I+ 1 ()P < Q)|+ I )l exe (7 " 1viey + 1))
Démonstration : On pose R(t) = ||u(t)||> + ||u’(t)||?. 1 vient avec cette notation :
Ri(t) = <u(t),u'(t) >+ <u'(t),ult)>+<u"(t),u(t) >+ <u(t),u"(t) >
= 2Re(< u(t),u'(t) >) +2Re(< u'(t), V(t)u(t) >)
= 2Re(< u/(t), (V(t) + D)u(t) >)

IN

2Re([[u ()| [[V(£) + 1] [[u(B)]])

u u/ 2
zy|V(t)+1|,<H @H‘“;H Gl )

IN

= [[V(t) + 1][R(#)

Nous avons utilisé 'inégalité de Cauchy-Schwarz a la quatrieme ligne et I'inégalité arithmético-
géométrique a la cinquiém. Finalement on a 'inégalité :

R(t) < |[V(#) + 1|IR(t)

qui par intégration nous donne l'inégalité voulue.
0

Lemme 7.1.18. Pour i = 1,2 soit V; € Li (R, M,(C)) et soit u; une solution de —u" + Viu = 0
telles que :

Fy € R, ur(y) = u2(y) ety (y) = ua(y)
Alors pour tout x € R :

N|—

(e (x) = w2 ()| + [y (x) — 3 (x)|?)

1 max(x,y) max(x,y)
< (1 @IP + 1 @IE) esp (7 ol + vl +2a0) x [ (e - vago)as
min(x,y)

min(x,y)

Démonstration : Sans restreindre la généralité on peut supposer que y < x. Dans C?N on a, de
par les hypotheses faites sur les solutions u; et u5 :

(200 ) = oo ) £ Gl ) (i 2560 )

Alors, en prenant la norme des deux cotés de 1’égalité, on obtient 1'inégalité suivante :

|CH = )= L e v Fussonen| (= )«

Puis par le lemme de Gronwall :

[ e )| < (L i - vl i) exp ([ (vl +var) - 29

Or, le lemme[7.1.17 nous dit que pour tout € [y, x] :

lr (O] < [ (D] + [ (D] < (s D)1 + [y () |?) exp (/xy(HVl(S)H +1)d5)
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Ainsi : ,
1 Y
s 11 < a1+ 1 0B exp (5 [+ 1))
Sil’on réinjecte dans l'inégalité il vient :

Nl—

(1 (x) = w2 ()17 + [ua (x) — uy (x) )

1 max(x,y) 1 1 m y)
2 / 2)2 = — —
< (I @IP+ @17 exp (7 S0+ 5+ Va0l +1d) x [ v - vago)ja

On a ainsi prouvé l'inégalité voulue car : 5 || Vi ()| + 1 < [|Vi(t)|| + 1.

ax(x,

O

Estimations de la norme des matrices de transfert

A partir des estimations générales que 1’on vient de prouver, on peut obtenir des estima-
tions pour la norme des matrices de transfert, uniformes en le parameétre E lorsque celui-ci
varie dans un intervalle compact de R. On fixe un intervalle compact I C IR. Soit E € I. Tout
d’abord, u?,..., u?N désignent les solutions de —u"" + V,,u = Eu avec les conditions initiales :

1 0 0
0 1 0

'(m,Ey= ("], #mE)= "], #NnE) = | (7.6)
0 6 |

ou#'(n,E) =*(u'(n,E) (u')'(n,E)).
La matrice de transfert est la matrice dont les colonnes sont les vecteurs #' (1 + 1, E) :

ul(n+1,E)  u2(n+1LE) .. uN(n+1E)

AW(E) . u}\,(n;rl,E) u%\,(n;rl,E) u%\,N(n‘Jrl,E)
. =
(W) (+1E) () (1-+1E) .. (8N (n-+1)

(udy) (n+1E) (13,) (n+1E) .. (1BN) (n+1,E)

Lemme 7.1.19. I existe des constantes C; > 0 et Co > 0 indépendantes de n, w, E telles que :
145 (E)|I* < exp(C1 + [E[ +1) < G
Démonstration : Soit i’ (n + 1, E) la colonne de A¥(E) de norme maximale. Alors :
1A (E)II? = (1@ (n+ 1, E)I[ = [[u(n + 1, E)|]* + ||(u')' (n + 1, E)|
En appliquant le lemme[/.1.17/avecx = n+1lety =n:

[l (n+1, E) P +[|(u) (n+ 1, E)|
n

< (I n B+ 1106 (0, E)P) e

Or, ||u’(n, E)||? =let ||(u')!(n,E)||> = 0 ou ||ui(n,E)||> = 0et||(u')(n,E)||*> = 1. Dans
tous les cas : ||’ (n, E)||*> = 1. Donc

+1
]|Vw(t)—EH+ldt>

n+1
g ()P <exp ([ 1Vl ~ B+ 10t)
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Or Vy(x) = Yhez v (x — k) est invariant par la translation par 1. Ainsi :
n+1 1
[ Vet = Ell+1dt = [Vt — Bl + 10t < ( sup [IVu(®)]l | +[E|+1
n 0 te[0,1]

Puis comme dans V,,, les w; prennent leurs valeurs dans {0, 1}, il existe une constante
C1 > O indépendante de w, n, E telle que :

<sup r|vw<t>||> <G
te[0,1)

Et:
||A5 (E)||* < exp(C1 + |E| +1)

Puis, étant donné que I est borné, |E| est aussi bornée et il existe une constante C; > 0
indépendante de w, n, E telle que :

exp(C1+ |E|+1) < Cy.
O

Remarque 7.1.20. Comme A% (E) est symplectique, sa norme est la méme que celle de son inverse et
ainsi :
1457 (E)7'P? < G

Nous allons maintenant prouver une estimation nous donnant la variation de la norme de
A% (E) lorsque E varie dans I.

Lemme 7.1.21. Pour tous E, E' € 1, il existe une constante C3 > 0 indépendante de n, w, E telle que :
||A% (E) — A7 (E')|| < GS|E — E|
Démonstration : Ona:
||A5 (E) — A (EN|| = || (n +1,E) — i (n + 1, E) |
Et d’apres le lemme|7.1.18|:
||#'(n+1,E) — ' (n+1,E")|
. n+1 , n+1 ,
<70 B ([ 100~ B = Vi) = Bl ) exp ([ 11V(0) = B+ 110Vsl0) ~ Bl + 21 )
Ainsi :
1
145 (E) = AS(EDI| < |E — E'lexp ([ 2AValo)ll+ |+ | +2t)

Mais, comme dans la preuve du lemme|7.1.19} sup; o [[Vw(£)]] < Cq et |E| et |E'| sont
bornées car I I'est, disons par une constante M. Alors il existe C3 > 0 indépendante de
n,w, E telle que :

n+1
exp </ ||Vw(t)—E|]+||(Vw(t)—E/)||+2dt> <exp(2C; +2+2M) < C3
n

Notre estimation est prouvée.
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Nous terminons en donnant les estimations portant sur les puissances p-ieémes extérieures
des matrices de transfert.

Lemme 7.1.22. I existe des constantes C; > 0, C}, > 0 et C, > 0 indépendantes de n,w, E telles que
pour tout entier p € {1,...,N}:

| AP AY(E)|[* < exp(pCy + plE| + p) < Gy

et pour tous E,E' € I :
|| AP A (E) = APAG(E')|| < G3|E — E'|

Démonstration : Pour la premiere inégalité on utilise simplement le fait général suivant : si
M € GLyn(R) alors : || AP M|| < ||M]|P. Cela vient de la décomposition polaire de M.
On peut en trouver la preuve dans [2] lemmes 5.3 et 5.4, page 62. Ainsi en appliquant ce
résultat et le lemme[7.1.19on obtient :

| AP A (E)[]? < (exp(Ci + |E| +1))” = exp(pCr + p|E| + p) < G

Pour la seconde inégalité, le résultat est un peu plus technique. Nous allons prouver que
pour deux matrices inversibles M et N :

[| AP M = APNI| < [N = MI[([IN[[P7"+ [[ML|INTP=2 4+ M ]P
Pour cela on part de :
APM — APN = APM(I — AP(MTIN)) = APM(I = AP(M™Y(N — M) + 1))

Ainsi on est ramené a calculer AP(M~1(N — M) + I). Pour u1 A ... A u, un vecteur p-
décomposable on a:

AP(M™HN=M)+I)(ur A... Auyp)
= (1 +M ' (N=Mu)A...A(up + MY (N = M)uy)
= wm Ao A(up+ M YN = Mup) + M (N —=M)ug A... A (up + MTHN — M)uy)

= A Aup+...+u A AM YN = M)u,
Ainsi on trouve l'expression suivante pour APM(I — AP(M~Y(N — M) +1)) :

ANPM(I=AN (MY N=M)+1D)(ug A... Aup)
= —((N=M)ug ANug A...ANup+ Mug A(N—M)ug A...ANNup+ ...
vt Mug Ao AMuy g A(N = M)uy)

Finalement, en prenant les normes, on obtient I’estimation suivante :
| AP M = APNI| < [N = MI[(|IN[[P~ + [[M[LIN[[P=% 4+ ...+ [[M][P)

A présent, en appliquant les lemmes|7.1.19|et|7.1.21| et cette estimation avec M = A% (E)
et N = A¥(E’), on obtient :

|| AP A(E) — APAY(E")|| < pCh'G3|E — E/|

etC} = pC§71C3 est indépendante de n,w et de E, E'.
Od
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7.2 La densité d’états intégrée

On veut étudier l'existence de la densité d’états intégrée et sa régularité pour des opérateurs
d’Anderson continus et a valeurs matricielles de la forme :

Hy =A@ In+ Y VI (x —n) (7.7)

nez4

agissant sur L>(R%) @ CV, d et N sont des entiers naturels, Iy est la matrice identité d’ordre N
et A; est le laplacien continu en dimension d.
Soit (Q), A, P) un espace de probabilité complet et soit w € Q. Pour tout n € Z, les fonc-

tions x — VLE,")(x) sont & valeurs dans les matrices symétriques, a support dans [0,1]9, et
uniformément bornées en x, n et w. On pose aussi :

VxeRY, V(x) = Y VI (x—n)

nezd

et on note V,, l'opérateur de multiplication maximal par x — V,,(x). La fonction x — V,,(x)
est uniformément bornée sur R en x et en w. Le potentiel V,, sera aussi choisi de sorte que
{Hy }wea soit Z4-ergodique. En tant que perturbation bornée de —A; ® Iy, H,, est auto-adjoint
sur l'espace de Sobolev H?(R?) ® CN.

7.2.1 Existence de la densité d’états intégrée

On veut définir une fonction de la variable réelle qui compte le nombre de valeurs spec-
trales de H,, en-dessous d"une énergie E fixée. Pour définir cette fonction, on commence par
restreindre H,, a des cubes de volume fini dans R“. Soit L un entier plus grand que 1 et soit

D = [-L,L]* C R? le cube centré en 0 et de coté 2L. On pose :
HY =AY o Iv+ Y v (x—n) (7.8)
nezd

la restriction de H,, agissant sur L?(D) ® CN avec conditions de Dirichlet au bord de D.
Définition 7.2.1. La densité d'état intégrée de {Hy, }weq est la fonction de R dans R, E — N(E)

oit N(E) pour E € R est défini comme la limite thermodynamique :

N(E) = lim —#{A < E|A e o(HY)) (7.9)

L—+oo0 ’D’

oul

D)| est le volume de D.

Il y a un double probleme d’existence dans I’expression (7.9). On doit tout d’abord prouver

que le cardinal #{A < E| A € a(H((UL) )} est fini pour tout E fixé et on doit ensuite prouver
I'existence de la limite. La réponse a ces deux problemes est donnée par 1’existence d’'un noyau

N R yE(0) < 1rs p
L? pour le sous-groupe a un parametre (e %" ),- . Ce noyau est obtenu a I'aide d"une formule

de Feynmann-Kac mettant en jeu une exponentielle ordonnée.

Une formule de Feynmann-Kac a valeurs matricielles

On commence par présenter comment on obtient une formule de Feynman-Kac a valeurs
matricielles pour le semi-groupe a un parametre (e~ %) (. On en déduit ensuite une formule

(L)
de Feynman-Kac pour (e *He" ).
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Soit W = C(R4,R) I'espace des fonctions continues de R dans RR. Pour tout ¢+ > 0 on
considere la fonction coordonnée :

W — R

Xt w0 Xi(w) = w(h)

Soit W la plus petite o-algébre sur W pour laquelle les applications X; sont mesurables. Pour
s,t > 0etx,y € RY on note par W x 1y la mesure de Wiener conditionnelle, definie sur (W, W),
associée au mouvement brownien partant de x au temps s et arrivant en y au temps t. On note
aussi [Es x4 I'espérance associée a la mesure W y 4 .
On étudie maintenant le semi-groupe a un parametre (e "%);-. On fixe t > O et w € Q.
Par la formule de Lie-Trotter, on a :
Ve 2R @CV, e tHof = lim (e (- Ad‘@h\’)ne_vﬂfﬁ)nf. (7.10)

n——+o0
Pour n € N fixé, I'opérateur :

n
(e (—0®Iy) L e-%;%)

a un noyau intégral donné par l'intégrale de chemin :
/He*% Vo) AW 1y (w). (7.11)

Mais, lorsque n tend vers l'infini, par definition de I'exponentielle ordonnée de Dyson :

lim He (5)-Vo () = eXP,.q <— /Ot Vw(w(s))ds>. (7.12)

n—>+00
Alors, par convergence dominée,

Vi e L2(RY) @ CN, vx € RY, e Mo f(x) = /R Ki(x,y) f(y)da (7.13)

t
Vx,y € RY, Vt > 0, Ki(x,y) = /expOrcl <—/ Vo (w(s)) ds> dAWo,x,,y (W). (7.14)
0

tHe

On vient donc de démontrer que e '« a un noyau intégral, K;(x, y). Voyons comment on en

P DTR TN P - s gD
déduit I'existence d’un noyau intégral pour e ~*He

de D du cheminw € W :

.On note Tp(w) I'instant de premiére sortie

Tp(w) = inf{t > 0, X;(w) ¢ D}. (7.15)

Puisque 'on utilise des conditions de Dirichlet au bord de D, pour définir HL(UL) on peut utiliser
les résultats sur les mouvements browniens tués qui conduisent a la formule :

vt >0, Vf € LA(RY) @ CV, vx € RY, e—fov”f(x) -

1 g _x—y?
\/?m/]Rd/X{t<TD( expord( / Vo (Xs(w ) dWo,x,ty(w) e 7 f(y)dy. (7.16)

On a donc démontré le résultat suivant.

- (L) -y 5
Proposition 7.2.2. Pour tout t > 0, e *He" g un noyau intégral donné par :

Vx,y eR?, Vt >0, Kt(L)(x,y) =

lx—y[2

ot
( / X{t<Tp(w expord( / Vw(Xs(W))dS) dWo (W) e 2 ) (7.17)

et Kt(L) est dans LZ(D2) ® Mn(C) pour tout t > 0.
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Existence de la densité d’états intégrée

. P ‘o4 —tH
Puisque le noyau est dans L?, on en déduit que pour tout t > 0, 'opérateur e =" est

Hilbert-Schmidt sur L?(D) ® CV. En particulier il est compact et son spectre est de la forme :

(D)
{e e, j >0}

ol (/\( )) j>0 est une suite croissante de nombre réels bornée inférieurement et qui tend vers

jw
(L)

+o0. Cette suite n’est autre que le spectre de H,,”. En particulier, pour E € R fixé :

#{A <E[Aeo(HY)} =#{Alt) <E} < +oo.

Cela répond au premier probléme soulevé pour démontrer 1’existence de N(E).
IL reste a démontrer que la suite ( D] #{/\ o <E }) , converge vers un nombre réel indépendant

(L.

de w : N(E). Pour cela on introduit la mesure de comptage des valeurs propres de H,,

Dw = 1pj D’ YNNG (7.18)

j=>0 ]w

(L )

ol (5 ) est la mesure de Dirac en A .On a alors:

/w

Proposition 7.2.3. La suite de mesures (np,, )1 >1 converge vaguement vers une mesure n indépendante
de w lorsque L tend vers l'infini et ce pour P-presque tout w dans Q). De plus, la transformée de Laplace
de cette mesure limite est donnée par : ¥Vt > 0,

L(n)(t) = \/% [ [ Trev expo (- /O Vo (Xe(w) ds> dew dWo 0.10(w). (7.19)

Corollaire 7.2.4. Pour tout E € R, la limite :

N(E) = lim — L 4r < E[ A € o(HDY)

+oo [ D

existe et est P-presque stirement indépendante de w. La fonction E — N (E) est la fonction de répartition
den:
VE € R, N(E) = n((—oo, E]).

On termine en donnant une fomule qui fait le lien entre la mesure n et la mesure spectrale
Epg,, associée a l'opérateur auto-adjoint H,,,.

Proposition 7.2.5. Soit f une fonction continue @ support compact sur R?, positive et telle que
|| f1l2(re) = 1. Soit My I'opérateur maximal de multiplication par f. Alors, pour tout borélien borné
B de R, l'opérateur MEp, (B) Mg est de classe trace P-presque silrement en w et :

n(B) = E(Tr(MfEgn, (B)Ms)) (7.20)
ou E est I'espérance associée a la mesure de probabiité P.

On veut maintenant, dans le cas ou d = 1, faire le lien entre N(E) et la somme des exposants
de Lyapunov en E. Avant cela, nous allons présenter la fonction w de Kotani.

Dans toute la suite on suppose d = 1.
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7.2.2 Fonction w de Kotani

Avant de définir la fonction w de Kotani on défini les fonctions m. Soit C le demi-plan
supérieur complexe {z € C | Im(z) > 0} et C_ le demi-plan inférieur {z € C | Im(z) < 0}.

Proposition 7.2.6. Soit E € CL UC_. On fixe w € Q. Il existe alors une unique fonction x
Fi(x,E) a valeurs dans My (C) (respectivement x — F_(x, E)) satisfaisant :

Fl 4 VoFe = EFy, Fr(O,E) = Lot [ |[Fu(x,E)|Pdx < +oo
0
respectivement :

0
_F' 4 V,F. = EF_, F_(0,E) = I, et / I|F_(x, E)|2dx < +oo.
Définition 7.2.7. Pour E € C4 U C_ on définit les fonctions m, M. et M_ associées d {Hy }wen
par :

d d
My (E) = ——Fy (%, E) lx=o et M (E) = = F(x,E) |x=0.

Ces fonctions permettent de calculer le noyau de Green de la résolvante de H,, hors de la droite
réelle.

Proposition 7.2.8. Soit E € C; UC-_. Alors (Hy, — E)~! a un noyau intégral continu Gg(x,y, w)
donné par :
_ [ B (x)(My +Mo)"THE(y) st x<y
Gele) = { 7 (M M) () o g e
On peut a présent définir la fonction w de Kotani. C’est cette fonction qui fera le lien entre
les exposants de Lyapunov et la densité d’états intégrée. En effet, sa partie réelle sera (a la
limite) la somme des N exposants de Lyapunov positifs, tandis que sa partie imaginaire sera
(toujours a la limite) égale a TN(E).

Définition 7.2.9. Soit E € C U C_. On définit la fonction w de Kotani par :

w(E) = JE(Te(M, (E) + M_(E))).

La fonction w a les propriétés suivantes :

Proposition 7.2.10. Pour E € CL UC_ :
1. w(E) = E(Tr(M, (E))) = E(Te(M_(E))).
2. f+w(E) = E(Tr(Ge(0,0,w))).
3. —Rew(E) = (71 +...+n)(E).

4. E (Tr(Im M+ (E,w) 1)) = _ZRIenqu(E) — 2(71+.I.;E7N)(E),

Dans le point 3, précisons que la formule :

.1
71(E) + ...+ N (E) = lim —E(log || A" (A7 (E) ... A7 (E)]])
a un sens pour tout E € C.

On peut alors utiliser des résultats d’analyse harmonique valables pour des opérateurs de
Schrodinger a valeurs matricielles. On introduit tout d’abord 1’espace des fonctions de Her-
glotz :

H = {h | h estholomorphesurC; eth : Cy — C}.

On considere alors le sous-espace de H :

W={weH|w v, —iweH}.
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Proposition 7.2.11. La fonction de Kotani w est dans V.

Démonstration : Tout d’abord, puisque H,, est auto-adjoint, son spectre est inclus dans R et
E — M. (E) est holomorphe sur C \ R. Il en est alors de méme pour E — Tr(M, (E)).
Or,silmE > 0,0ona:

+o00
Im M, (E) = (ImE)/O F. (x,E)*F. (x,E) > 0.

Alnsi, E +— Tr(M4(E)) estdans H etw € H.

Ensuite, par le point 2 de la proposition[7.2.10, w’(E) = E(Tr(Gg(0,0,w))). Or, G£(0,0, w)
est holomorphe hors du spectre de H,, donc Tr(Gg(0,0,w)) 1'est aussi. Si ImE > 0,
l'opérateur Im(H,, — E)~! est défini positif et ImTr(Gg(0,0,w)) > 0. Alors, Imw/(E) =
ImTr(Gg(0,0,w)) > Oetw’ € H.

Finalement, —iw est holomorphe sur C, puisque wl'est. SiE € C :

Im(—iw(E)) = —Re w(E) = (ImE)E(Tr(Im M, (E,w)™1))

par le point 4 de la proposition|7.2.10L Or,si E € C, Tr(Im M (E,w)~!) > 0 et Im(—iw(E)) >

0. Ainsi, —iw € H.

O
7.2.3 Formule de Thouless
Soit n la mesure définie dans la proposition[7.2.3]
Proposition 7.2.12.
VE € C\R, E(Tr Ge(0,0,w)) = [ ‘;’,‘(_Eg (7.21)

Démonstration : Puisque R est réunion dénombrable de boréliens bornés et que la distribution
de Dirac en 0, dy, peut étre approchée par des fonctions continues a support compact,
positives et de norme L? égale a 1, en utilisant la proposition (7.2.12), on a :

E, dlE (Tr(< do, Epr,, ((—00, E'])é0 >)) .

Alors, par le théoréme spectral,

dn(E')
CE—E 1E<Tr(

g gd <% En, ((—o0, E'])do >)>

_ ]E( <50,</ ——dEn, (- oo,E’])>(50 >))

- (Tr (< 8o, (He — E)~14g >)>
= E(Tr(Ge(0,0, w)))

O
On déduit de cette formule le lien entre la partie imaginaire de w et E — N(E).
Proposition 7.2.13.
VE € R, 1ir(151+ Im w(E +1ia) = wN(E). (7.22)
a—
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Démonstration : Tout d’abord, par le point 2 de la proposition[7.2.10]:
Vz € C\R, w'(z) = E(Tr(G;(0,0,w))).

Alors, par la proposition(7.2.12]:

dn(E) N(E')
R, w'(z)= | ———= = / ——— dF’ 7.2
Vze C\R, w'(z) T R(E’—z)zd (7.23)
en intégrant par parties. En intégrant cette expression, il existe une constante ¢ € C telle
que:
1+ E'z N s
= N(E")dE". 7.24
w@) =+ [ moarENE) 7.24)

Or, si z € R n’est pas dans le spectre de H,, alors w(z) € R (voir Carmona Saint-Flour,
lemma 5.10, p84). On doit donc avoir ¢ € R. Alors, en prenant la partie imaginaire dans
(7.24) et en écrivant pourz € C4,z=E+ig, E€ R, a > 0:

N N(E') /
Imw<E+lﬂ) = aA{MWdE

_ /N(E+au)du
R 1+u?

ouu = E/;E. Or N(E) étant une fonction de répartition, elle est continue & droite et :

VE € R, lim Imw(E +ia) = N(E) /]R u:uz du = TN (E)
O
On a un résultat analogue pour la partie réelle de w(E).
Proposition 7.2.14. Pour Lebesgue-presque tout E dans R, on a :
lim Re w(E +ia) = —(y1+ ...+ 7n)(E). (7.25)

a—0+t

De plus, si I C R est un intervalle sur lequel E — — (1 + ...+ yn)(E) est continue, alors est
vraie pour tout E € I.

Démonstration : Tout d’abord, par le point 3 de la proposition|7.2.10} on a :
Vze C\R, Rew(z) = — (11 + ...+ 1n)(2). (7.26)

La fonction z — —(y1 + ...+ yn)(z) est sous-harmonique et pour presque tout E € R la
limite tangentielle existe :

im(y + ...+ ) (E+ia) = (1 + -+ 1) (B). (7.27)

Soit E un réel tel que (7.27) soit vraie. En posant z = E +ia avec a > 0 dans (7.26) on
obtient I'existence de la limite suivante :

lim Re w(E +ia) = —(y1+... +7n)(E). (7.28)
a—0+
De plus, si I est un intervalle sur lequel E — (71 + ...+ yn)(E) est continue, la relation

(7.28)) est vraie pour tout E dans I puisqu’elle I'est pour presque tout E € I.
(]
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Nous avons a présent tous les outils nécessaires pour démontrer une formule de Thou-
less adaptée au cas des opérateurs de Schrodinger aléatoires continus a valeurs matricielles.
Puisque (71 + ...+ vn)(E) et N(E) sont respectivement les parties réelles et imaginaires de
la fonction w qui est dans 'espace W, I’analyse harmonique développée pour cet espace par
Kotani nous donne que ces deux fonctions sont liées par une relation intégrale.

Théoreme 7.2.15 (Thouless formula). Pour Lebesgue-presque tout E € R, on a :

(r14-..+7n)(E) = —zx—i—/]Rlog (‘Zﬁ_f') dn(E') (7.29)

otl « est un nombre réel indépendant de E et n est la mesure dont la densité d’états intégrée est la fonction
de répartition. De plus, si I C R est un intervalle sur lequel E — —(y1 + ...+ yn)(E) est continue,
alors est vraie pour tout E € 1.

Démonstration : Comme w € WV, par les résultats de Kotani, et en utilisant aussi la proposition
7.2.13

Vz e C\R, w(z) = w(i) + /]Rlog (5 :;) dn(E"). (7.30)

Alors :

E'—i

Rew(z) = Rew(i) + /]Rlog <’E’—z > dn(E"). (7.31)

Soit z = E +ia avec E € R tel que (7.25) soit vraie et 2 > 0. Alors, lorsque a tend vers 0,

par la proposition|(7.2.14

E'—i

E'—E

—(y1+...+9n)(E) ZRew(i)—l—/]Rlog( ) dn(E"). (7.32)

En posant « = Re w(i) on obtient (7.29) pour tout E dans R tel que (7.25) soit vérifiée,
i.e pour Lebesgue-presque tout E dans R. Enfin, si I est un intervalle sur lequel E —

(71 + ...+ vn)(E) est continue, par la proposition [7.2.14} (7.29) est vraie pour tout E

dans I.
O

On peut alors utiliser cette formule de Thouless pour démontrer que la fonction E — N(E)
a la méme régularité que les exposants de Lyapounov.
7.2.4 Régularité holdérienne

On commence par quelques rappels sur la transformée de Hilbert et sur ses principales
propriétés.

Définition 7.2.16. Si € L2(R), sa transformée de Hilbert est la fonction définie sur R par :

(Ty)(x) = lim ~ / P gy

€0 7T J|x—t|>e X — ¢

Proposition 7.2.17. Soit p € L*>(R).
1. T?p(x) = —(x) pour Lebesgue-presque tout x dans R.
2. Si ¢ est holdérienne sur l'intervalle [xo — a,xo + a], a > 0, alors T est hildérienne sur 1'in-
tervalle [xo — 5, x0 + 5].

On déduit de ces propriétés le résultat de régularité suivant.
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Théoréme 7.2.18. Soit I un intervalle compact de R et soit I un intervalle ouvert contenant 1. On
suppose que le potentiel Vi, dans Hy, pour d = 1 et N > 1 est tel que le groupe de Furstenberg G,
de {H }wea est p-contractant et Ly-fortement irréductible pour tout p € {1,...,N} et tout E € I.
Alors la densité d’états intégrée associée a { Hy, }eq est holdérienne sur I.

Démonstration : Tout d’abord, ’application E’ — log (‘%

le terme de renormalisation E’ — i au dénominateur contrebalance le fait que le support
de n est non-compact. Ainsi, on a:

) est n-intégrable sur R. En effet,

v I E+e 1 E/ —E d ,
EGIR,SL?+ - og(‘ E’—i')‘ n(E') =0 (7.33)
dont on déduit :
VE € R, lilgl+ |log(e)|(N(E+¢) — N(E—¢)) =0. (7.34)
e—

Cela implique que E — N(E) est continue sur R. Soit Ey € I fixé et soit a > 0 tel que
[Eg — 4a, Eg + 4a] C I. Par le théoréeme|7.2.15, pour E €]Eq — 4a, Ey + 4a] :

(71+...+7N)(E)+a—/"E_EO‘>4alog< i:,__]f') dn(E') :/;ijalog< ’;‘_f’) dn(E).
Alors :
Eog+4a E' — E E—e¢
1 E) = 1 / log |E' — E| dn(E’
/Eg—4d 8 (‘ E'—i ’) dl’l( ) $i>r(1)‘Er ( Eo—4a Og| ’ dn( )
E0+4u 1 E0+4ﬂ
+/ log |E' — E| dn(E’)) — = log(1 4 (E')?) dn(E").
E+e 2 JEy—4a
On pose :
1 Eo+4a
T(Ep) = = log(1+ (E")?) dn(E).
2 JEy—4a

Alors, en intégrant par parties les deux premiéres intégrales,

E0+4a
lo
/EO —4a g <

E—E ,
Tot|) e

= lim |[N(E) log |E' - E[]* —/EgN@qﬁ“HN@UbIP—EW““
e0+ g Eyp—4a Eg—4a E—F/ s E+e
Fotdt N(E') 1
_/HS E,Edg} — I(Ey).

On pose (E) = N(E)x{|p—ry|<4a} € L*(R). Par définition de la transformée de Hilbert :

E0+4a
/ log |E' — E| dn(E’)
E

0—461

= 7n(Ty)(E)+ lim [(N(E—¢) — N(E+¢))loge+ N(Ey + 4a)log |Ey — E + 44|

e—=0"
—N(Ey — 4a)log |Ey — E — 4a|] — Z(Ey)
= 7(Ty)(E) + N(Eo + 4a) log |Eg — E + 4a| — N(Eo — 4a) log |Eg — E — 4a| — Z(Eo)
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par (7.34). Finalement :

E' —E
TY)(E) = E —/ log (| =—=1) dn(E)) -
TE) = (@ e [ g ([EZE]) ane)
N(Eg + 4a)log |Eg — E + 4a| + N(Ey — 4a)log |Ey — E — 4a| + Z(Ey)

E-F D dn(E') + Z(Ey).

= e+t e |

log ( |=—
JIE'~Eo|>4a g( E'—i

Puisque [Eg —4a,Eg+4a] C I C I, E — (71 + ...+ yn)(E) est holdérienne [Ey —
) dn(E’) est

4a, Ey + 4a] d’apres le théoreme [7.1.16{ De plus, E +— f|E,_E0|>4a log (} L;,;_]f

holdérienne d’ordre 1 sur U'intervalle |Eq — 4a, Eq + 44.

Ainsi Ty est holdérienne sur tout intervalle compact inclus dans |Ey — 4a, Eg + 4a], en
particulier sur [Eg — 2a, Eg + 2a]. Par le point 2 de la proposition|[7.2.17, T? est h6ldérienne
sur [Eg — a, Eg + a]. Or, par le point 1 de la proposition et par continuité de E —

N(E) (par (7.34)),

VE € [Eg —a,Eg +a], (T*p)(E) = —N(E).

Ainsi E +— N(E) est holdérienne sur [Ey — a,Ey + a]. Or I est compact, il peut donc
étre recouvert par un nombre fini d’intervalles |Eg — a, Eg + a[C [ avec Ey € I. Donc,

E — N(E) est holdérienne sur I.
O
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Chapitre 8

Introduction a I’analyse multi-échelle

8.1 Définitions mathématiques de la localisation

Il y a plusieurs définitions mathématiques pour traduire le phénomeéne de localisation
d’Anderson. Dans toute la suite, (), A, P) est un espace de probabilité complet.

Définition 8.1.1. Soit I un intervalle de R. On dit que la famille d’opérateurs aléatoires auto-adjoints
{Hu }wea est spectralement localisée dans I lorsque le spectre de H,, dans I est non vide et purement
ponctuel pour P-presque tout w € Q).

Définition 8.1.2. Soit I un intervalle de R. On dit que la famille d’opérateurs aléatoires auto-adjoints
{Huw }weq a la propriété de localisation d’Anderson dans I ou encore est exponentiellement loca-
lisée lorsque :

1. le spectre de H, dans I est non vide et purement ponctuel pour P-presque tout w € (),
2. les fonctions propres (généralisées) associées aux valeurs propres (généralisées) dans I décroissent
exponentiellement vers 0 a l'infini.
Définition 8.1.3. Soit I un intervalle de R. On dit que la famille d’opérateurs aléatoires auto-adjoints
{Hy }wea sur H est dynamiquement localisée dans I lorsque :
1. le spectre de H,, dans I est non vide pour P-presque tout w € ),

2. pour tout intervalle compact Iy C I et tout p € H,

Vi >0, E <sup 11+ |x\2>¥e“Hw110<Hw>¢u2) < +oo.
teR

Cette définition est de nature dynamique et suit I’évolution des paquets d’ondes au cours du

temps. Cela nous dit que la particule reste au voisinage de sa position initiale uniformément

au cours du temps.

Pour comprendre 1’évolution de 1’électron dans le cristal on regarde en fait la quantité :

(r(t)* = /}Rd |xp(t, x)|2dx.

Si elle diverge, cela signifie que x part a 1'infini, si elle converge cela signifie que x reste borné.
Il peut y avoir plusieurs comportements pour cette quantité. Parmi ceux-ci on retient le com-
portement ballistique ot (r(t))?> ~ #> qui correspond a un milieu conductant, 1’électron se
comporte comme un point mobile. Lorsque (7(t))? est bornée, on parle d’état localisé.

La question de I'étude du spectre pour le modele d’Anderson n’est pas aisée. En effet, si le
laplacien a un spectre purement absolument continu, I'opérateur de multiplication par V, est
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(dans le cas discret) une matrice aléatoire diagonale et son spectre est donc discret. Les deux
effets se contrebalance lorsque 1’on regarde le spectre de la somme de ces deux opérateurs. De
nombreux résultats mathématiques sont de nature perturbative et inclus un coefficient devant
le terme V,,. Lorsque ce parametre est grand, le potentiel aléatoire 'emporte sur le laplacien et
a priori il y aura localisation. Lorsque ce parametre est petit, c’est I'inverse. Intuitivement, plus
le désordre est grand, plus il y a de chance de voir apparaitre des états localisés.

Ce qui est surprenant, c’est qu’en dimension 1, méme un tout petit terme aléatoire va entrainer
la localisation d’Anderson. L'idée est qu’en dimension 1, il n’y a pas la “place” pour contourner
une impureté dans le cristal alors qu’en dimension supérieure si.

En général, il y aura localisation au bas du spectre ou au bord des bandes spectrales lorsqu’il y
a un spectre de bandes (par exemple dans le cas discret avec un support de loi commune finie,
on a alors un nombre fini de translatés de [0,4d]). A l'intérieur des bandes par contre, il y aura
du spectre absolument continu et donc de la diffusion pour 4 > 3. En dimension 2 on pense
qu’il y a localisation partout comme en dimension 1 (sauf éventuellement dans un ensemble
discret d’énergies).

Enfin, une autre interprétation de la localisation d’Anderson tient au fait qu’elle décrit 1’ab-
sence d’effet tunnel entre deux valeurs propres.

8.2 Localisation pour les modéles d’Anderson quasi-1d

Dans la suite, nous allons présenter un critere de localisation pour des opérateurs de la
forme :
d?

Ho=~302

©In+ Y V) (x—tn), (8.1)

neZ

agissant sur LZ(IR) ®CN, ott N > 1 est un entier, Iy est la matrice identité d’ordre N et £ > 0
est un nombre réel. Soit (), A, P) un espace de probabilité complet et soit w € Q. Pour tout
n € Z,les fonctions x — Va(,”) (x) sont a valeurs dans 1’espace des matrices réelles symétriques,
a support dans [0, /] et uniformément bornées en x, 1 et w. La suite (Va(]n))nez est une suite de
variables aléatoires i.i.d. sur (). On suppose aussi que le potentiel x — }_,.» Vu(,n) (x — {n) est
tel que {H, }wen soit Z-ergodique.

Comme perturbation bornée de —f—; ® In, Vopérateur H,, est auto-adjoint sur 1'espace de
Sobolev HZ(IR) ® CN et ainsi, pour tout w € ), le spectre de H,, est inclus dans RR.

Par Z-ergodicité, il existe © C R tel que pour P-presque tout w € ), ¥ = 0 (H,,). Il existe aussi
Lpp, Zac et Lge, sous-ensembles de R, tels que, pour P-presque tout w € Q, Lpp = Upp(Hw),
Zac = Uac(Hw) et g = Usc(Hw)-

Nous allons montrer que sous certaines hypotheses portant sur le groupe de Furstenberg de

{Hy }weq, cet opérateur va présenter de la localisation d’Anderson sur un certain intervalle de
R.

Pour E € R, soit G, le groupe de Furstenberg de { Hy, } weq-

Théoréme 8.2.1. Soit I C R un intervalle compact tel que © N I # @ et soit I un intervalle ouvert
contenant I et tel que pour tout E € I, Gy, est p-contractant et L,-fortement irréductible. Alors,
{Hu }weq a la propriété de localisation d’ Anderson et est dynamiquement localisé sur I.

En dimension 1, pour démontrer un théoréme tel que le théoreme on peut suivre le plan
suivant :

1. On montre que les exposants de Lyapounov de { Hy, } e sont séparés.
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2. On démontre la régularité holdérienne de ces exposants.
3. On en déduit la méme régularité pour la densité d’états intégrée.
4. De la, on en déduit une estimée de Wegner.

5. On peut alors appliquer un schéma d’analyse multi-échelle.

8.3 Estimée de Wegner

La régularité holdérienne de la densité d’états intégrée est un ingrédient clé dans la preuve
d’une estimée de Wegner adaptée aux cas des opérateurs dont ’alea peut étre singulier comme

H,. Soit L € IN* et soit H(EJL) la restriction de H,, a L?>([-¢L,¢L]) ® CN avec conditions de
Dirichlet aux bords.

Théoreme 8.3.1. Soit I C R un intervalle compact et I un intervalle ouvert, I C I, tel que, pour tout
E € I, Gy, est p-contractant et L,~fortement irréductible. Alors, pour tout B € (0,1) et tout k > 0, il
existe Ly € IN et ¢ > O tels que,

W) P (d(Eo(HL)) <eDF) < eélt)r, (82)
pour tout E € I et tout L > L.

On peut comparer cet énoncé avec des estimées de Wegner classiques, valables pour des
opérateurs dont 1’alea est régulier, mettant en jeu des variables aléatoires a densités.

Par exemple, on peut démontrer pour un opérateur d’Anderson h,, discret et scalaire avec
des variables aléatoires a densité une estimée de Wegner optimale :

E (Tr (11 (hﬁ))) < Cw-|I]-|A] (8.3)

avec Cyy > 0, |I| qui est la longueur de l'intervalle I et |A| est le volume du cube A auquel on
a restreint h,, pour définir h({}.
On peut aussi obtenir une estimée de Wegner améliorée,

E (Tr (11 (hg))) < Cw - N(I) - |A| (8.4)
ot N(+) est la densité d’états intégrée associée a {hy }wen-
Nous pouvons maintenant énoncer la proposition suivante, sur laquelle reposera la démonstration

du Théoreme

Proposition 8.3.2. Soit I C R un intervalle compact et I un intervalle ouvert, I C I, tel que, pour
tout E € I, Gy, soit p-contractant et Ly~fortement irréductible pour tout p € {1,...,N}. Alors, il
existe w > 0, Ly € IN et C > 0 tels que, pour tout E € I et toute > 0:

VL> Lo, P({3E €(E—¢E+e),3pcDHD)|(HD —E)p =0,
Il = Vet [|¢'(—CL)[|* + |19/ (CL)|]> < €8}) < CLLe" (8.5)

Démonstration : La démonstration repose essentiellement sur la continuité de Holder de la den-
sité intégrée d’états de H,,. Soit I un intervalle ouvert tel que, pour tout E € I, Gy, soit
p-contractant et L,-fortement irréductible pour tout p € {1,...,N}. Soit I C I un inter-
valle compact. Il existe & > 0 et C; > 0 tels que :

VE,E €I, IN(E) — N(E')| < G4|E — E'|*. (8.6)
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Soit E dans l'intérieur de I, ¢ > 0 et L. € IN. Pour tout k € Z, soit I; I'intervalle 2k{¢L. 4
[—¢L,¢L] = [(2k — 1)L, (2k + 1)¢L] et notons H"™ 1a restriction de H,, a L2(I;) @ CN
avec conditions aux limites de Dirichlet. On définit I'événement Ay € A par:

Ar={we Q| HW possede une valeur propre Ay € (E — ¢, E + ¢) telle que la fonction
propre normalisée correspondante ¢ vérifie ||¢'(—¢L)||* + ||¢’((L)]|* < €2}.

Alors, comme les Va(]n) sont des variables aléatoires i.i.d., et en raison de la forme du po-

tentiel dans H,, comme une /-périodisation de VCE,O), on déduit que P(Ay) estindépendante
de k, c’est-a-dire Vk € Z, P(Ax) = P(Ap). De plus, P(Ap) est exactement la probabilité

figurant dans (8.5).

Soitn € Net], = Ui__, Ik = [-(2n +1)¢L, (2n + 1)¢L]. Soit HU" la restriction de
H, a L*(J,) ® CN avec conditions aux limites de Dirichlet. Pour un w € Q) fixé, soient
ki,...,kj € {—n,...,n} distincts tels que w € Ay, pour tout i € {1,...,j}. Soiti €
{1,. . ,]} Soit (Pi définie sur Ik,'/ HQDIH = 1, ¢z((2kz — 1)€L) = (Pl((Zkl + 1)£L) = 0. On
suppose également qu’il existe Ay, € (E — ¢, E + ¢) tel que H(E,Ik")(pi = A, pi-

Soit)( une fonction lisse sur R,0<x <1, x(x) =0sur (—o0,0], x(x) = 1sur [{,+c0) et

fo x)dx = 1. Posons xi" = (2k; £ 1)¢L, de sorte que I, = [x;,x;"]. On étend ¢; a ], en
defmlssant ¢;, pour x € ]n, par:

0 six ¢ [x;,x]]

ooy ) x(x—=x7)gi(x) siox e [x7,x7 + /]

i) =0 () sioxelx +6xt—1 87)
x(xm —x)pi(x) si x€[xf —£x]]

Alors,<pl€D(H )etH(])ZH<Hcle—1 CornrneH 4)1—/\kcplet)\k€(E—s,E+£),
ona:

NEHI —E)gil| < [[(HS = A )il + 11 (A, — E)ébill
= [|(HI = M)l + [ M, — EL ||l
< HP = Al +e (8.8)

Nous voulons estimer ||(Hg”) — Ak,)$il|- Pour tout x € [x;, x; + ],

(x(x = x7)i(x))" = X" (x = 277 )pi(x) +2x" (x — x7 )i (%) + x(x — x;7)¢i'(x),

et pour tout x € [x;" — ¢, x]"],
(x(x” = 2)¢i(x))" = X" (2] = x)i(x) = 2x"(x] — )¢ (x) + x (x| — )¢ (x).

I,
Ainsi, en utilisant H‘S,kf)¢i = Ar i,

0 si x ¢ [x;,x]]
U)o va — ) X' (x=x7)¢i(x) = 2x (x — x; )j(x) si x € [x;,x; +]
(Ho Ak )i = 0 si xex; +£4x" =]
X5~ () + 20 (F — )glx) st x € [ — boxf]

On obtient alors, en appliquant deux fois le Lemme pour x; et x;” ala deuxieéme
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inégalité et en utilisant le fait que le potentiel est borné uniformément,
(Jn) 2112 " / / 2
I =A@l P = [ G 37 )gu(e) + 2 (= 57 )i ) | Pk

[0 WG =090~ 22 G gl P

i+t Mx—x;
< MM £ NG e
8 (GOl W (61 Ik
< (GG

= G ([lgi (DI + [ (xD)?) < Cae?, (89)
en utilisant le fait que w € Ay, et les conditions aux limites de Dirichlet de H(E]Ik") en x;
et x; pour dire que ¢;(x;) = ¢;(x;”) = 0. La constante C; ne dépend que de x et des
parametres du potentiel de {Hw}weg On normalise ¢; en posant ¢; = ¢;/||$;||. On a
également || ;|| > 1 car ||¢;]| = 1et fO x)dx =1, et donc, par 1b et @

7

il I~ HIY — )|
< 24 C2€ = C3€. (810)

I|HI — E)|

Nous avons ainsi construit, pour chaque i € {1,...,j}, une fonction normalisée ¢; dans
D(H,, U ”)) supportée dans I, telle que :

Vie{1,...,i}, ||(HIY = E)i|| < Cse, (8.11)

o C3 ne dépend que du choix de et des parametres du potentiel de {Hy }weq- De plus,
comme ¢; est supportée dans I, et que les intervalles I, . . -, Ir; sont disjoints, (P1,--., ;)
forme un ensemble orthonormal et :

Vi# i, (G, HIV i) = 0 = (HI ¢, HIV ). (8.12)

Rappelons que le spectre de H((U] ") est un ensemble discret de valeurs propres ayant uni-

quement +oo comme point d’accumulation, et donc, son nombre de valeurs propres dans
tout intervalle compact est fini (comme déja utilisé dans la preuve de la bonne définition
de la densité intégrée d’états). Comme nous avons et (8.12), nous pouvons appli-

quer a (¢1,...,P;) et H‘(U]") la version de l'inégalité de Temple donnee dans [29, Lemma

A.3.2] pour obtenir que le nombre de valeurs propres de HL(U]”) dans [E — Cs¢, E + Cael,
comptées avec multiplicité, est au moins j. Ainsi, pour un w € Q) fixé,

j=#{ke{-n,...,n}|we A} <#{A € [E—Cs¢ E + Cse ‘)\G(TP(H(]n))}

De plus, en appliquant la loi des grands nombres aux variables aléatoires 14 ,,...,14,,
on obtient que, pour presque tout w € () au sens de P,

1
2n+1

#{k S {—Tl,...,?’l} ‘ w € Ak} = (1A—n +... +1A”) m ]E(lAO),

2n+1
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avec E(14,) = P(Ap). On suppose maintenant que & est assez petit pour garantir que
[E — Cs¢, E + Cse] C I C I et pour pouvoir appliquer (8.6) sur [E — Csé, E + Cse]. Alors,
pour presque tout w € () au sens de P,

P(Ao) = ngTw2n+1#{k€ {—n,...,l’l} }CUEA]{}
. (Jn)
< ngrfmzn #{/\e [E—Cs¢, E+Cae] | A € 0p(Hy") }
_ 1 (Jn)
= ZELnETw2(2n+1)€L#{A€ [E — Cs¢, E+ Cae] | A € 0p(Hy") }
_  2IL(N(E + Cse) — N(E — Cae))
< 26LC1 (2C38)a := C/lLe".

Cela termine la preuve.
O

On remarque que I'exposant a dans est le méme que 'exposant de Holder de 'exposant
de Lyapounov et de la densité intégrée d’états.

Avant de prouver l'estimation de Wegner, nous avons besoin de trois résultats supplémentaires
sur les produits de matrices de transfert. Le premier est un résultat de grandes déviations,
également utilisé dans la preuve de I'Estimateur de Longueur Initiale que nous discuterons
plus tard.

Notation. Pour tout n € Z, soit U™ (E) = T, u-1)(E) - - - T, 0 (E).

w

Lemme 8.3.3. On suppose que E € R est tel que G, soit p-contractant et Ly-fortement irréductible
pour tout p € {1,...,N}. Soit p € {1,...,N}. Alors, il existe kg > 0 tel que, pour tout ¢ > 0,
x €Ly x#0,

11msup 7 log P (‘logH (APUM(E))x|| — en(y1 + - - - —l—’yp)(E)‘ > Ens) < —Kp. (8.13)

n——+o00
Le deuxiéme est simplement un résultat de convergence uniforme.

Lemme 8.3.4. Soit I C R un intervalle ouvert tel que, pour tout E € I, G, soit p-contractant et
L,-fortement irréductible pour tout p € {1,...,N}.

(0
I <log’|<Apﬁ\x1TE))x||> o (B) 4 (),

uniformément en E € I et X € P(Ly).

Le troisieme lemme concerne la décroissance exponentielle de certaines puissances des pro-
duits de matrices de transfert. Cette estimation est également cruciale dans la Méthode des
Moments Fractionnaires, comme on peut le voir par exemple dans les preuves de localisation
pour les modeles unitaires qui seront discutés au Chapitre 9}

Lemme 8.3.5. Soit I C R un intervalle ouvert tel que, pour tout E € I, G, soit p-contractant et
L,-fortement irréductible pour tout p € {1,...,N}. Soit p € {1,...,N}. Il existe &1 > 0,6 > 0 et
n1 € N tels que, pour tout E € I, n > ny et x € AP(R?N), ||x|| = 1, on ait :

E (H AP u<”)(E)x|\—‘5> < e b, (8.14)
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Démonstration : On fixe p € {1,...,N}. On pose Ny = || A U™ (E)x||. On commence par
écrire
N&(S — efﬁlogNul

et on utilise I'inégalité e/ < 1+ 1y + y?el¥l, pour tout y € R. Alors, pour tout E € I et tout

5 >0,

E (N;) <1 0E (log Nu) + 6% ((log Nu)* e Nu ) (8.15)
Or, comme e’1°8Nu = N¢ ||x|| = 1 etles T, (E) sont i.id., par I'inégalité de Cauchy-
Schwarz,

N|—

E (NE)

- 413
E( PlogllTwa)(E)H) E
i=0
%

< #pE [(10g] T, (B)D*] " E [ T,0 (B)IP]

]E((logNu)Ze‘Sk’gN“) < ]E[(logNu)ﬂ

2

IN

n—1 -
T[T 1ITu0 (E)II?P
i1

Ainsi, il existe des constantes C; = Cy(I) et C; = Cy(1I) telles que,
E (H AP u<">(15)xyro‘) <1-6E (logH AP u<">(E)xH) +6%n2C1 (Cy)". (8.16)

Si C > 0 est tel que, pour tout E € I, T, (E) < C, on peut choisir C; = (plogC)? et
Cy = CP°. De plus, par le Lemme il existe ng > 1, uniforme en E € I et x normalisé,
tel que,

1 n
E (|| NP u<"o>(E)x|\—5) < 1= onod(n(E) + -+ 7p(E)) + 0y’

S 1_8/

pour un & > 0, si on choisit J assez petit. Alors, pour n > 1, on pose [%] le plus grand
entier inférieur ou égal a -, et on écrit la division euclidienne de n par no, n = [[-]no + 7,
0 < r < np. Alors, il existe n; > 1, une constante C et & > 0 telles que pour tout
ped{l,..., N},

Vn>m, VE€ I, E (H AP u("o>(E)x|H) < C(1-e)M) < etim,

O

Nous pouvons maintenant utiliser la Proposition le Lemme et le Lemme|7.1.18
pour démontrer le Théoreme 8.3.1}

Démonstration : [du Théoréme Soit I C R un intervalle compact et I un intervalle ouvert,

I C I, tel que, pour tout E € I, Gy, soit p-contractant et L,-fortement irréductible pour

tout p € {1,...,N}. Soient B € (0,1) et x > 0. Pour L € N, on pose n, = [t(¢L)P] + 1

avec un T > 0 arbitraire, ot [T(/L)P] désigne le plus grand entier inférieur ou égal a
7(¢L)P. Pour tout E € I et §y > 0, on définit les événements :

AG(E) = {w € Q[ || T o-1-0(E) .. Tycn (E) (3) | > By, 817)

w

By (E) = {w € Q| | Tywan) (E) ... Tyw (E) (9) || > 0D} (8.18)

w
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Soient {1 > 0 et & > 0 les constantes données par le Lemme [8.3.5| On pose 6 = =3 et
C(H(E) € Al'événement :

{aJ c ’ d (E,O’(H((UL))) < e_"(ﬂ)ﬁ}.

Si l’on définit :

(a) == P|cW(E)N N L@”@qngﬁkyﬂ),

{E | [E~E<e (1P}

() = P{AYENBY(E)N . m<e€L <Ag ))
: ) )

{E'| |[E- E/|<e
(@::P(@p@03+P«%WBy»
alors nous avons :

P ({w cO ‘ d (E o(H¢ >)) <e <W}) <(a)+ D)+ (c)+(d). (819

En utilisant 1'inégalité de Tchebychev et le Lemme|8.3.5, appliqué pour p = 1, on obtient
directement, pour L assez grand,

(d) < 26 GmL—00(L) < 9e-GrT(lL)P+ ()P _ g=TFH(IL)P, (8.20)

Pour estimer (b) + (c), on utilise le fait qu’il existe une constante Cy > 0 indépendante
de 1, w, E telle que, pour tout E, E’ € I,

Vn € Z, ||Tym (E) — Tym (E)|| < GolE — E|. (8.21)

[
On en déduit que 1'événement <AgL) (E/ )) N AéL) (E) se produit pour au moins un E’
2

tel que |E — E| < e *(!L)"_ Alors, on démontre que pour ce E/, il existe ay > 0 tel que, si
T > 0 est assez petit,

P <A§L)(E) N <A(”(E/)>C> < e W), (8.22)

[
2

C
On a une inégalité similaire pour BéL)(E) N <BgL) (E" )> pour au moins un E” tel que
2

|E— E"| < e *(/)’ ' Ainsi, par inclusion des événements :

P (AgL)(E) N <A(3L)(E’)>C> +P <B§,L)(E) n (BEL)(E”))C)(&ZB)

< e (L)

(b) + ()

IN

Il reste & estimer (a). Soit w dans 1’événement de la probabilité (a). Soit E' € (E —
e *(L)" E 4 e_"(ﬁL)ﬁ) une valeur propre de HC(UL) avec un vecteur propre normalisé ¢.
Comme w est dans 1’événement de la probabilité (a), on a, en utilisant le Lemme|7.1.18

Ip(—CL)[[* + 119/ (—LL)|* = ||/ (—CL)||* < 2701, (8.24)
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et
p(EL)| 2 + [|¢ (LL)|[2 = ||¢' (£L)||* < 2e~ 0D, (8.25)

x(¢L)P

Maintenant, en utilisant la Proposition avece = e~ , on obtient :

(a) < ClLmax (e (L), 2y/2e~5(1L) )“. (8.26)

En mettant (8.20), (8.23) et (8.26) dans (8.19), on obtient finalement pourun ¢ > 0
approprié et L assez grand.

O

8.4 Un tour rapide de I’analyse multi-échelle

On commence par énoncer une propriété qui assure 1’existence de fonctions propres généralisées
en un sens a préciser pour {Hy, }weq. Soit H I'espace de Hilbert L>(R) ® CN, et soit v > 1. On
définit les espaces a poids H . par:

Hy = L2(]R,< x >t dx) @ CN,

ot < x >= /1 + |x|?, pour tout x € R. On définit sur 1 x H_ la forme sesquilinéaire
<, >H,H_Ppar:

Y9, p) € Hy X Hoy <99 > = [ PP

Soit aussi T l'opérateur auto-adjoint sur 7 donné par la multiplication par < x >2'. On rap-
pelle que E,,(.) désigne le projecteur spectral de H,, et on définit la propriété de “Strong Gene-
ralized Eigenfunction Expansion”.

Définition 8.4.1. Soit I C R un intervalle ouvert. On dit que {Hy, }weq vérifie la propriété (SGEE)
sur I si, pour un v > %,
(i) pour P-presque tout w € Q, l'ensemble Dy (w) = {¢ € D(Hy) NH+ | Hop € H} est
dense dans H . et est un coeur pour Hy,
(ii) il existe une fonction f continue et bornée sur R, strictement positive sur o(H,,) telle que :

E <<trH(T1f(Hw)Ew(1)T1)>2> < 0.

Définition 8.4.2. Une fonction mesurable  : R — CN est une fonction propre généralisée pour H,,
associée i la valeur propre généralisée A sip € H_\ {0} et :

v¢ € D+ (C(J), < qu)llp >H+/7'L: X < ¢,IP >'H+/H7 .

On introduit des notations pour les restrictions de H,, a des intervalles de longueur finie R non
nécessairement centrés en 0. Pour x € Z et L > 1, soit I (x) = [x — /L, x + (L], centré en x et de
longueur 2/L. Soit 1,1, la fonction caractéristique de I (x) et soit 1, la fonction caractéristique
de I;(x). Pour L € 3IN*, on pose aussi,

out __ in __
1x,L =1y — 1x,L72 et XL = 1x,%‘

Pour tout x € Z et tout L > 1, soit H}"" la restriction de H,, a L*(I.(x)) ® CN avec condi-

tions de Dirichlet aux bords et, pour E ¢ U(H(E,X’L)), soit R (E) la résolvante de H((Ux’L) en

E, R((j‘ 2 (E) = (Hfux’L) — E)~L. Soit enfin E((f ) 1e projecteur spectral de H(E,x’L). Avec toutes ces

notations, on peut énoncer une inégalité de type Simon-Lieb.
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Définition 8.4.3. Soit I C R un intervalle compact. On dit que {Hw}weg a la propriété (SLI) s'il
existe une constante Cr telle que, étant donnés L, L', L" € ]Net x,y,y € Z,avecIpn(y) C I »(y') C

I o (x), pour P-presque tout w € Q, siE € I, E ¢ 0'( )) Uo(HY L) (w)), ona:

L L
ARG (E) 10l < Crllget R (EYL w0 1S5 RE (B 151

La propriété (SLI) permet d’estimer comment les résolvantes restreintes RS 2 (E) varient en
norme lorsque l'on passe d’un intervalle donné a un intervalle plus long le contenant. Ce
type d’estimée est aussi appelée “Geometric Resolvent Inequality” dans la littérature. On peut
maintenant énoncer une estimée pour les fonctions propres généralisées en terme de résolvantes
restreintes appelée “Eigenfunction Decay Inequality”.

Définition 8.4.4. Soit I C R un intervalle compact. On dit que {Hy }weq a la propriété (EDI)
sil existe une constante Cy telle que, pour P-presque tout w € (), étant donnée une valeur propre

généralisée E € 1, on a pour tout x € Z et tout L € N avec E ¢ o(H, xL)),
[epl] < CollgERSY ()L 1991
(xL)

La propriété suivante est une estimée du nombre moyen de valeurs propres de H,;

Définition 8.4.5. Soit I C R un intervalle compact. On dit que {Hy }weq a la proprété (NE) s'il
existe une constante finie C; telle que, pour tout x € Z et tout L € N,

E (trH(E(xL)(I))> < Cy(L.

La derniere propriété nécessaire a faire fonctionner 1’analyse multi-échelle est d’une nature
différente. Il s’agit d'une propriété probabiliste d’indépendance d’intervales éloignés les uns
des autres. Un événement A € A est dit basé sur I (x) s'il est déterminé par des conditions

portant sur HSM. Etant donné dg > 0, on dit que Ip(x) et I/(x") sont dy-non recouvrant si
d(IL(x), IL/(X/)) > dp.

Définition 8.4.6. On dit que {Hy, }cq a la propriété (IAD) s’il existe dg > 0 tel que tout couple
d’évenements basés sur des intervalles dy-non recouvrant sont indépendants.

Avant de donner la définition de 1’ensemble de I’analyse multi-échelle Y54, il nous faut une
derniére définition.

Définition 8.4.7. Soient v,E € Ret w € Q). Pour x € Z et L € 3N*, on dit que l'intervalle Ir (x)
est (w, 7, E)-bon si E ¢ o(HS™) et

ARG (B ]| < e
On suppose que {H, }eq vérifie la propriété (IAD).

Définition 8.4.8. L'ensemble Xsa pour {Hy, }weq est U'ensemble des E € X pour lesquels il existe
un intervalle ouvert I tel que E € 1 et, étant donnés (,0 < ¢ < 1,etagp € (1,@"1), il existe une échelle
de longueur Ly € 6N et un nombre réel -y > 0, tels que si on pose L1 = max{L € 6N | L < L;"}
pour tout k € IN, on ait :

P({weQ|VE €I, It(x) ou I (y) est (w,,E') —bon}) > 1— e Li.
pour tout k € N et x,y € Z tels que |x —y| > Ly + do.

On termine en donnant I'énoncé du théoreme d’analyse multi-échelle de Germinet et Klein
pour les opérateurs mettant en jeu des mesures de probabilité singulieres comme {Hy, } ,e-
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Théoreme 8.4.9. Supposons que {Hy }weq a les propriétés (IAD), (SLI), (NE) et vérifie une estimée
de Wegner (W) telle que sur un intervalle ouvert I C R. Etant donné -y > 0, pour tout E € I, il
existe un entier L7(E), borné sur les sous-intervalles compact de I, tel que, pour Ey € XN I donné, on
a:

P({we Q|I,(0)est (w,7y,E) —bon}) >1—e %, (8.27)

pour Ly € N, Lo > L (E) et & > 0, alors Ey € Lpsa.

L'hypothese (8.27) est aussi connue sous le nom d’estimée de pas initial ou encore “Initial
Length Scale Estimate” (ILSE).

On peut finalement résumer les ingrédients d’une preuve par analyse multi-échelle de la
localisation d’Anderson et dynamique :

(IAD) + (SLI) + (NE) + (W) + (ILSE) (8.28)
U
(MSA) + (SGEE) + (EDI)
Y

Localisation d’Anderson et dynamique

8.5 Estimée de pas initial dans le cas continu quasi-1d

8.5.1 Modele et notations

Soit (), A, P) un espace probabilisé complet. On consideére, pour tout w € (),

d2

_@ & IN + 2 Va()n)(x — E?l), (829)

nez

Hw,ﬂ =

agissant sur L?(R) ® RN, ott N > 1 est un entier et £ > 0 est un nombre réel. Pour tout n € Z,
les fonctions x — V. (x) sont des fonctions matricielles symétriques, a support dans [0, /] et
uniformément bornées en x, 1 et w. La suite (ch,n) )nez est une suite de variables aléatoires i.i.d.

sur ). On suppose également que le potentiel x — ), .7 Va(,”) (x — ¢n) est tel que la famille
{He }weaq est {Z-ergodique.
On considere I’équation aux valeurs propres généralisées, pour tout w € (), ,

Hymu=Eu ouEERetu=("):R—R?M. (8.30)

On introduit, pour E € R et pour tous x,y € R, la matrice de transfert Ty (E) associée a H,, ¢
de x vers y, qui envoie une solution (u/, 1) a la position x sur la méme solution a la position y.

Elle est définie par la relation
u'(y) ) Y < w'(x) )
() =me (A &30

et, en particulier, Ty (E) = In pour tout x € R. Les matrices de transfert sont des éléments du
groupe symplectique réel

Spn(R) = {M € Mon(R) | 'MJM = ]} (8.32)

avec | = (I(i] _éN>.
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Pour E € R,onnote y1(E), ..., yan(E) les exposants de Lyapunov associés a la suite (Tfﬁnﬂ) (E))nez.

On définit également le groupe de Furstenberg G, de {H,,¢}weq en E comme le groupe fermé

engendré par le support de yg, ot yg désigne la loi commune des matrices aléatoires Tfﬁnﬂ) (E),

et ot I'adhérence est prise pour la topologie usuelle de M,y (RR) :

Gy, = <supp pg >.

8.5.2 Un résultat de grandes déviations

Afin d’estimer des blocs des produits de matrices de transfert comme dans [19], nous in-
troduisons, étant donné un sous-espace vectoriel F de R?N, la projection orthogonale sur F,
e : R?N — F, et nous posons
., F — RN
Ttp ¢ .

X = X
Rappelons qu'un sous-espace F C R?N est dit lagrangien s'il est orthogonal a lui-méme pour |
et de dimension N.

Soit s,(-) la p-ieme valeur singuliere de la matrice considérée. Nous démontrons une pro-
priété de grandes déviations pour les valeurs singulieres des produits de matrices de transfert.

Proposition 8.5.1. On fixe un intervalle compact I C R. On suppose que pour tout E € I :
1. le groupe de Furstenberg G, est inclus dans Spy(R) ;
2. pour tout p € {1,...,N}, Gy, est L,-fortement irréductible.

Alors, pour tout € > 0 et tout E € 1, il existe des constantes C(€,E) > 0 et c(e,E) > 0 telles que,
pour tout p € 1,..., N, tout sous-espace lagrangien F et tous entiers m,n,

P <{ ’Mlogsp (Thn(E)) - W(E)‘ > €}> < C(e, E)e<(eE)ln—m] (8.33)

et
1
P <{ ’an_m)logsp <T£€71;’1(E)7T;) - ’)’p(E)‘ 2 €}> S C(el E)e—C(é’,E)f‘n—m“ (834)

Remarque 8.5.2. Les constantes C(€, E) et c(€, E) dépendent a priori de E et de €, mais elles peuvent
étre choisies uniformes lorsque € tend vers O et uniformes en E sur l'intervalle compact 1. C'est I'une
des raisons pour lesquelles nous devons supposer l'intervalle I compact.

Démonstration : Rappelons que pour une matrice symplectique M € Spy(R), onas,(M™1) =
sp(M) pour tout p € 1,...,2N. On peut donc supposer sans perte de généralité que
m < n, puisque ({3 (E)) ™" = T/ (E).
Soit p € 1,...,N. Pour chaque M € Spy(RR), on note M la matrice de GLi(R) définie
par R
M;; = (fi, APMf;). (8.35)
ol k est la dimension de Lp et (fi,..., fx) est une base orthonormée de L,, avec f; =
e1 A -+ - Aep. On note alors EV\E le sous-groupe de GLi(R) engendré par les matrices M

pour M € Gy,. Puisque G, est L,-fortement irréductible, EP,\E est fortement irréductible.
En appliquant alors [2, Theorem A.V.6.2], on obtient I'existence de & > 0 tel que, pour
tout e > 0 et tout ¥ € P(L),

1 1
limsu 710 ]P(’lo APTEHEJE — + 4 E’>€)§D¢
limsup go—iog P (| gy BUIAPTER(ENID = (1 - 1) (B
(8.36)
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et

1 1
i - - - prin — < —
Jmoup rtios P (| oM TN ~ (7)) > €) < -
(8.37)

En effet, puisque la fonction x + chn)(x) est uniformément bornée en x, n et w, et
puisque le support de la loi commune des matrices de transfert est borné, ’hypothese
de finitude de I'intégrale dans [2, Theorem A.V.6.2] est satisfaite.

Soit maintenant F un sous-espace lagrangien de R?N. Alors

L
AP (T (E)p)l| = sup  [[(APTEL(E)) (un A Ay)]
uiA---Aup€P(Lp)
u;€F

= ||APT/(E) ||, pour un certain 7 € P(Ly),
puisque le supremum est atteint par compacité de P(L,). Ainsi, (8.36) se réécrit

1 1
limsup —lo ]P(‘lo AP (T (E) et — 4+ E‘>e>§—a
Timoup g tog P (| BN (T BT = (-4 ) )
(8.38)

pour tout sous-espace lagrangien F.
Pourn,meZ,pc1,...,N,e > 0et F lagrangien, posons

AumerF) = {| g B TEITDID — (1 -+ 1) (B)| > € |
Aunn(©) = { | gy S OBUATTRBI) = (1 -+ 1) (B)] > €

Bup e F) = { | g (08 (IA7 (TR E)TE) ) — tog( |17 TEA BV ) ) = 7p(E)| > €}

et

Buns(©) = {| g (08 UIAPTE ) ~ Tog(IA" T4 E)D) —2y(B)] > e}

On a alors
Bn’m’p (26) C An,m,p(e) ﬂ An/m/pfl(e) et Bn,m,p (26, F) C An,m,p(e, F) ﬂ An/m/p,](é’, F).
(8.39)
Comme pour tout p € 1,..., N, |[|[APT/*(E)|| = s1(T;"(E)) - - -s,(T}"(E)), en combinant

(8.39) et (8.37), on obtient (8.33).

Ona également, pour tout sous-espace lagrangien F,
|| AP (Ti (E) 7o) || = s1(Ti (E)7eE) - - - 5p(Tyn (E) ).

En combinant (8.39) et (8.38), on obtient (8.34). Ceci achéve la démonstration. 5

Pour tout entier n € [—L/3,L/3], toute matrice T € Mn(IR) et tout sous-espace vectoriel

F C R2N on définit

OLT] := {1r<r;a<xN

1
<‘E|H_L|logsp(T)—'yp(E)‘+ (8.40)

1 €
- ¥\ < .
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On pose
Foi={(§) e RN} C RN et F:= {(9) o e RN} c R (8.41)
et, pour toutn € Z,
F, = {(g) eCN |u= —@i(en)(cpl(zn))—lv} . (8.42)

On remarque que, puisque les matrices de transfert appartiennent a Spy(IR), le sous-espace
vectoriel F, est lagrangien. Enfin, on définit

Qc(n) = QBT (E) N QS ['T{(E)] N Q&[T (E) N Q& ['T{(E) NQE [T (E)].  (8.43)

8.5.3 Estimée de pas initial (ILSE)
On note I := I(0).

Proposition 8.5.3 (ILSE pour Schrodinger). Soit I C R un intervalle ouvert tel que, pour tout
E € I, le groupe de Furstenberg associé a {H,, ¢ }cq soit p-contractant et Ly-fortement irréductible.
Soit E € I. Pour tout € > 0, il existe des constantes C,c > 0 et Ly € N telles que, pour tout L > L,

P ({I. est (w,yn(E) — ¢ E)-bon}) > 1 — Ce ‘L, (8.44)

Pour démontrer la bonne ILSE pour {H,, s }weq, la premiére étape consiste a donner une

formule explicite pour le noyau de Green de Hc(l?’;)

E®. satisfaisant

en termes des solutions &+ de H,, /P4 =

O (—L)=(p,) et DL (L) = (). (8.45)

In
Lemme 8.5.4. Soit w € (et soient x,y € Ir. On suppose que O (x) et ®_(x) sont inversibles, ainsi
que @', (x)®4(x)"! — & (x)®_(x) L. Le noyau de Green de Hg)’;) est donné par

o o) (@4 (x) (@ (1) () - @ ()P (x) )T six <y
E,x,y) = _ 8.46
i(Exy) {cb_(y)(cb_(x))1(<1>;<x>c1>+<x>1—¢'(x><1>_<x>1)1 sivzy O
Démonstration : Nous souhaitons avoir

By = { g s 8.47)

De plus, nous voulons que G}/ soit continu, i.e. que pour tout x € I,
P (x)ay(x) =D_(x)a_(x). (8.48)

Par définition, on doit avoir, pour toute ¥ € L?(I.) et presque tout x € I,
0L
(HP =) [ GHExpw)dx = y()
L

En calculant explicitement cette expression et en utilisant le fait que (H,, s — E)®+ = 0,
on obtient que pour tout x € I,

—® (x)al, (x) + D_(x)a’ (x) = Iy. (8.49)
La dérivation de (8.48), combinée avec (8.49), implique que
@ (x)ai(x) — D (x)a_(x) = Iy. (8.50)
On peut résoudre le systeme formé par et pour obtenir
{ 6 (3) = (@4 00)7 (@ (00 - @)
() = (@ (1) (@ () (1)1 — B ()P (x) 1)

ce qui conclut la démonstration.
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8.5 Estimée de pas initial dans le cas continu quasi-1d

O

Notre objectif est maintenant de majorer sup,, I, ITor, (x)G?ZO (E,x,¥)Xo,1,/3(y)| avec une
bonne probabilité. A cette fin, pour tout entier n € [~L/3,L/3], on considere I'événement
Qe (n) tel que défini en (8.43).

Proposition 8.5.5. Sur Qe := Nyc(_1/3,/3Qe(n), on a, pour tout x € [—LL/3,LL/3] et tout
ye[lL—1¢,0L),

IGE (E, x,y)|| < Ce2m(E)=e)tL, (8.52)
Démonstration : On commence par montrer que sur (), pour tout x € [—¢L/3,¢L/3], la ma-

trice @ (x) est inversible, et on estime son inverse. Cela revient & minorer sa N-iéme
valeur singuliere.

Soit n l'unique entier tel que x € [n¢, (n + 1)¢). On remarque d’abord que, pour tout
pe{l,...,2N},
sp(Tit) 2 sp(Ti)san (T5) = sp (TN T |1, (8.53)

ou la derniére égalité provient du fait que T}, est symplectique. Mais on sait d’apres
[3, Lemma 6] qu’il existe une constante C > 0, indépendante de x et de w, telle que
||T% || < C. Par conséquent, s,(T% ) > C s, (T/").

On dispose de la décomposition en valeurs singulieres suivante :

T;; (E) =UxV, (8.54)
ou U et V sont unitaires et, puisque la matrice est symplectique, on peut écrire ¥ =
<Z+ 0 > avec X, = diag(sy,...,sy) et - = diag(1/sy,...,1/sn), olts; > 1 pour

0 X
tout i € {1,...,N}. On peut écrire une décomposition par blocs de U et V : U =

Uy U12> <V11 V12) .
etV = . On obtient alors
(Uzl Uz Vo Vo '

o, (x) = (Iy 0) @igg) — (Iy 0)T%L(E) GL) = UpZ, Vip + UpZ Voo,

Or, d'une part, les blocs U;; et Vj; sont de norme inférieure a 1 et, d’autre part, sur
I'évenement Q¢ (1), ona ||Z_ || < Ce~(W(E)=e)lL=nl On peut donc écrire
sn(Po(x)) > sy (U1 Z Vip) — Ce (N (E)=e)IL=n|
Z SN(U11>SN(Z+>SN(V12) — Ce_(VN(E)_e)K‘L_M.

Commesy (X)) > Clelw(E)=e)lL=n| (syr1’évenement Q) (1)), il reste a controler sy (Uy;)
et sy (Vi2). On peut montrer, comme dans Claim 3.4 et Remark 3.5 de [19], que sur Q. (1),

sn(Vip) > e 5 et sy (Uyp) > e 507, (8.55)
Par conséquent, sur Q¢ (1),
Isn (D4 (x))] > C e E=F)IL=n| _ co=(m(E)=e)l|L-n| (8.56)

Pour L suffisamment grand, on obtient sur (),

2(L

Isn (P (x))] > eME2973" 5 0, (8.57)

En particulier, @ (x) est inversible.
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L'étape suivante, afin de pouvoir appliquer le Lemme consiste a montrer que
@, (x)@4 (x)1 — @ (x)@_(x)"! est inversible. On montre, comme dans 'Equation (33)

de [19], que
sN(D () Dy (x) L =@ (x)D_(x)71) >e 2L (8.58)
On a alors, par le Lemme|[8.5.4]
G (E,x,y) = @4 (1) (@4 (x)) 1@, ()04 (1) =@ (0)_(x) )7L (859)
Enfin, on remarque que pour un tel y, on a d’apres [3, Lemma 6],
(L
1@+ (1)|]2 < Nexp <z/ \Vw(t)\dt> <c, (8.60)
Y
ou C est indépendant de w et de L.
En combinant (8.60), (8.56) et (8.58)), on obtient que sur )¢
1G¢ (E, x,)|| < Ce 2m(E)=e)lL, (8.61)
Od

La derniere étape consiste a estimer la probabilité de (.. Comme la suite des matrices de
transfert de { H,, ¢ }wcq et son groupe de Furstenberg satisfont les hypotheses de la Proposition
il existe des constantes C,c > 0 telles que IP(Qe (1)) < Ce~“‘I"~Ll, Par conséquent,

P((Qe) >1— Y CeeInli>1 et (8.62)
ne[—L/3,L/3]

ce qui démontre 'ILSE pour {H,, ¢ }weq-
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Chapitre 9

Modeles quasi-1d de types unitaires et
Dirac

9.1 Modeles quasi-1d unitaires

Dans ce cadre, le role joué par le groupe symplectique pour les modeles quasi unidimen-
sionnels de type Schrodinger sera tenu par le groupe dit de Lorentz.

Le groupe de Lorentz U(D, D) de signature (D, D) est défini comme 'ensemble des ma-

trices de taille 2D x 2D qui préservent la forme £ = (I(‘)) gD) au sens ou T appartient a

U(D, D) si et seulement si T*LT = L.

Pour passer des résultats sur les exposants de Lyapunov dans le cadre symplectique a ceux
du cadre du groupe de Lorentz, on utilise la transformation de Cayley. Par la transformation de
Cayley, le groupe U(D, D) est unitairement équivalent au groupe symplectique complexe. Plus

pl:écisément, siC = % (ig 71?) € M2D(C)etsi] = (1?3 _éD) ,alorsU(D, D) = CSpD(C)C*,
ol

Spp(C) = {M € Mp(C)|M*JM = J}.

Afin d’appliquer directement les résultats de [2], il est nécessaire de passer du groupe
symplectique complexe au groupe symplectique réel. Pour cela, on introduit ’application qui
sépare les parties réelle et imaginaire d’une matrice a coefficients complexes et les place en
blocs :

MZD(C) — M4D(]R)
A+iB — (47F).

Finalement, on a 77(C* - U(D, D) - C) C Sp,p(R), ce qui permet d’utiliser les résultats sur les
exposants de Lyapunov dans le groupe symplectique pour étudier les exposants de Lyapunov
dans le cadre unitaire.

9.1.1 Le modele d’Anderson unitaire

Le premier exemple de modele unitaire en dimension un pour lequel nous présentons
un résultat de localisation est ’analogue unitaire du modéle d’Anderson. Il a été étudié par
Hamza, Joye et Stolz dans [11]. Nous présentons leur résultat et utilisons leurs notations.

Commengons par considérer deux matrices unitaires 2 x 2 By = (/, ) et B, = (} ') avec
(r,t) € R? vérifiant 2 + > = 1. Ces nombres réels correspondent aux coefficients de réflexion
et de transmission. On définit ensuite U, comme 'opérateur unitaire sur ¢*(Z) donné par la
somme directe de blocs By identiques, les blocs commencant aux indices pairs. On construit de
méme U, I'opérateur unitaire sur £2(Z) défini comme la somme directe de blocs B, identiques,
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les blocs commengant aux indices impairs. On pose alors S = U.U,, opérateur unitaire sur
(%(Z) a structure en bandes.

On introduit ensuite 1’espace de probabilité (Q), F,P) o Q = TZ (avec T = R/(27Z)), F
est la o-algebre engendrée par les cylindres de boréliens et P = @7 1, ou y est une mesure
de probabilité non triviale sur T. On suppose que y est absolument continue avec une densité
bornée. On définit alors une suite de variables aléatoires (6x)k € Z sur (Q), F,P), a valeurs
dans T, ii.d., de loi commune y. A l'aide de ces variables aléatoires, on définit 1'opérateur
diagonal aléatoire D, agissant sur ¢?(Z) par :

VYw € Q, Vk € Z,De = e_ie"(“’)ek

ol (ex)xez désigne la base canonique de ¢?(Z).

Le modele d’Anderson unitaire est la famille {U,, } ,cq d’opérateurs unitaires agissant sur
¢%(Z) définie par, pour tout w € Q, U, = D,,S.

La famille {U,, } wcq est ergodique par rapport au décalage de 2 sur (), et I'on peut montrer
que son spectre presque sir est égal a & = {e” | a € [~Ag,Ag] —suppu} C S' ott Ay =
arccos(r? — t2) [11].

Pour w € Q etz € C\S!, on note G,(z) = (Uy —z)7 ! et, pour k,I € Z, on pose
Gw(k,1,z) = (ex|Gw(z)e;), la fonction de Green associée a U,,.

En utilisant la méthode des moments fractionnaires [1], Hamza, Joye et Stolz ont démontré
le résultat suivant :

Théoreme 9.1.1 ([11]). Pour toutt <1, il existes > 0, C < oo et & > 0 tels que
E(|Gw(k,1,2)|°) < Ce k=1l

pour tout z € C tel que 0 < ||z| — 1| < J et pour tous k,I € Z. Par conséquent, il y a localisation
dynamique pour la famille { U, }peq sur tout L.

La preuve du Théoréme repose sur le formalisme des matrices de transfert et sur
l"utilisation du théoreme de Furstenberg afin d’obtenir la positivité de ’exposant de Lyapunov,
ce qui permet d’établir des résultats de décroissance exponentielle de certains produits de
matrices de transfert.

Soit w € ). Considérons I'équation U, ¢ = zy pour z € C \ 0, avec ¢ pas nécessairement
dans ¢2(Z). Pour tout (6,7) € T?, on définit

_lg-iy r(ei(H)_lefiv)
o z t z
TZ<9177) - <;(1_;em) _éeiué(l%i(#v)_% iv)) ’

On a alors
ke Z, () = T(0u(w), b (@) (1)

On note y(z) I'exposant de Lyapunov associé a la suite (T (6 (w), O2x1+1(w)) )kez de matrices
i.i.d. dans SL,(R) . En utilisant le théoréeme de Furstenberg d’une manieére trés similaire au cas
du modele d’Anderson unidimensionnel discret a valeurs scalaires, on montre que :

(i) si suppu = {a,b} avec |a —b| = 7, alors y(—a) = y(—b) = 0 et, pour tout z €

T\ {—a, b}, 7(2) > 0;

(ii) si{a,b} C suppp avec |a —b| ¢ {0, 7}, alors pour tout z € T, y(z) > 0.
Ce résultat de positivité des exposants de Lyapunov implique que, pour tout compact K C C,
il existea > 0,8 € (0,1) et C < oo tels que, pour tout z € K, tout n € N et tout v € C? avec
ol =1,

E([|T=(02n-1) (1), Oan-1)11()) -+~ T=(60(-), 01.(-))o|| %) < Ce™*".

Cette estimation constitue le coeur de la preuve du Théoreme
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9.1.2 Matrices CMV

Le modele d’Anderson unitaire est un cas particulier d’opérateurs unitaires aléatoires uni-
dimensionnels plus généraux, appelés matrices CMV.
Soit (ay)yeN une suite de nombres complexes telle que, pour tout n € IN, |a,| < 1. Sil’on

pose p, = (1 — |ay, \2)%, alors la matrice CMV associée a la suite de Verblunsky (a,)n € IN est
l'opérateur agissant sur ¢2(IN, C) donné par la matrice semi-infinie

xo X1P0  P1P0
po —&ep —pE140
app1 —A01 K302 P3P2
C = P201 —P201 —W3Ap —P3k 9.1)
X403 —o403 a504  O504
0403 —pP4k3 —A504 —O504

On définit également la matrice CMV étendue associée a (ay)n € Z, une suite de nombres
complexes telle que, pour toutn € Z, |a,| < 1, comme l'opérateur agissant sur EZ(Z, C) donné
par la matrice infinie

&op—1 —&a_y @1po  P1P0
PopP-1 —por—1 —&1R0 —&ao -
= @01 —&pa1 A3P2  P302
£ P201 —pP201 —A3Xp —P342 9.2)
Xgp3 —Xghz WPy P504
0403 —P403 —O504 —P504

Les matrices CMV sont 'analogue unitaire des matrices de Jacobi et ont été introduites
a l'origine dans 1’étude des polynémes orthogonaux sur le cercle unité. En effet, elles appa-
raissent dans la représentation de I'application f — zf sur L?(S!, dy) dans la base obtenue par
orthonormalisation de I’ensemble des polynémes de Laurent 1, z, z71 22, 272 . relativement
au produit scalaire usuel sur L?(S!, dyu). Ici, S! désigne le cercle unité dans C et u désigne une
mesure de probabilité sur S' n’admettant pas de support fini. Voir [27, 28] pour une revue
complete de ce vaste sujet.

Afin d’'introduire du hasard dans les matrices CMV étendues, soit v une mesure de proba-
bilité borélienne supportée par un ensemble compact S du disque unité ouvert de C, contenant
au moins deux points. On pose () = SZ et on considere (a,(w))nez = (Wn)nez € Q une suite
de variables aléatoires i.i.d. de loi commune v. En particulier, les w;, peuvent étre des variables
de Bernoulli.

La suite de Verblunsky aléatoire (a,(w))nez définit une matrice CMV étendue aléatoire &,,.
La famille {&, }weq est Z-ergodique. Pour une telle famille ergodique, il n’existe pas d’analyse
multi-échelle, et la preuve du premier résultat de localisation dans le cas de Bernoulli repose
sur le théoreme de Furstenberg et sur des estimations de grandes déviations.

9.1.3 Scattering zippers

Soit L > 1 un entier. Un scattering zipper est un systéme obtenu par concaténation de dif-
fusions unitaires élémentaires, chacune possédant un nombre fixé 2L de canaux entrants et
sortants.

Soit || - || une norme subordonnée quelconque sur M (C). On note U(L) le sous-groupe
unitaire du groupe linéaire GLy (C) d’ordre L. On introduit I’ensemble

U(2L)iny = { (3 §> € U(2L);|;a,7,6 € My (C) et B € GLL(C); } . (9.3)
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qui admet également la représentation :
U2L)iny = {S(a, U, V) € UQ2L);|;|a"| < 1; et U,V € U(L)}, (94)
ot pour tout U,V € U(L) et tout & € M (C) vérifiant |a*| < 1,

S(a, U, V) = <V;(zx) f‘(;g%) avec p(a) = (Ip — an™)

Nl—
Nl—=

et pla)=(Ip—a’w)2.

(9.5)
Soit (S;)nez une suite de matrices appartenant a I’ensemble U(2L )iy . L'opérateur de scattering
zipper U associé a la suite (S, ),cz est 'opérateur agissant sur £2(Z,C") et défini par :

U=VW, (9.6)

ot les deux opérateurs unitaires V et W agissent sur £2(Z, C") et sont donnés par

v | s e, w=| Sy 97)

ol s, est 'opérateur de décalage vers la gauche (v,)ucz — (Vnt1)nez-

Nous introduisons maintenant du hasard, ce qui permet de démontrer un résultat de loca-
lisation dynamique pour le scattering zipper aléatoire. Soit

Q= (u(L) x {—1,1}F x [0,2n]L)2 9.8)

muni de la mesure de probabilité

P = (19 (B(p)* ® (Leboag)™) ©9)

définie sur B, la c-alggbre borélienne sur ) pour la topologie usuelle du groupe de Lie. Ici, v
désigne la mesure de Haar sur le groupe de Lie compact U(L), B(p) désigne la loi de Bernoulli
de parametre p € (0,1) et Leby ) désigne la mesure de Lebesgue sur l'intervalle [0,277]. On
définit alors 1’espace de probabilité produit :

(Q,B,P) = <QZ, R B, X 11”)) : (9.10)
nezZ

nez

Soient w € Qetn € Z. Alors w,, € () et 'on pose
wy = (V,dD, 6 Gl p el (9.11)

avec : _ ~
G U e u(r)et v e u(L);
Qi) d = (@v,...,d"

w1rdyr) € {1, 1}E, qui représentera indifféremment le L-uplet ou la

matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont dfﬁ, .. .,dgl)L, et de méme pour

Dy = (D",..., D) € {1, 1};

w,1”
(iii) Oc(f ) = (982,. . .,GEZ)L) € [0,27]t, qui représentera indifféremment le L-uplet ou la

() g

matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont 6 4,...,0, 7, et de méme pour

ol =@, ...,0") ¢clo2nrL.

w177 ~w,L
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Avec ces notations, on définit, pour tout w € Q) et tout n € Z, les phases suivantes :

ulm — 10 LNI&”)DS?)(CLE,”))* — o0 am et v = \7(5,”)015;”(\7(5,”))*&95?) — ‘7&()”)61'957)

9.12)

ou les notations réduites ljlfu") et \ZS”) sont utilisées dans les preuves du Théoreme du
Lemme et du Théoréme

Remarque 9.1.2. Compte tenu de la définition de l'espace de probabilité (QQ, B,IP), on peut voir

(ljli,"))nez et (17“(,"))”62 comme des suites de variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-
tribuées (ii.d.) a valeurs dans U(L), de loi uniforme selon la mesure de Haar sur U(L). Les suites

(dglz Jnez et (Dgl]) Jnez, pouri,j € {1,..., L}, peuvent étre considérées comme des suites de variables

aléatoires i.i.d. a valeurs dans {—1,1}, de loi commune la loi de Bernoulli B(p) de parametre p € (0,1),

et les suites (9((;3),162 et (@Zl;)nez, pour i,j € {1,...,L}, comme des suites de variables aléatoires
i.i.d. a valeurs dans [0,271], de loi commune la loi uniforme sur [0,27t]. De plus, toutes ces suites de

variables aléatoires sont indépendantes les unes des autres.

Remarque 9.1.3. On remarque que, pour tout w € Q et tout n € Z, U et V" appartiennent a
U(L) N HL(C), ot HL(C) désigne I'espace vectoriel des matrices hermitiennes de taille L x L. Cette
propriété sera utilisée dans la preuve du Lemme([9.1.9) ot I'on aura besoin que certaines racines carrées
de matrices unitaires soient également hermitiennes. C’est cette propriété qui motive l'introduction du
hasard sous cette forme particuliére. La présence des variables de Bernoulli comme éléments diagonaux

des matrices D((f ) et dgl ) est donc nécessaire afin que ZTL(U”) et VLS,”) puissent prendre toutes les valeurs

possibles dans U(L) N Hy.(C). On ajoute ensuite les matrices diagonales e et %" afin de garan-

tir que les phases aléatoires Uﬁ;n) et Va(}n) puissent prendre toutes les valeurs possibles dans U(L). La

) L iem TION e . ,
présence de termes séparés e'©« et ¢%" simplifie également la formulation de I'arqument de perturba-

tion de rang fini dans les preuves du Théoreme[9.1.5|et du Théoreme([9.1.12

Avec ces notations, nous introduisons maintenant le modele de scattering zipper aléatoire.
Considérons la famille aléatoire d’opérateurs unitaires { Uy, },eq ol, pour tout w € (3, I'opérateur
U, agit sur /2(Z,C") et est le scattering zipper associé a la suite de matrices de diffusion

aléatoires (Sc(ff ))nez définie par

(n)
so) = s ul Vi = P((‘jj))uw o | (9.13)
Vo 'pla) =V, a*Uy,

pour un & € M (C) fixé tel que ||a|| < 1.

On remarque que la famille {Uy, },eq possede une propriété tres importante de 2Z-ergodicité,
qui implique l'existence d"un spectre presque str pour cette famille. Si > désigne le spectre
presque stir de {U, }weq, alors & C S! puisque les opérateurs U,, sont unitaires. La 2Z-
ergodicité implique également 1'existence de spectres presque siirs de type ponctuel pur, abso-
lument continu et singulier continu.

On dispose du diagramme suivant, dans lequel les fleches horizontales représentent le pas-
sage d’un opérateur a valeurs scalaires a un opérateur a coefficients matriciels, et les fleches
verticales représentent le passage d’'un modele auto-adjoint a son analogue unitaire :

Matrices de Jacobi —— Matrices de Jacobi a coefficients matriciels

+ +
Matrices CMV ~ —  Scattering zipper
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9.14 Ingrédients de la méthode des moments fractionnaires

Notation. Soit {e; }xcz la base canonique de ¢*(Z) ® CE. Pour i,j € Z, on pose efijy = €iL+js
ce qui correspond a la j-iéme composante dans le i-iéme bloc de taille L.

Théoréme 9.1.4. Il existe ro > 0 tel que, pour tout « € GL1 (C) tel que ||a|| < ro, il existe C, > 0 et
b > 0 tels que pour tous {k,p} et {l,q} dans Z x {1,...,L},

E {sup |(efip), (Ua)"eqr) )| | < Crpe ™l 9.14)

nez

L'estimation (9.14) signifie que la famille {U, }ecq satisfait la condition de localisation
dynamique. Cette propriété est de nature dynamique et suit 1'évolution des paquets d’ondes
au cours du temps discret n € Z. Elle indique que les solutions de 1’équation de Schrodinger
sont localisées dans 1’espace au voisinage de leur position initiale, et ce de maniére uniforme
en temps. Cela traduit I’absence de transport quantique.

La preuve du Théoréme repose sur un certain nombre de résultats intermédiaires.
Tout d’abord, a partir du résultat de positivité des exposants de Lyapunov sur le cercle unité
S! on démontre leur stricte positivité sur un anneau

Se:={zeCl—-e<|z|<1+¢€} (9.15)

pour un certain € € (0,1]. La preuve est obtenue en combinant la positivité des exposants de
Lyapunov sur le cercle unité et leur continuité sur C \ {0}.
Notation. Pour j € Z, onnote E; = (...,0,Ip,0,...) ot Ip estala 7™ position .

Pour z € C\ S, soit G, (z) la résolvante en z de I'opérateur Uy, et soit G, (z, -, -) son noyau
de Green par blocs, défini pour tous k,I € Z par :

Guw(z, k1) = (Et, (U —2) L E). (9.16)

Pour a,b € Z U £00,a < b, on note G([ff’b} (z) la résolvante de la restriction de 'opérateur

U, al'intervalle [a, b] et Gc[f,l’b] (z,-,-) son noyau de Green par blocs :

-1
Gl (z) = (IUE,’"’] —z) , (9.17)

etpourk,l € Z,

1
iz k1) = (B, (UL —2) E)). 9.18)

Nous renvoyons a [5, [11] pour une définition précise des conditions aux bords définissant
Ul

On étudie les moments fractionnaires de G (z,-,-) pourz € C\ S! et 'on montre d’abord
qu’ils sont uniformément bornés.

Théoreme 9.1.5. Pour tout s € (0, 1), il existe une constante C(s) > 0 telle que, pour tout z € C\ S,
pour tous a,b € Z U oo, a < b, et pour tous k,1 € Z tels que |k — 1| > 4,

E (||G£f}'b] (z,k,l)||5) < C(s). (9.19)

Une fois cette borne uniforme obtenue, en la combinant avec la positivité du plus petit
exposant de Lyapunov et en établissant des estimations sur les blocs des produits de matrices
de transfert, on démontre la décroissance exponentielle de certains blocs du noyau de Green
restreint a des intervalles appropriés.
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Lemme 9.1.6. Soit K C C un compact. Il existe des constantes C > O, ¢ > 0et s € (0,1), telles que :

E (H (Tg”)(z) . T(E,")(z))_l UHS) < Cecln=m| (9.20)

pour tout z € K, pour tout vecteur unitaire v , et pour n,m € Z tels que |n — m| soit suffisamment
grand.

Théoréme 9.1.7. Il existe rg > 0, €9 > 0,50 € (0,1), po > 1, Csyr, > 0t y > 0 tels que, pour tout
a € GLL(C) vérifiant ||a|| < ro, pour tout s € (0, so] et tout € € (0, €],

E (HGB’Z'Z’”*” (z,2n,2m + 1)|\S) < Ce~lm=nl (9.21)

pour tout z € S \ S! et pour tous m et n dans Z. tels que |m — n| > po.

Le Théoreme est central dans la preuve du Théoreme Afin de pouvoir réduire
notre analyse aux blocs pour lesquels on dispose de la décroissance exponentielle (9.21), nous
établissons deux résultats de réduction. Nous commengons par montrer qu’il suffit de se ra-

mener aux opérateurs de type scattering zipper de taille paire.
Proposition 9.1.8. Supposons que « € GLy(C) vérifie ||a|| < 1. Soient s € (0,3), € € (0,1) et

k,1 € Z tels que |k — | > 4. Il existe une constante C(s,€) > 0 telle que :

2 1
E (1GE" 2 k 1IF) < Clse) 1 B(1GE" (2,21 +2i,2m +1+27)||*)?, 9.22)
i,j=0

pour tout z € S \ S et pour tous n, m tels que k € {2n,2n + 1} et € {2m,2m +1}.

La preuve consiste & majorer la norme des blocs “pairs” | G([ff’h] (z,2n,2m)|| et HG([ﬁ’b] (z,2n +

1,2m)|| par les normes des blocs “impairs” |G([ff’b} (z,2n,2m+1)|| et | \G([ff’m (z,2n+1,2m+1)||.
Une condition nécessaire pour établir ce résultat est l'inversibilité de a. Cette inversibilité est
requise pour démontrer le lemme suivant.

Lemme 9.1.9. Si « € GL(C), alors pour tout € > 0, pour tout n € Z et pour tout z € S, la

matrice & + ZV(E,n)ocLLE,n) est inversible presque stirement, et pour tout s € (0,1), il existe une constante
C(s) > O telle que

Vnez, E (H(zx + 2V atl) ) < Cls), (9.23)

Une fois le Lemme établi, 'utilisation de I'inégalité de Holder et du Théoreme
permet d’obtenir la Proposition[9.1.8]

Le second résultat de réduction montre qu’il suffit de controler le noyau de Green de
'opérateur restreint a un intervalle fini pour controler le noyau de Green de Uy,.

Proposition 9.1.10. Soient s € (0, %) et € > 0. Il existe une constante C(s) > 0 telle que
E (/|G (z kDI < CHIE (IG5 (z k1)) (9.24)

pour tout z € S, \ St et pour tous k,1 € Z tels que |k — 1| > 4.

La preuve du Lemme [0.1.10]repose sur I'identité géométrique de résolvante.

En combinant la Proposition la Proposition ainsi que le Théoreme sur
la décroissance exponentielle dans le cas réduit, on obtient la décroissance exponentielle des
moments fractionnaires.
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Théoreme 9.1.11. Il existe rg > 0,s € (0,1), g > 0, Csy, > 0t v > 0 tels que, pour tout
a € GL(C) vérifiant |a| < 19,

E (||Guw (2, k,1)|[°) < Csrpe” VK (9.25)

pour tout € € (0, €], pour tous k,1 € Z et pour tout z € S \ S'.

La preuve du Théoreme découle du Théoreme [9.1.11| et de l'estimation suivante por-
tant sur les moments d’ordre deux des coefficients de la résolvante.

Théoréme 9.1.12. Il existe g > 0, rg > 0, C;, > 0 et v > 0 tels que, pour tout € € (0, €] et tout
z € S¢ \ S, pour tout & € GL1(C) vérifiant |a| < ro, et pour tous k, p et l,qdans Z. x {1,...,L} :

— 2 — p—
E (1= 2P [{egup | (Vo =) T eq)|[ ) < Gue 7

Le Théoréme 9.1.12] est une conséquence du Théoréme [9.1.11} en utilisant la théorie des
perturbations d’ordre deux.

Remarque 9.1.13. Le parametre € est choisi de maniere a garantir la stricte positivité des exposants
de Lyapunov sur I'anneau Se,.

9.2 Modeles quasi-1d de type Dirac

Etant donné un entier N > 1, 'opérateur de Dirac libre sur N droites paralleles est

D(()N) = ];x, avec | := <ION _5N> et Dom(D(()N)) = H'(R) ® C?N. (9.26)

Cet opérateur est auto-adjoint. Nous ajoutons a cet opérateur libre un potentiel aléatoire. Soit
(), A,P) un espace de probabilité complet et soit ¢ > 0 un parametre de désordre : plus
¢ est petit, plus le systeme est “désordonné”. Le potentiel aléatoire (Va(,n))nez est une suite
de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d. en abrégé) telle que,
pour tout n € Z, la fonction x — Va(,")(x) prend ses valeurs dans I'ensemble des matrices
hermitiennes, est supportée dans [0, /] et est uniformément bornée en x, 1 et w.

Nous considérons la famille aléatoire { D, },cq d’opérateurs de Dirac quasi-unidimensionnels
définis, pour toute réalisation w € (), par :

Dy := DM + Y vIU(- — tm), (9.27)
nez

Sous ces hypotheses, pour chaque w € (), 'opérateur D,, est auto-adjoint sur l'espace de
Sobolev H!(R) @ C2N et, par conséquent, pour tout w € (), le spectre de D, noté o (D,,), est
inclus dans RR.

9.2.1 Matrices de transfert, exposants de Lyapunov et groupe de Furstenberg

Afin de déterminer le spectre presque stir de { Dy, }weq et d’étudier le comportement asymp-
totique des fonctions propres généralisées correspondantes, on considere, pour tout w € (),
I’équation aux valeurs propres généralisées,

Dou=FEu, ouEcC et u:(1> . R — C2N (9.28)

La notation u = (,ZI ) fait référence a la décomposition spin haut / spin bas de la solution de
I’équation de Dirac.
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L’équation (9.28) est un systéme différentiel linéaire d’ordre 1. On introduit, pour E € C et
pour tout x,y € R, la matrice de transfert T{(E) de D,, de x vers y, qui envoie une solution
(u',u}) en position x sur la méme solution en position y. Elle est définie par la relation

( ZIE% ) =) < ZI% ) 9.29)

et en particulier, T{ (E) = Iy pour tout x € R. Pour E réel, les matrices de transfert sont des
éléments du groupe symplectique hermitien

Sp1,(C) = {M € Man(C) | M*JM = [} 9.30)

avec | = (% "IN). En effet, pour E € R et x € R fixé, l'application y +— TY(E) satisfait

Do(TY(E)) = E TY(E) sur R. Cela implique (%T%(E))WT,%(E) + (TY(E))* T4 TL(E) = 0.

Par conséquent, la fonction y — (Ty(E))*JT{(E) est constante sur R. En prenant la valeur en
y = x, on obtient ] et (T{(E))*JT{(E) = ] pour touty € R.

Remarque 9.2.1. On remarque que Spy;(C) est un groupe de Lie réel puisqu'il s’agit d’une variété C*
et non d’une variété holomorphe, en raison de la présence d’une conjugaison dans sa définition.

Pour E € C fixé et deux couples (x,y) et (x/,y') dans R?, les matrices aléatoires T (E) et

TY, (E) ne sont pas nécessairement indépendantes. Afin d’appliquer les résultats de la théorie
des produits de matrices aléatoires i.i.d., on introduit également, pour tout n € Z, les matrices

de transfert T." (E) = Tfrgnﬂ) (E) de ¢n vers £(n + 1). La matrice de transfert 7" (E) est donc

définie par la relation
F ( ul(l(n+1)) > _ T (p) ( ul(¢n) ) ©.31)
u (b(n+1)) « uy ({n) :

pour toutn € Z.

La suite (T(E]n) (E))nez est une suite de matrices i.i.d. en raison du caractere i.i.d. des VY et
de la disjonction de leurs supports pour différentes valeurs de n.

9.2.2 Criteres de localisation pour les opérateurs quasi-1d de type Dirac

Le formalisme des matrices de transfert, des exposants de Lyapunov et du groupe de Furs-
tenberg permet d’énoncer des criteres de localisation dynamique pour les opérateurs quasi-
unidimensionnels de type Dirac.

Au préalable, nous introduisons plusieurs définitions afin de fixer le cadre dans lequel
nous sommes en mesure d’obtenir de tels criteres de localisation dynamique. Pour cela, nous
généralisons la notion de L,-irréductibilité forte.

Soit L > 1 un entier. Pour I € {1,...,L}, nous notons indifféremment par b; une forme
bilinéaire sur C*N ou sa matrice dans la base canonique de C2N. Nous notons également par
bo, ou plus simplement par J, la forme bilinéaire symplectique sur C?V associée a la matrice

— (0 -In
J= (1)

Pour tout p € {1,...,N}, onnote (], by,...,b1)-L, le sous-espace vectoriel de APC?N dont

les éléments sont les vecteurs p-décomposables uy A - - - A uy, tels que

Vi,j € {1,...,p}, Vi e {0,...,L}, bl(ui,uj) =0

c’est-a-dire que la famille (u1, ..., up) est orthogonale pour toutes les formes bilinéaires b; (et en
particulier chaque u; est orthogonal a lui-méme pour toutes les formes b;).

La seconde propriété est appelée (/, by, . .., by )-Lp-irréductibilité forte. Elle généralise la no-
tion de Ly-irréductibilité forte telle que définie dans [2] dans le cadre du groupe symplectique
réel.
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Définition 9.2.2. On dit qu’un sous-ensemble T de GLon (C) est (], by, . .., by )-Lp-fortement irréductible
sil n’existe aucun W, réunion finie de sous-espaces vectoriels propres de (], by, .. .,bL)—Lp, tel que
(APM)(W) = W pour tout M dans T.

Nous énongons maintenant deux criteres de localisation pour { D, } e . Le premier concerne

le groupe Spy;(C).
Théoréme 9.2.3. On fixe un intervalle compact I C R. On suppose qu'il existe un intervalle ouvert I
contenant I et tel que pour tout E € I :

1. le groupe de Furstenberg G, est inclus dans Spy(C);

2. pour tout p € {1,...,N}, Gy, est p-contractant et J-L,-fortement irréductible.

Alors { D }weq présente une localisation dynamique dans XN 1.

Afin d’énoncer un second théoréme, nous introduisons la matrice

S:= ( Ig 2 ) € M (R), (9.32)

ot K est la matrice diagonale ayant (—1)*! en position i. Nous définissons le groupe

SpOy(R) := {M € Mon(R), ‘MJM = ], 'MSM = S} . (9.33)
Le second critere de localisation concerne le groupe SpOy(R).
Théoreéme 9.2.4. On suppose que N est pair. On fixe un intervalle compact I C R. On suppose qu’il
existe un intervalle ouvert I contenant I et tel que pour tout E € I :
1. le groupe de Furstenberg Gy, est inclus dans SpOy(R);
2. pour tout 2p € {1,...,N}, Gy, est 2p-contractant et (], S)-La,-fortement irréductible.

Alors { D }weq présente une localisation dynamique dans XN 1.

Les démonstrations des Théoremes et font intervenir plusieurs étapes :

1. Les hypotheses des deux théoremes conduisent & une formule intégrale pour les expo-
sants de Lyapunov, ce qui implique leur régularité holdérienne.

2. On en déduit ensuite la méme régularité holdérienne pour la densité d’états intégrée,
en utilisant une formule de Thouless.

3. A partir de cette régularité de la densité d’états intégrée, on obtient une estimation de
Wegner faible adaptée a une randomisation de type Bernoulli.

4. Enfin, on applique un schéma d’analyse multi-échelle qui fait intervenir la preuve d'une
estimation de longueur initiale.

En réalité, la plupart de ces étapes, a I'exception de la preuve de 1’estimation de longueur
initiale dans la derniére, sont valables sous des hypotheses plus générales. Enongons-les main-
tenant.

Hypothese 9.2.5 (LN)). On fixe un intervalle compact I C R. On suppose qu'il existe Ly un sous-
espace vectoriel de ANC?N et un intervalle ouvert I contenant I tels que, pour tout E € I :

(L&N)) pour tout ¢ € G(E), (ANg)(Ly) C Ly;
(LgN)) pour tout x # 0 dans Ly,

o1 N
lim —E(log || AN®g(n,-)x||) = Y_ 7i(E);
i=1

n—oo 11
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(LgN)) il existe une unique mesure de probabilité vy g sur P(Ly) qui est pg-invariante, telle que

_ A% g)x| o),
B+t (E) = [ og i A de () duw e (7);

LN) 1(E) + -+ yn(E) > 0.

Les propriétés de N-contractivité et de ] ou (J, S)-Ly-irréductibilité forte impliquent I'hy-
pothése (L), C’est une conséquence de [2, Proposition A.IV.3.4] dans le cas de Sp;;(C), puis-
qu’on dispose de I'identification entre Spy;(C) et Sp,, (IR) au moyen de I'application suivante,
qui sépare les parties réelle et imaginaire des matrices de Mon(C) :

MZN(C) — M4N(]R)
A+iB — (4°8).

Dans la section suivante, nous présenterons quelques cas explicites du modele {D, },cq pour
lesquels nous sommes en mesure de vérifier les hypotheses du Théoreme ou du Théoréme
9.2.4

9.2.3 Application des criteres de localisation a une classe de potentiels scindés

Nous introduisons un cas particulier d’opérateurs quasi-unidimensionnels de type Dirac
dont les potentiels se décomposent en une somme de deux matrices de Pauli tensorisées. Rap-
pelons les notations usuelles pour les matrices de Pauli :

Considérons la famille particuliére {DS\? }wea pour laquelle le potentiel se décompose en une
partie périodique et une partie aléatoire :

N N
DN := DN + Vper + Veo. (9.34)

agissant sur H! (R) @ C?N. Le potentiel Vper est une fonction (-périodique, combinaison linéaire
de matrices de Pauli tensorisées de la forme

Voer 1= (000 + 21071 + @202 + a303) @ Vper, (9.35)

ou &y, ...,z sont des réels et Vper est une fonction /-périodique a valeurs dans l'espace des
matrices réelles symétriques de taille N, noté Sy (IR) . Notons que :

ooV = (‘68) S MZN(C)

et il en va de méme pour les autres produits tensoriels. Nous construisons le potentiel aléatoire
Vi, de la maniére suivante. Soient (21, 4;,P1),...,(Qn, An,Pn) N espaces de probabilité
complets. Nous prenons

(Q/A/]P): (nézﬂlxXON/®-’41®®AN/®]P1®®]PN>

nez nez

Pour i € {1,...,N}, les suites (wi("))nez sont indépendantes entre elles et chacune est une
(n)

suite de variables aléatoires réelles i.i.d. sur (ﬁi, ./11-, ]I~’l-). On note v; la loi commune des w,
(n)

On suppose que {0,1} C supp v; et que supp v; est borné. En particulier, les w; ' peuvent étre
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des variables aléatoires de Bernoulli, ce qui constitue le cas de désordre le plus difficile a traiter
puisqu’il conduit au plus petit groupe de Furstenberg possible.

On pose également, pour tout n € Z, wn) = (wgn), e, “’1(\? )), qui est une variable aléatoire
sur (g x - x Oy, A ® - @ Ay, Py ®---®Py) deloiv = 1) ® - - - @ vy. Pour chaque n dans

Z., nous introduisons la fonction aléatoire

wﬁ")vl(-fén) 0

0 wg”v;\](_ﬁn)

ott les v; sont des fonctions mesurables de [0, /) dans R. Nous posons

Vio = (Booo + B101 + B2z + B303) @ Y V) (9.36)

nez

ol Po, . .., B3 sont des réels. Nous nous restreindrons a des combinaisons particulieres de co-
efficients «; et f; non nuls. Par souci de simplicité, nous ne considérerons que des potentiels
réels Vper et V., ce qui correspond a 1’absence de champ magnétique et conduit a ’hypothese
suivante.

Hypotheése 9.2.6. Nous supposons que ay = B = 0.

Ainsi, nous ne considérons que des potentiels portés par oy, 01 et 03, ce qui implique en
particulier que, pour des énergies réelles E, les groupes de Furstenberg correspondants seront
inclus dans Spy(R) au lieu de Spy;(C). Ensuite, nous ne considérons que des potentiels scindés
comportant un terme déterministe et un terme aléatoire, ce qui permet de réduire le nombre
de cas dans lesquels il faut calculer le groupe de Furstenberg de 43 a 9.

Hypothese 9.2.7. Nous supposons qu'un et un seul parmi wg, aq et a3 est différent de zéro et qu’un et
un seul parmi By, B1 et B3 est différent de zéro.

Puisque nous devons choisir un potentiel aléatoire et un potentiel déterministe, il y a 4
priori neuf possibilités. Néanmoins, il est possible de réduire ce nombre a cinq de la manieére
suivante. Si I'on pose, pour (Vy, V1, V3) € (Mn(R))3,

D(Vo, i, V3) =gV + 00 @ o+ 01 @ Vi + 03 ® Vs
agissant sur H!(IR) ® R?, alors
YV (Vo, V1, V3) € (MN(]R))B, D(Vp, V1, V3) = P(—=D(—Vy, —V3,— V1)) P*

ol P est la matrice unitaire définie par

1 Iy In
P_ﬁ<IN —IN>' (9.37)

Ainsi, pour tout (Vy, V1, V3) € (Mn(R))3, les opérateurs D(Vo, V1, V3) et —D(—Vy, — V3, —V4)
ont le méme spectre ainsi que les mémes parties de spectre ponctuel pur, absolument continu
et singulier continu. Ces deux opérateurs possedent des matrices de transfert unitairement
équivalentes (via P défini en (9.37)), et donc des exposants de Lyapunov identiques. Ils ont
également des groupes de Furstenberg unitairement équivalents (toujours via P), et il y a lo-
calisation pour D(Vj, V1, V) si et seulement sl y a localisation pour —D(—V,, —V3, —V;). Par
conséquent, il y a cinq cas, comme expliqué dans le tableau suivant.
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VaJ \ Vper gy | 01 | 03
0o 1155
(%] 3 2 4
03 3 4 2

TABLE 9.1 — Les cinq cas possibles

Pour chacun de ces cas, nous démontrons soit la localisation, soit la délocalisation.

De plus, afin de calculer le groupe de Furstenberg associé a { D, } ,cq, nous exprimerons les
matrices de transfert sous forme d’exponentielles de matrices. Ceci n’est possible que lorsque
les potentiels sont constants sur chaque intervalle (n¢, (n + 1)¢). Dans le cas contraire, il fau-
drait considérer des exponentielles ordonnées dans le temps au lieu d’exponentielles de ma-
trices.

Hypothese 9.2.8.

1. Nous supposons que Vper est une fonction constante égale i une matrice réelle symétrique
fixée. Nous noterons par Vper la valeur unique de la fonction Vper, par un léger abus de notation.

2. Nous supposons également que les fonctions vy, ..., vy dans la définition de V) sont toutes
égales a la fonction caractéristique de l'intervalle [0,£] : v1 = - - - = vN = 1o 4.

Notation. Soit A la matrice tridiagonale avec des zéros sur la diagonale et des 1 sur les diago-
nales supérieure et inférieure.

Notation. Nous notons {-, -} I'anti-commutateur de deux matrices, défini pour tous A,B €
MnN(R) par {A, B} = AB + BA.

Théoréme 9.2.9.

1. Dans le Cas 1, pour toute matrice symétrique Vper € SN(R), ona X = R et le spectre est
purement absolument continu, de multiplicité 2N.

2. Dans les cas 2, 3 et 4, si Vper = A, il existe {c := Lc(N) > 0 tel que, pour tout £ € (0,4¢),
il existe un intervalle compact I(N,¢) C R tel que si I C I(N,{) est un intervalle ouvert
vérifiant XN I # @, alors il y a localisation d’Anderson et localisation dynamique dans X N I
pour {D(%)}wgg.

3. Dansle Cas 5 :

(i) si {Vper, K} = 0t si N est impair, il y a présence de spectre absolument continu de multi-
plicité au moins 2.

(ii) En particulier, si Vper = A, la famille {Dgg) Yweaq présente une localisation d’ Anderson et
une localisation dynamique dans £.N I si N est pair (pour I comme au point (2)), et il y a
présence de spectre absolument continu de multiplicité exactement 2 si N est impair.

(iii) En revanche, si Vper = A + 1y, il existe Ic > 0 tel que, pour tout £ € (0,0c), il existe
un intervalle compact I(N, ) C R tel que si I C I(N, ) est un intervalle ouvert vérifiant
N1 # @, alors il y a localisation d’Anderson et localisation dynamique dans ¥. N I pour

{D((UI\? }weq et ce pour tout N.

Les résultats de localisation proviennent de l'application de nos criteres de localisation
énoncés dans les Théoremes et[9.2.4 La présence de spectre absolument continu dans le
Cas 1 et dans le Cas 5 lorsque N est impair est une conséquence du théoréme suivant de Sadel
et Schulz-Baldes.

Théoreme 9.2.10. Soit { D, }wecq comme dans (9.27). Alors, pour k € {1,...,N}, I'ensemble
Sk := {E € R, exactement 2k exposants de Lyapounov s’annulent en E}

est un support essentiel du spectre absolument continu presque silr, de multiplicité 2k.
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Ce résultat de la théorie de Kotani pour les opérateurs quasi-unidimensionnels de type
Dirac doit étre vu comme un résultat de délocalisation pour la famille { D, } weq-

Enfin, a partir des résultats du Théoréme on obtient des résultats de localisation et
de délocalisation pour des choix génériques de la valeur de la matrice Vper. Pour énoncer ces

POR PR TIL

N(N+1)

des matrices réelles symétriquesalR ™ 2 et nous considérons la mesure de Lebesgue Leb nv 1)
2

2.2 1z

2
Nous introduisons également I’espace des matrices symétriques qui anti-commutent avec K :

SK(R) = {V € Sy(R) | V,K = 0}. (9.38)
Cet espace est de dimension NTZ si N est pair et de dimension w si N est impair.

PRI

a Leb w1 si N est impair.
4

Corollaire 9.2.11. On note V la valeur unique de la fonction Vper.

1. Pour presque toute matrice réelle symétrique V. € SN(IR), il existe un ensemble fini Sy C
R et bc := Lc(N,V) > 0 tels que, pour tout £ € (0,€c), il existe un intervalle compact
I(N,V,¢) C Rtel quesi I C I(N,V,0)\ Sy est un intervalle ouvert vérifiant 2N 1 # @,
alors, dans les cas 2, 3, 4 et 5, il y a localisation d’ Anderson et localisation dynamique dans XN I

pour la famille {D(%)}weﬂ.
2. Pour presque tout V € SK(R), il existe un ensemble fini Sy C R et {c := (c(N,V) >
0 tels que, pour tout £ € (0,€c), il existe un intervalle compact I(N,V,£) C R tel que si

I C I(N,V,0)\ Sy est un intervalle ouvert vérifiant N I # @, alors, dans le Cas 5, il y a
localisation d’Anderson et localisation dynamique dans X N I si N est pair, et il y a présence de

spectre absolument continu de multiplicité 2 si N est impair pour la famille {Dg\? }wea-

s ot iz

Leb nvvi1) (SK(R)) = 0. Dans le Cas 5, le résultat générique de localisation au point (1) correspond
2
au Théoreme[9.2.9) (3) (iii) et le résultat générique au point (2) correspond au Théoreme(9.2.9| (3) (ii).

page 122 Opérateurs aléatoires et modeles d’Anderson



Annexe A

Opérateurs auto-adjoints et théoreme
spectral

(H, (-|-)) désigne un espace de Hilbert sur R ou sur C. Par convention, lorsque (-|-) sera
un produit hermitien, il sera semi-linéaire a droite.

A1 Opérateurs linéaires bornés sur un espace de Hilbert

A.1.1 Opérateurs bornés

Nous commengons par définir I'espace des opérateurs bornés entre espaces vectoriels normés
et nous définissons ensuite plusieurs topologies sur cet espace.

Définition A.1.1. Si (E, || ||g) et (F, || ||) sont des espaces vectoriels normés, un opérateur borné de
E dans F est une application linéaire continue T : E — F, donc, telle que

3C >0, Vu € E, ||Tullz < Clulp.

Notation. On désigne par L(E, F) 'ensemble des opérateurs bornés de E dans F. Lorsque
E = F,onnotera L(E) = L(E,E).

L(E, F) est un espace vectoriel sur lequel on introduit la norme,

|| Tu]]
Tl gy = sup THI L= sup |Tul.
u€E\{0} E [Jullp=1

La topologie induite par cette norme sur L(E, F) est appelée topologie uniforme des opérateurs. Si
(F, || [[r) est un espace de Banach, (L(E, F), || || z(g,r)) est aussi un espace de Banach. De plus, la
norme || || (g g) est une norme d’algebre sur (L(E), +,.,0) et, plus généralement, si (E, || [|£),
(F, || Ilr) et (G, |lg) sont des espaces vectoriels normés et si Ty € L(E,F) et T, € L(F,G),
alors T,o Ty € L(E,G) et

1T20 Tallzec) < 1 T2llgroy 1Till 2 -

Notation. Dans toute la suite, nous noterons T>T; la composée T, o T; de deux opérateurs
T, € L(E,F)etT, € L(F,G).

Nous introduisons maintenant deux topologies plus faibles sur £(E, F). Tout d’abord, la fo-
pologie forte des opérateurs. C’est la plus petite topologie rendant continues les applications
evy : L(E,F) — F, ev,(T) = Tu. Pour cette topologie, une suite d’opérateurs bornés (T, ),en
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converge vers un opérateur borné si et seulement si, pour tout u € E, || T,,u — Tu||p — 0.
n——+0o0

Onnotera alorss —1im T, = T.

La seconde topologie est la topologie faible des opérateurs. Nous pourrions la définir pour E et F
des espaces de Banach quelconques, mais dans la suite nous nous restreindrons aux opérateurs
bornés de (#, (-|-)) dans lui-méme, nous supposerons donc que E = F = 7. Alors la topologie
faible sur £(#) est la plus petite topologie rendant continues les applications ev,, : L(H) —
C, evy,(T) = (Tulv). Pour cette topologie, une suite d’opérateurs bornés (T, ),en converge
vers un opérateur borné si et seulement si, pour tous u,v € H, (T,u|v) — (Tu|v) dans C.

Onnoteraalorsw —1lim T, = T.

La topologie faible des opérateurs est plus faible que la topologie forte des opérateurs, elle-
méme plus faible que la topologie uniforme des opérateurs. Les exemples suivants illustrent
les différences entre ces topologies sur £(¢*(IN)).

Exemple A.1.2. Soit T, : (>(N) — ¢*(N), T,(xo,x1,...) = (%xo,%xl,...). Alors (Ty)neN
converge uniformément vers 0, I opérateur nul.

Exemple A.1.3. Soit S,, : £*(IN) — (?(IN), Sy (x0,x1,...) = (0,...,0, %4, Xu11,...). Alors (Sy) nen
converge fortement vers 0, mais pas uniformément.

Exemple A.1.4. Soit W, : >(IN) — (2(IN), Wy(x0,x1,...) = (0,...,0,x0,x1, . ..) avec n fois 0 au
début de la suite. Alors (Wy,)neN converge faiblement vers 0, mais pas fortement ni uniformément.

Dans toute la suite, nous ne considererons que des opérateurs bornés entre espaces de Hilbert.
Nous donnons, dans ce cadre hilbertien, une caractérisation de la norme d’opérateur.

Proposition A.1.5. Soient H, et Hy deux espaces de Hilbert. Soit T : Hy — Ho un opérateur borné.
Alors,

T 230, 200y = SUP(Tul0) 2 | | |[1tlly, < et fJollyy, < 13-

Démonstration : Notons S le membre de droite de I'égalité. Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

[ (Tulo)| < N Tutllg, 10130, < NT 20, 4) 14110, 10030, < T 200,40

lorsque |uf|y, < 1et|[v|ly, <1.Donc, S < ||T| £y, n,)- Réciproquement, soit M un réel
positif; supposons que S < M. Alors, pour tout u € Hy, || Tull3, < M||ul|y,. En effet, si
u = 0ou Tu = 0, I'inégalité est vérifiée. Sinon, 1’ = u/||ul|y, et v’ = Tu/||Tu||3, sont
de norme 1 et, comme S < M, |(Tu'|v")| < M. Or, |(Tu'|v")| = || Tu||,/ ||u|/%,, doncona
bien ||Tu|y, < M||u||3,. Par définition de ||T|| £(3, 3,), on obtient || T|| z(3, 3,) < S-

A.1.2 Adjoint d’un opérateur borné

Nous allons maintenant définir 1’adjoint d’un opérateur borné qui généralise a la dimen-
sion quelconque la transposée d’une matrice réelle ou la transconjuguée d"une matrice com-
plexe.

Proposition A.1.6. Soient H un espace de Hilbert et T € L(H). Il existe un unique opérateur T* €
L(H) tel que
Vu € H, Yo € H, (Tu|v) = (u|T*v). (A1)

Démonstration : Soit v € H. Alors, ¢, : u — (Tu|v) est une forme linéaire continue sur . En
effet, on applique l'inégalité de Cauchy-Schwarz et on utilise le caractere borné de T. Par
le théoréme de Riesz de représentation des formes linéaires continues, il existe un unique
vecteur w € H tel que, pour tout u € H, ¢,(u) = (u|w). Posons T* : H — H, T*v = w.
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T* est linéaire. En effet, si v1,v, € H et A, A, € C, alors soit v = Av; + Ay et wy =
T*(v1), wy = T*(v2), T*(v) = w. Alors,
Vu e H, (ulw) = (Tu|v) = (Tu|A1o1 + Av2) = Aq(Tulor) + Aa(Tulvy)
= M(u|wy) + Az (ulwy) = (u|Aywy + Aywy).

Donc, w — Aqw; — Aywy € HE = {0} et w = Ayw; + Arw; et T* est linéaire.
T* est borné. En effet, soient u,v € H, ||uly < 1et||v|x < 1. Alors,

| T™0)| = [(Tulo)| < [|Tully [olly < T £ -

Dong, en prenant u = %,pour toutv € H, ||ofly < TetT*v # 0, [T 0[l3 < [|T| z(2)-

Siv € H est tel que T*v = 0, I'inégalité est encore vérifiée. On obtient donc || T*(| z(3) <
[ T[l£(3) et T* est borné.

Enfin, pour l'unicité, si T; et T; vérifient (A.1), alors, pour tous u,v € H, (u|(T] —
T;)v) =0,donc T{ — T; = 0.

Définition A.1.7 (Adjoint.). L'opérateur borné T* € L(H) est appelé adjoint de 'opérateur T.
Exemple A.1.8. Pour tout espace de Hilbert 1, 1d;, = Idy.
Nous énongons les premieres propriétés vérifiées par I’adjoint d"un opérateur borné.

Proposition A.1.9 (Propriétés algébriques de ’adjoint.). Soient T, Ty, T, € L(H) et A € C. Alors,

1 (Ty+ D) =T} +T;;

2. (AT)* = AT*;

3. (Th)* = TyT;;
4. (T =T,
5

. si T a un inverse borné T~1, T* a aussi un inverse borné et (T*)~1 = (T~1)*.

Démonstration : Les deux premiers points proviennent de la semi-linéarité a droite du produit
scalaire. Pour le troisieme point, on écrit, pour tous u,v € H, (T1Tou|v) = (Tou|T{v) =
(u|T; Tfv). Le quatriéme point s’obtient en remarquant que, dans (A.1), les vecteurs u
et v jouent le méme role et (Tu|v) = (u|T*v) pour tous u,v € H si et seulement si
(T*ulv) = (u|Tv) pour tous u,v € H en passant aux conjugués. Enfin, pour le dernier
point, de TT~! = I = T~!'T on déduit par passage a 'adjoint que T*(T!)* = I* = [ =
I* = (Tfl)*T*

O

Proposition A.1.10 (Propriétés métriques de 'adjoint.). Soit T € L(H). Alors,
L AT e = 1Tl e s
2. HT*THﬁ(H) = HTH%;(H)'
Démonstration : D’apres la démonstration de la proposition I Tl 22y < T £(3)- Puis,

en appliquant cette inégalité a 1’'opérateur borné T* et en utilisant le fait que (T*)* =T,
on obtient bien ||T||z3) < ||T*||£(3), ce qui prouve le premier point. Pour le second

point, on a tout d’abord, || T*T||z¢3) < [ T*[| ) Tl 2y = HT||2£(H). Réciproquement,
siu € M, lully = 1, |Tul3, = (Tu|Tu) = (T*Tulu) < IT*T| £ (), done HTHZK(H) <
IT*T| £ (30)- -
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Proposition A.1.11 (Propriétés géométriques de I'adjoint.). Soit T € L(H ). Alors,
1. Ker T* = (ImT)* et (Ker T*)* = ImT;

2. si F C H est un sous-espace vectoriel stable par T, alors F* est stable par T*.

Démonstration : u appartient a (ImT)- si et seulement si, pour tout v € H, (u|Tv) = 0, ce qui
équivaut a ce que, pour tout v € H, (T*u|v) = 0. C’est équivalent & T*u = 0, soit encore
u € Ker T*. La seconde propriété provient des propriétés sur les espaces orthogonaux
dans les espaces de Hilbert.
Pour le second point, soit v € F* et u € F. Alors Tu € F, donc (T*v|u) = (v|Tu) = 0.

Donc T*v € F+.
Od

Définition A.1.12. Un opérateur T € L(H) est dit auto-adjoint lorsque T = T*.

Les opérateurs auto-adjoints sont la généralisation des matrices symétriques a la dimension
infinie. Ils jouent un role majeur en analyse fonctionnelle et en physique mathématique. Nous
allons démontrer un théoreme de structure sur ces opérateurs qui affirme que tout opérateur
auto-adjoint est diagonalisable, en un sens a préciser en dimension infinie. Un premier exemple
d’opérateur auto-adjoint est celui de projecteur orthogonal.

Définition A.1.13. Un opérateur P € L(H) est appelé un projecteur lorsque P> = P. Si de plus
P* = P, on dit que P est un projecteur orthogonal.

On remarque que 1'image d’un projecteur est un sous-espace fermé sur lequel P agit comme
l'identité. Si de plus P est orthogonal, P agit comme 1'opérateur nul sur (ImT)~. Le théoréme
de projection sur les sous-espaces fermés dans les espaces de Hilbert nous assure alors qu’il y a
une bijection entre les projecteurs orthogonaux dans un espace de Hilbert H et les sous-espaces
fermés de H.

Exemple A.1.14. (Opérateur de multiplication). Soit (X, u) un espace mesuré o-fini et soit H =
L?(p). Si ¢ € L (), on définit I'opérateur de multiplication par ¢, My : L*(u) — L*(u) tel que,
pour tout u € H, Myu = qu.

Alors My est dans L(L*()) et || Mo]| = ||@l|co- Ici, || @] désigne le supremum p-essentiel, || ¢ || =
inf{c > 0| u({x € X | |¢(x)| > c}) = 0}. Donc, quitte a changer de représentant dans la classe de
@, on peut supposer que ¢ est une fonction bornée.

Puis, comme ||@u||2 < ||@||oo||tt]|2, My est un opérateur borné et || My|| < ||¢||co. Soit € > 0. Comme
u est o-finie, il existe un ensemble mesurable A tel que 0 < u(A) < +oo tel que |p(x)| > ||@|l — €
pour tout x € A. Sion pose u = u(A) 21, alors u € L2(u) et ||ulla = 1. Donc | M, ||> > |lgu|3 =
(A [, lolPdu > (||@lleo — €)% En faisant tendre € vers 0, on obtient bien || Mg|| > ||¢|co-

On a de plus, pour toute ¢ € L= (p), Mg = Mg ot p(x) = ¢(x) pour tout x dans X. En particulier,
si ¢ est a valeurs réelles, M, = M, et My est auto-adjoint.

Pour les opérateurs bornés auto-adjoints, la proposition peut étre raffinée.

Proposition A.1.15. Soit T € L(H) un opérateur auto-adjoint. Alors, pour tout u € H, (Tu|u) € R
et

TN 23y = sup{I(Tufw)[ | [[ully = 1}.
Démonstration : Soit S le membre de droite de l'égalité. D’apres la proposition s <
[ T||£(3). Pour démontrer 'autre inégalité, on commence par démontrer que, pour tout
u € H, (Tulu) € R. En effet, comme T = T*, (Tu|u) = (u|Tu) = (Tu|u) et (Tulu) € R.
Puis, en utilisant 1'identité de polarisation, on a

Vi, 0 € H, Re (Tulv) = }1 (T(u +0) |+ ) — (T(u — )| —0)).
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Or, pour tout u € H, |(Tu|u)| < S||u||*> donc, pour tous u,v € H,
5 2 2
[Re (Tulo)| < 3 (Jlu+o]* + u— o).

Puis par I'identité du parallélogramme, pour tous u, v € H, |Re (Tulv)| < 5 (||u]|? + ||v/|?).
Dong, si on suppose que ||u|| < 1et||v|| <1, on obtient |Re (Tu|v)| < S. Quitte & rempla-
cer v par ¢, on obtient que, pour tous u,v € H, |(Tu|v)| < S. Alors, par la proposition
Tl z¢3) < S, ce qui termine la démonstration.

O

Nous terminons cette section par un résultat qui ouvre la voie au formalisme des opérateurs
non bornés.

Théoreme A.1.16 (Hellinger-Toeplitz.). Soit T : H — H un opérateur tel que, pour tous u,v € H,
(u|Tv) = (Tu|v). Alors T € L(H).

Démonstration : Par le théoreme du graphe fermé, il suffit de démontrer que I'(T), le graphe
de T, est fermé. Soit (11,),en une suite d’éléments de ‘H qui converge vers u € H et telle
que (Tuy,)nen converge vers v € H. Il nous suffit de démontrer que v = Tu. Or, pour tout
weH,

(wlo) = lim (w[Tu,) = fim (Toolu,) = (Twlu) = (w]Tu),

donc v = Tu.
Od

Ce résultat affirme donc qu’il ne peut y avoir d’opérateur non borné qui soit défini sur ‘H tout
entier et qui soit auto-adjoint (ou symétrique en général). Cela pose probleme en mécanique
quantique ol I'on souhaite définir des opérateurs comme 1’énergie (qui fait intervenir une
dérivée) qui sont non bornés tout en étant symétriques au sens ot (u|Tv) = (Tu|v).

A.2 Opérateurs non bornés d’un espace de Hilbert

A.2.1 Opérateurs non bornés

Pour contourner le résultat de Hellinger-Toeplitz, on va définir les opérateurs non bornés
sur des sous-espaces de H. Un tel sous-espace appelé domaine de 'opérateur T sera supposé
dense dans H.

Définition A.2.1. Un opérateur non borné T sur un espace de Hilbert H est une application linéaire
T : D(T) — H oi D(T) est un sous-espace vectoriel dense dans H, appelé domaine de T.

Exemple A.2.2. On revient i I'opérateur de multiplication. Soit (X, i) un espace mesuré o-fini et soit
H = L?(u). On suppose a présent ¢ seulement mesurable et non nulle presque partout et on définit
l'opérateur de multiplication par ¢ via

D(M,) = {u € L*(u) | up € L*(u)} C L*(u)

et My : D(M,) — L?(p) tel que, pour tout u € H, Mgpu = u.
Alors, D(My) est dense dans L*(y). De méme, I'image de My, My(D(M,)) est aussi dense dans
L2 ().
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Exemple A.2.3. On souhaite étudier directement le probleme de Sturm-Liouville suivant en terme
d’opérateurs :
Y/ — 2
{ u” +qu Au, u € C*(]0,1]) (A2)

u@0)=u(l) = 0

oit g : [0,1] — R est une fonction continue et A € C. Pour cela on pose T : u — —u" + qu qui est
linéaire, mais qui n’est pas défini sur tout L2([0,1]). On introduit alors

D(T) = {u € C*([0,1]) | u(0) = u(1) = 0}
qui est dense dans L>([0,1]) et on regarde T comme un opérateur sur L2([0,1]) de domaine D(T).

Définition A.2.4. Le graphe d'un opérateur non borné (T, D(T)) est le sous-espace vectoriel de H x H
I(T) = {(u,Tu) |u € D(T)}.

On peut alors définir une classe d’opérateurs non bornés dont les propriétés ne seront pas trop
éloignées des opérateurs bornés, celle des opérateurs fermés.

Définition A.2.5. On dit qu'un opérateur non borné (T, D(T)) est fermé si son graphe I'(T') est fermé
dans H x H.

Remarque A.2.6. En d’autres termes, (T, D(T)) est fermé si pour toute suite (u,)nen de D(T) qui
converge vers u € H et telle que (Tu,) converge vers v € H, alors u € D(T) et Tu = v.

Remarque A.2.7. Par le théoreme du graphe fermé, si D(T) = H, alors (T,D(T)) est fermé si et
seulement si il est borné.

L'opérateur de Sturm-Liouville présenté plus haut n’est pas fermé. En effet, on peut montrer
que la limite u dans L?([0,1]) d’une suite dans D(T) n’est pas nécessairement C2. Le domaine
D(T) dans cet exemple est trop petit pour que 1'opérateur soit fermé. En considérant comme
domaine

{u € L2([0,1]) | u” € L2([0,1]), u(0) = u(1) = 0}

out la dérivée u” est prise au sens des distributions (et ot on utilise I'injection de Sobolev pour
donner un sens aux valeurs aux bord), on définit alors un opérateur fermé. Cela nous conduit
a la définition suivante.

Définition A.2.8. Soient (S,D(S)) et (T, D(T)) deux opérateurs non bornés. On dit que T prolonge
S (ou est une extension de S) et on note S C T lorsque D(S) C D(T) et T|ps) = S.
On dit qu'un opérateur non borné est fermable s'il admet une extension fermée.

Remarque A.2.9. Un opérateur T est fermable si et seulement si pour tout suite (u,) dans D(T) telle
que u, — 0et Tu, - v € Honaalorsv = 0.

Proposition A.2.10. 1. (T,D(T)) est fermable si et seulement si T'(T) N ({0} x H) = {(0,0)}.

2. Si (T,D(T)) est fermable, alors il admet une plus petite extension fermée dont le graphe est
I(T).

3. Cette plus petite extension fermée est appelée la fermeture de (T, D(T)) et elle est notée T. On a

alors : T(T) =T(T).

Démonstration : Si T est fermable, il existe S fermé tel que T C S soit encore I'(T) C I'(S) avec

I'(S) fermé. D’ou, I'(T) C I'(S). Alors,

I(T) N ({0} x H) € T(S) N ({0} x H) = {(u,Su) Ju = 0} = {(0,0)}
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car S est linéaire.

Réciproquement, si T(T) N ({0} x H) = {(0,0)}, alors p; : T(T) — H, (u,v) — u est
injective car son noyau est {(0,0)}. Elle est donc bijective sur son image. Notons D(T)
son image et posons pour u € D(T), (u,Tu) = p;'(u). Alors, D(T) est dense car I'(T)

est fermé et p; est linéaire continue et I'(T) = ['(T) est fermé, i.e. T est fermable.

Enfin, si S est une extension fermée de T, alors T'(T) C T'(S) et comme I'(S) est fermé,
T(T) C I(S),ie. T CS.

O

Définition A.2.11. Soit T un opérateur fermé. Un ensemble D C D(T) est appelé un coeur pour T si
Tp=T

Exemple A.2.12. Soient Q) un ouvert de R? et (34 ) o< |a|<m une famille de fonctions dans C*(Q2). On
se place dans H = L?(Q) et on pose,

D(T)=Cg(Q) et Vue D(T), Tu= ) a,0"u.

la|<m

Soit (uy) une suite dans H qui converge vers 0 et telle que (Tu, ) converge vers v dans H. On veut mon-
trer que v = 0. Pour cela on va utiliser le lemme de Dubois-Reymond. Soit ¢ € D(T). La convergence

dans L? impliquant celle dans D'(Q)),
/quo = nl_l)r—]"j}oo\/(\2 Tun @.

/Tunq)— ) /a,xa Un@

la|<m

et comme @ est a support compact,

/ 10" Uy p = / " Upayp = / Up(— “’“8"‘ (ax9)

par IPP. Comme (uy,) tend vers O dans L2(Q) la suite d'intégrales obtenues tend aussi vers 0 (soit dans
D', soit par Cauchy-Schwarz). Finalement, [, vp = 0et v = 0. Donc T est fermable.

Exemple A.2.13. Pour H = L*(R) et D(T) = L'(R) N L?(R), si f € L?(R) est non nulle, on pose,

—+o0

Yu € D(T), Tu = (/

—00

u(x)dx) f.

Alors (T,D(T)) n’est pas fermable.

En effet, soit p € D(T) d'intégrale égale i 1 et posons pour n > 1, u, = Lpo(=). Alors, pour tout n, u,,
est d'intégrale égale a1 et Tu, = f. Mais on a aussi ||u,||> — 0 alors que (u,, Tu,) — (0, f) # (0,0).
A.22 Adjoint d’un opérateur non borné

Soit (T, D(T)) un opérateur non borné. Tout comme dans le cas borné, on veut pouvoir
définir un opérateur (T*, D(T*)) tel que

Yu € D(T), Yo € D(T"), (Tu|v) = (u|T*v).

La premiere chose a faire est de bien définir D(T*).
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Définition A.2.14. Soit (T, D(T)) un opérateur non borné. On pose
D(T*)={veH, |IC>0,Vue D(T), |(Tulv)| < Cl|lu||}.
Puis, pour v € D(T*) on pose T*v = w oit w € H est I'unique vecteur tel que
Yu € D(T), (Tu|v) = (u|w).

En effet, w existe bien par le théoréeme de représentation de Riesz des formes linéaires conti-
nues dans un espace de Hilbert qui s’applique ici car, D(T) étant dense, toute forme linéaire
continue sur D(T) peut s’étendre & une forme linéaire continue sur # tout entier.

Lemme A.2.15. Avec les notations de la définition etsiR:HxH = HXH, (n,v) —
(—v, u) (rotation d'angle %), alors

I(T*) = {(v, T*v) [v € D(T*)} = (R(T(T)))".
Démonstration : Soit (v, w) € H x H. Alors,
(v,w) € (R(T(T)))" < Vu e D(T), ((v,w)|R((1,Tu))) =0
Soit encore, (0, w)|(=Tu, u)) =0 < —(o|Tu) + (w|u) = 0. Don,
(v,w) € (R(T(T)))" & Vue D(T), (ulw) = (Tulv)

d’ot le résultat.
O

Lemme A.2.16. Avec les notations de la définition D(T*) est dense dans H si et seulement si
T est fermable.

Démonstration : Onva utiliser que T est fermable si et seulementsiI'(T) N ({0} x H) = {(0,0)}.
Tout d’abord, d’aprés le lemme|A.2.15/et puisque R* = —Idy;, on a

[(T*)* = ((R(T(T)))")* = R(I(T)) = R(T(T)).
Alors, (0,1) € T(T) si et seulement si (—u,0) € T(T*)*, ie. 0 = ((—u,0)|(v, T*v)) =
—(u|v) pour tout v € D(T*). D’ow, (0,u) € T(T) si et seulement si u € D(T*)*. Alors, T

est fermable si et seulement si D(T*)* = {0} ce qui équivaut a D(T*) est dense dans H.
O

Remarque A.2.17. Par le lemme on obtient que T* est toujours fermé. En effet, son graphe est
l"orthogonal d"un sous-espace, c’est donc un fermé.

Proposition A.2.18. Si T est fermable, alors (T*)* = T.

Démonstration : On utilise encore le lemme|A.2.15/et on utilise que R étant une isométrie, elle
commute a L. Alors, ['(T**) = R>(T(T)*++) = —TI'(T) = I(T).

O

Proposition A.2.19. Soit T un opérateur bijectif. Alors T* est aussi bijectif et (T*)~1 = (T~1)*.
Définition A.2.20. On dit qu’un opérateur T est symétrique lorsque :
Vu,v € D(T), (Tulv) = (u|Tv).

On dit qu'un opérateur non borné T est auto-adjoint lorsque T = T*.
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Proposition A.2.21. Soit T un opérateur auto-adjoint. Alors T est fermé et symétrique.

Remarque A.2.22. Attention, la réciproque n’est vraie que pour les opérateurs bornés. En effet, on
peut montrer qui si on considere (Ao, D(Ay)) défini par D(Ao) = C5°(]0,1[) et Aou = iu”, alors Ay
est symétrique de méme que sa fermeture Ay qui est elle de plus fermée. Mais on peut montrer que Aoy
n'est pas auto-adjoint puisque D(Ao) = H}(]0,1]) tandis que D((Ao)*) = H(]0,1]).

Remarque A.2.23. Puisque T est symétrique si et seulement si T C T*, tout opérateur symétrique est
fermable.

Exemple A.2.24. 1. De méme que dans le cas borné, un opérateur de multiplication est auto-
adjoint si et seulement si la fonction ¢ qui le défini est a valeurs réelles.

2. L'opérateur de Schrodinger libre, défini par D(Hy) = H?(IR?) (espace de Sobolev) et pour toute
¥ € H*(RY), Hoyp = — A est auto-adjoint.
Ce second point se raméne au premier par la transformée de Fourier qui est unitaire.

Puisqu’un opérateur fermé et symétrique n’est pas forcément auto-adjoint, on peut donner un
résultat de caractérisation des opérateurs auto-adjoints parmi les opérateurs symétriques. Cela
est important puisque les principaux résultats que sont le théoréme spectral et le théoreme de
Stone ne sont valables que pour des opérateurs auto-adjoints.

Théoreme A.2.25. Soit T un opérateur symétrique sur H. Les conditions suivantes sont équivalentes.
1. T est auto-adjoint.
2. T est fermé et Ker (T* — i) = Ker (T* 4 i) = {0}.
3. llexiste A € C tel queIm (T —A) =Im (T —A) = H.

Démonstration : Voir [22], Theorem VIIIL.3, page 256.
]

Dans de nombreux cas, les opérateurs étudiés seront symétriques mais pas forcément fermés
donc non-auto-adjoints. Comme un opérateur symétrique est fermable, on aimerait alors avoir
au moins leur fermeture qui est auto-adjointe. Cela conduit a la définition suivante.

Définition A.2.26. Un opérateur symétrique T est dit essentiellement auto-adjoint si sa fermeture T
est un opérateur auto-adjoint.

Proposition A.2.27. Si T est essentiellement auto-adjoint, alors il admet une unique extension auto-
adjointe, T**.

Démonstration : En effet, soit S une telle extension de T. Alors S est fermée et puisque T C S,
T** C S.Alors, S =S* C (T*)* =T et S =T*".
O

Remarque A.2.28. En général un opérateur symétrique peut admettre plusieurs extensions auto-
adjointes et méme une infinité. En effet, si D(T) est I'ensemble des fonctions absolument continues
sur [0,1] et s’annulant en 0 et 1 et si T est donné par i sur D(T), alors pour tout & € C, |a| = 1,
(Tx, D(Ty)) défini par la méme formule que T mais sur I'ensemble des fonctions ¢ absolument continues
sur [0,1] telles ¢(0) = a@(1) est une extension auto-adjointe de T.

Enfin, on peut énoncer I'analogue du théoréme [A.2.25| pour les opérateurs essentiellement
auto-adjoints.

Corollaire A.2.29. Soit T un opérateur symétrique sur H. Les conditions suivantes sont équivalentes.

1. T est essentiellement auto-adjoint.
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2. Ker (T* —i) =Ker (T* +1i) = {0}.
3. Im (T 4 i) sont denses dans H.

Ces criteres d’auto-adjonction permettent de démontrer un résultat essentiel sur le ca-
ractére auto-adjoint ou essentiellement auto-adjoint d’'une somme de deux opérateurs auto-
adjoints, le théoréme de Kato-Rellich.

Soient donc (T, D(T)) et (S, D(S)) deux opérateurs auto-adjoints. On pose D(T + S) =
D(T)N D(S) et T + S est défini sur cet espace. Il est évident que si T et S sont bornés, alors
T + S est borné et auto-adjoint. Dans le cas ott I'un des deux est non borné, il nous faut un
critére supplémentaire. En particulier cela permet d’obtenir des conditions d’auto-adjonction
pour un opérateur de la forme —A 4 V (voir [18], p57-62.)

Définition A.2.30. On dit que S est T-borné si D(T) C D(S) et s'il existe a et b strictement positifs
tels que,
Vu € D(T), [[Sul| < af|Tu[| + bf|ul|.

L’infimum des réels a pour lesquels un tel b existe est appelé borne relative de S par rapport a T.

Théoreme A.2.31 (Kato-Rellich). Soit T auto-adjoint et S symétrique relativement borné par rapport
a T de borne relative a < 1. Alors T + S est auto-adjoint sur D(T) et essentiellement auto-adjoint sur
tout coeur pour T.

Démonstration : D’apres le théoreme [A.2.25] il suffit de prouver que pour A € R bien choisi,
Im (T + S +iA) = H.Comme T est auto-adjoint, son spectre est contenu dans R donc on
peut considérer 'opérateur S(T +iA) ! de H dans H. De plus, comme T est auto-adjoint,
pour toutu € D(T),

(T = iA)ul|* = | Tul[* + A%[[u] %
En appliquant cette égalité a u = (T £ iA) v pour v € H quelconque, on obtient
[[o]* = I T(T £iA) 1ol |2 + A2[[(T £iA) 10| > [|T(T £iA)~'o|
ainsi que
AZ[|(T +iA) ol < []o] 2
ce qui implique que ||(T +iA)~1o|| < ﬁT‘HU\ |.
De plus, comme S est T-borné de borne relative a < 1, pour tout a < a’ < 1, il existe

b' > 0 tel que, pour tout u € H,
/
S(T +id)tu < a'||T(T £id) tu|| +V'||[(T £ir) tu|| < (@ + |bA|)||u||.
On peut alors choisir A tel que a’ + % < 1. Cela implique par le lemme de la série de
Neumann que Id + S(T £ iA) ! est inversible et que son inverse est donné par
(Id+S(T+ir) H =Y (—=1)"(S(T+ir) )"
n>0

et est borné. Comme de plus T £ iA est inversible de D(T) dans H et d’inverse borné, on
en déduit que c’est aussi le cas pour T + S £iA dont I'inverse borné est donné par

(T+S+id) = (T+ir)Id + S(T+ir)" 1)L
En particulier, Im (T + S £iA) = H et T + S est auto-adjoint.
Soit D un coeur pour T. Comme Id + S|p(T £ iA) ! se prolonge a un opérateur borné et
que celui-ci est inversible pour A assez grand, on déduit de

(T+S)p £ir = (Id + S|p(T £iA) 1) (T|p £ir) 7},

par passage a l'inverse, que cet inverse est de fermeture bornée et qu’en particulier,
Im ((T+ S)p £iA) = H. Ainsi, T + S est essentiellement auto-adjoint sur D.

O
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A.3 Spectre d’un opérateur fermé

Soit (T, D(T)) un opérateur non borné. On commence par définir I’ensemble résolvant de
T, soit :

p(T) = {A € C, T — A est bijective de D(T) dans H et (T — A) ! est borné}.
Définition A.3.1. Le spectre d’'un opérateur T est le complémentaire de son ensemble résolvant :

o(T) = C\p(T).

En dimension infinie, le spectre d"un opérateur n’est pas composé uniquement de ses va-
leurs propres. On appelle alors spectre ponctuel ’ensemble des valeurs propres de T et on le
note

0p(T) ={A € C|Ju #0,Tu = Au}.

On a alors
0,(T) C o(T).

Lorsque T est de plus fermé, par le théoreme de la bijection (corollaire du théoreme du
graphe fermé), si T — A est bijective, alors sa bijection réciproque est automatiquement conti-
nue. Ainsi, pour T fermé,

p(T) = {A € C, T — A est bijective de D(T) dans H }.
On introduit alors la résolvante de T :

Définition A.3.2. Soit T un opérateur fermé et soit A € p(T). L'application

H — D(T)

RA(T) v — (T-AN)"1o

est appelé la résolvante de T au point A.

Pour les opérateurs fermés, le spectre a de bonnes propriétés, tout comme la résolvante.
Proposition A.3.3. Soit T un opérateur fermé. Alors

1. o(T) est fermé.

o(T) — L(H)
A = (T—A

3. Si T* désigne I'adjoint de T, alors o(T*) = o(T) et p(T*) = p(T).
4. Si T est auto-adjoint, alors o(T) C R.

2. L'application )1 est holomorphe sur I'ouvert p(T).

Démonstration : 1. Soit Ag € p(T). Alors Ry, (T) est linéaire et
T(Ry(T)) = {(u, (T = A0)""u) [u € H} = {(u,0) | (v,u) € I(T = Ag)}.

Or, T'(T — Ap) est fermé car I'(T) 'est puisque T est fermé, donc I'(R),(T)) est fermé.

Or R, (T) est défini sur H tout entier, donc par le théoreme du graphe fermé, R, (T) €
L(H).Or,

T—A=(T—Ao)— (A—Ag) = (Id — (A — Ag)Ry, (T)) (T — Ag).

Comme T — Ag est bijectif de D(T) sur 1, T — A l'estsi et seulementsi Id — (A — Ag) Ry, (T) :
H — H estbijectif. Comme R (T) estborné, si [A — Ag|[[Ry, (T)||z(x) < Lalors A € p(T)
(lemme de la série de Neumann). Donc p(T) est ouvert et o(T) est fermé.
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2. De plus, si [A — Agl||Rao (T)||z(2) < 1,

(14— (A~ ARy, (T)) " = Y (A — A0)"(Ry, (T))"
n=0

et

(A = 2A0)"(Ry, (T))"*

agk:

(T=A)""= (T = A0) ' (Id = (A = Ao)Ry,(T)) " =

n=0

ce qui prouve le second point.

3. On montre 1'égalité sur les ensembles résolvants par double inclusion. Supposons A €
p(T). Alors T — A est bijectif et fermé. Donc (T — A)* est injectif (car Ker ((T —A)*) =
(Im (T — A))* = Ht = {0}) donc bijectif. En effet, il est surjectif puisque T — A est
injectif et fermé. Puis, ((T —A)*)~! = ((T — A)~!)*. Comme de plus (T — A) ! est borné,
((T — A)~1)* lest aussi. De plus (T — A)* = T* — A, donc A € p(T*) d’out l'inclusion
p(T) C p(T*). Alors,

p(T*) € p((T*)*) = p(T) = p(T)
d’ou la seconde inclusion et par passage au complémentaire 1'égalité voulue sur les
spectres.
4. Soient A et yu deux nombres réels. Alors, par un calcul direct, on a, pour tout u € H,

1T = (A +ip))ull® = (T = A)ull® + p?|Jul®

Donc, pour tout u € H, ||T — (A +ip))ul|? > u?||ul|®. Siu # 0, T — (A + iu) est injectif.

Supposons que Im (T — (A +iu)) # H. Alors, Ker (T* — (A +ip))* =Im (T — (A +ip)) #

H et Ker (T* — (A+ip)) = Im (T— (A+ip)) # {0} et A—ip € o,(T*) = 0(T)
puisque T = T*.

Mais cela n’est pas possible car, pour tout u € H, |[(T — (A —ip))ul|* > u2||ul|%. Donc on
alm (T — (A +iu)) = H et comme T est fermé, on en déduit que T — (A +iu) est bijectif
et posséde un inverse borné sur son image qui est fermée. Donc, si y # 0, A +ip € p(T)
ce qui prouve que ¢(T) C R par contraposé.

O

Proposition A.3.4. Soit T un opérateur fermé. La famille {R,(T) | A € p(T)} est commutative et
vérifie :
VA p € o(T), RA(T) = Ru(T) = (A = p)RA(T)Ryu(T).

De plus, pour tout A € C, (Ry(T))* = Ry(T).
Démonstration : On écrit
RA(T) = Ru(T) = RA(T)(T — )Ry (T) — RA(T)(T — A)Ry(T) = (A — u)RA(T)Ry(T).

Puis, en échangeant A et i on voit que R, (T) et Ry (T) commutent.

Cette relation est appelé premieére égalité de la résolvante.

Théoréeme A.3.5 (Critere de Weyl). Soit T un opérateur auto-adjoint. Alors, A € o(T) si et seule-
ment si il existe une famille {uy },cN d'élements de D(T) telle que ||u,|| = Let ||(T — A)uy|| —
n (o]

0.
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Démonstration : Démontrons le sens réciproque. Supposons qu'il existe une famille {u, },en
d’élements de D(T) telle que ||u,|| = 1 et ||(T — A)uyl| — 0. Supposons par 1'ab-
n (o]

surde que A € p(T). Alors

¥ € N, 1= [fuy|| = [[(T = )N (T = Mu|| < [II(T =) - [[(T = Mun| —— 0.

D’ot1 une contradiction et A € o(T).
Pour l’autre sens, nous aurons besoin du théoreme spectral démontré plus loin et c’est
pour cela que I'on a besoin de supposer T auto-adjoint.

O

A.4 Rappels sur les opérateurs compacts auto-adjoints

Rappelons qu'un opérateur T : H; — H» est dit compact lorsque T(By;, ) est une partie
compacte de H», ot By, désigne la boule unité de H;. Si T est compact, T est borné.
Nous avons alors les résultats suivants sur le spectre des opérateurs compacts.

Théoreme A.4.1 (Riesz-Schauder.). Soient H un espace de Hilbert et T un opérateur compact . Alors,
a(T) \ {0} est un ensemble discret de C formé de valeurs propres de T de multiplicités finies. De plus,
si H est de dimension infinie, 0 € o(T).

Remarquons que, lorsque 0 € o(T), 0 peut ne pas étre une valeur propre de T. Par ailleurs, 0
peut étre un point d’accumulation de o (T)

Théoreme A.4.2 (Théoreme spectral des opérateurs compacts auto-adjoints.). Soit T € L(H)
un opérateur compact auto-adjoint. Notons {A1, Ay, ...} les valeurs propres de T non nulles et P, la
projection de H sur Ker (T — Ay,). Alors, pour n # m, P,P,, = P, P, = 0, P, est de rang fini, A, — 0
lorsque n tend vers l'infini et

o0
T=)Y APy
n=1
out la série converge au sens de la norme d’opérateur.

Corollaire A.4.3. Soit T € L(H) un opérateur compact et auto-adjoint. Il existe une base hilbertienne
(¢n)neN de H telle que, pour tout n € IN, il existe un réel A, tel que Ty = Ay et Ay — 0 lorsque
n tend vers l'infini.

A.5 Le théoreme spectral pour les opérateurs auto-adjoints

Nous allons généraliser au cadre des opérateurs non bornés sur un espace de Hilbert le
résultat classique qui affirme que toute matrice symétrique réelle se diagonalise en base ortho-
normeée.

Une bonne fagon d’énoncer ce théoréme sur les matrices est d’écrire que pour toute matrice
symétrique réelle A € M,(R), il existe des réels Ay,...,A, et des projecteurs orthogonaux
Py, ..., P, tels que:

A=MPi+---+ AP,

C’est cette formulation que nous allons généraliser a la dimension infinie, en transformant la
somme en une intégrale contre des mesures a valeurs projecteurs.
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A.5.1 Familles spectrales

Définition A.5.1. Une famille spectrale (ou résolution de l'identité) sur H est une application E :
R — L(H) telle que :

1. Pour tout t € R, E(t) est une projection orthogonale, i.e. E(t)> = E(t) et E(t)* = E(t).
2. Vs <t E(s) <E(t),ie YuecH, (E(s)ulu) < (E(t)ulu).
3. Continuité forte a droite : Vu € H, E(t +¢€)u —7 E(t)u.

e—

4. Yue H, E()u —— Oet E(t)u —— 1.
t——o0 t—+o0

En particulier, les points 1 et 2 impliquent que E(t)E(s) = E(s)E(t) pour tous s, t etsis < f,
E(s)E(t) = E(s).

On aaussi: Vu € H,Vt € R, (E(t)ulu) = ||[E(t)u||> > 0 (ou avec 2 et en faisant tendre s
vers —oo a t fixé).

Remarque A.5.2. La notion de famille spectrale est un analogue de la fonction de répartition d'une
variable aléatoire en probabilités.

Exemple A.5.3. Soit M C RY mesurable et soit ¢ : M — R mesurable. On pose M(t) = {x €
M | g(x) < t}. Alors M(t) croit vers M au sens de l'inclusion. On pose alors pour u € L>(M) et
t € R, E(t)u = xp(pyu- Alors, E 2 t +— E(t) est une famille spectrale.

Exemple A.5.4. Si T est un opérateur auto-adjoint, de spectre discret et tel que pour tout u € H,
(Tulu) > Cl|ul||?, alors il existe une suite A; de réels qui croit vers l'infini et une base hilbertienne
{u;}ien de D(T) telles que

—+o0
Vu € D(T), Tu =Y Ai(ulu;)u;.
i=0

Cela rappelle le théoréme spectral pour les opérateurs compacts auto-adjoints. On pose alors pour tout
t € R, E(t) le projecteur orthogonal sur Vect{uo,...uj|A; < t}. Alors t +— E(t) est une famille
spectrale.

A.5.2 Théoréme spectral

Soient u,v € H. Par l'identité de polarisation, la fonction F,,(A) = (E(A)u|v) est alors
une combinaison linéaire complexe de quatre fonctions croissantes continues a droite en tout
point :

Fue() = 3 (IEQ) @ +0) [ ~ Q) (e — o) | +3 [ EQ) (u +i0) |2~ [EQ) (e~ 0) ),

et’on note cette expression F, ,(A) = a1 F1(A) + - - - + a4 F4(A). D’apres la théorie de I'intégration
de Stieljes, il existe donc quatre mesures de Borel i1, . . ., j14 correspondant aux F; telles que 'on
puisse définir, pour toute fonction ¢ dans £ (R, 1 + - - - + p4),

/]R $(N)dFuo(A) = a1 /H;¢(A)dy1+---+oc4 /R ¢(A)djis.

Les mesures y; dépendent de u et v et, par la propriété de normalisation des familles spectrales,
chaque y; est une mesure finie. En effet, on a 1 (R) < [lu +9|?,..., us(R) < |Ju —iv||%.

Exemple A.5.5. On reprend le second exemple de la section précedente. Si u € H alors F,,(A)
(E(A)ulu). Si u = ug, alors pour A < Ag, Fugu,(A) = 0 et pour A > Ao, Fyyuo(A) = ||uol? =
Donc dFyyu, = 0x,- Si u = aug + buy, alors dF,, = |a|?5x, + |b|*6y,. Plus généralement, si u
Y% au; avec ¥ |aj|? < 400, alors dF,, = Y1 a;]%6),.

=
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Nous pouvons donc maintenant énoncer le théoreme spectral pour les opérateurs auto-adjoints.

Théoréme A.5.6 (Théoreme spectral des opérateurs auto-adjoints.). Soit T un opérateur auto-
adjoint. Il existe une unique famille spectrale E : R — L(H) telle que

T:/RA dE(A) :/U(T)AdE()\)

au sens o, pour tous u,v € H,
(Tulo) = / A dE, ().
o(T)

Démonstration : Nous donnons juste les grandes étapes de la construction.
On commence par définir pour z € C,Imz # 0, et u € H, F(z) = (R,(T)u|u). Alors F
est holomorphe sur le demi-plan complexe supérieur et on vérifie que Im F(z) > 0. C’est
donc une fonction de Herglotz qui vérifie par ailleurs 1'inégalité

C

F < —
F&)I <

On peut donc lui associer une mesure de Borel positive de masse finie, de fonction de
répartition w, telle que

F g dwy, (A

(Z) —/—oo z—A wu( )

Par polarisation on obtient alors une mesure de Borel complexe dw, , qui représente de
méme (R;(T)u|v) pour tous u, v € H. De plus, par des résultats d’analyse harmonique,

A+4
Wyp(A) = lim lim ((Rs—ie(T) — Rysie)u, v)ds.

0—0e—0 /) -0

Or, (1,v) — wy,(A) est une forme sesquilinéaire continue donc, pour tout A € R, il
existe un unique opérateur E(A) € L(#H) tel que

Wyo(A) = (E(A)ulv).

On montre alors que A — E(A) est une famille spectrale qui vérifie la formule voulue de

réprésentation pour T.
(]

A.5.3 Calcul fonctionnel

Si¢p : R — C est une application borélienne localement bornée sur R et si T est un
opérateur auto-adjoint, on peut définir ’opérateur ¢(T) par :

D(@(T) = {ue#| [ IpA)PdELQ) < +oo}

et

Vu,v e H, (p(T)ulv) = / $p(A)dF,,(A),

o(T)

ou F,, provient de la famille spectrale associée a T par le théoreme spectral. Cela permet de
développer un calcul fonctionnel sur les opérateurs auto-adjoints.

Notons que si ¢ est a valeurs réelles, alors ¢(T) est aussi auto-adjoint. Nous avons alors la
propriété suivante.
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Proposition A.5.7. Soient f et g deux fonctions boréliennes bornées et T un opérateur auto-adjoint.
Alors pour tous u,v € H,

(f(T)ulg(T)v) Z/]Rf()\)g(T)d(E(A)u!v)/
oti E est la famille spectrale associée a T.

Démonstration : Cela se démontre en prenant pour f et g des fonctions indicatrices de boréliens,
puis des combinaisons linéaires de telles fonctions (fonctions étagées) puis par passage a

la limite.
O

Une premiere application du calcul fonctionnel est la formule suivant pour la résolvante
d'un opérateur auto-adjoint.

Proposition A.5.8. Soit T un opérateur auto-adjoint. Soit z € C, z ¢ o(T). Alors

1
RAT) = (z—-T) ' = / E
(M= (-1 = [ e
oti E est la famille spectrale associée a T. De plus,

B 1
1z=D7 < gz o0y

Démonstration : Le premier point est immédiat par définition du calcul fonctionnel. Puis si
uecH,

Iz = 1) ul? = ((z = T)"tul(z = T)"'u)
= | (=27 z= ) Td(EM)ulu)

o(T)
= |(z = A)|"2d(E(A)uu)

o(T)

su — A2 u) = ! 2,
< 2up I M LA = s el

O

Le théoreme spectral permet aussi de definir la notion de projecteur spectral sur un borélien
B de R via la formule :
Eg = 15(T).

En particulier, si B est un intervalle et si E est la famille spectrale associée a T, notons
E(a,b) = E(b_) — E(El+) et E[a,b] = E(b+) — E(ﬂ_).
Proposition A.5.9 (Formule de Stone.). Soit T un opérateur auto-adjoint. Pour tous a < b,

1
m ——
e—0 217

b 1
/a (Rs—is(T> - Rs+ie<T)>dS = E (E[a,b] + E(a,b)) .

Démonstration : Pour une démonstration compléte et détaillée, voir [16], Théoreme 2.13, page

37.
]
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A.5.4 Théoréme de Stone

A T'aide du théoreme spectral et du calcul fonctionnel qu’il induit, on peut définir pour
t € Ret (T,D(T)) un opérateur auto-adjoint, I'opérateur unitaire U(t) = ei!’. Résumons les
propriétés de cet opérateur.
Proposition A.5.10. 1. Pourtout t € R, U(t) est unitaireet sis, t € R, U(t+s) = U(t)U(s).
2. Siyp € Halors U(t)y — U(to).
—to

3. Sip € D(T), alors 4=¥ Ty,

t t—0

4. Soit P € H. Si la limite lorsque t tend vers O de w existe, alors € D(T).

Démonstration : Voir Theorem VIII.7 dans [22].

O
L'opérateur unitaire U(t) permet de résoudre ’équation de Schrodinger :
oy = iTy
avec Pp € D(T).
{ Ylizo = Yo %o € DIT)
En effet on a alors pour tout t > 0, ¢(t) = U(t)y. Ce résultat d’existence de solution a

I’équation de Schrodinger admet une réciproque, le théoreme de Stone.

Définition A.5.11. Une fonction t — U(t) a valeur opérateurs qui vérifie les propriétés 1 et 2 de la
proposition est appelé un sous-groupe unitaire i un parametre fortement continu.

Théoréeme A.5.12. Soit t +— U(t) un sous-groupe unitaire 4 un parametre fortement continu sur
un espace de Hilbert H. Alors, il existe un opérateur auto-adjoint T sur H tel que pour tout t € R,
U(t) = e'*T. L'opérateur T est appelé le générateur infinitésimal de U.

Démonstration : La construction de ce générateur infinitésimal est faite au Théoreme VIIL.8

dans [22].
Od
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