Ecole Sup Galilée
Filiere MACS2
Théorie des distributions

Feuille de TD 1 : Rappels de

Exercice 1 Existe-t-il une fonction g intégrable sur
R telle que, pour tout n € N et tout x € R,
ne "7l < g(x) ?

Exercice 2 Soit a € R. Montrer que, dans R,

1. f B( 1_dz est convergente si et seulement

2. fRd\B(Q,l) Hxluad:v est convergente si et seule-

ment si o > d.

Exercice 3 Soit ¢ > 0. On pose pour tout x € R,
400 . 5
F(x) = / e et qt,
—00
1. Montrer que F' est bien définie sur R.
2. Montrer que F est de classe C' sur R et que

pour tout = € R,

Fl(z) = —%F(x).

3. En déduire que pour tout réel z, F(x) =
2

F(0)e™ 7 puis que

T _2?
Ve € R, F(x) = \/7e_4a.
a

On rappelle que fj;o e du = /7.

Exercice 4 Soit f € LY(R). On considere

I’application

R — R

v o Jo fle—y)dy

1. Montrer que, si f est continue & support com-
pact, T'f est continue.

Tf :

2. Soit (fn)nen une suite de fonctions continues
a support compact qui converge vers f dans
LY(R). Montrer que (T'f,)nen converge vers
T f uniformément sur R. En déduire que T'f
est continue sur R.
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3. En déduire que le produit de convolution sur
L'(R) n’admet pas d’élément unité.

Exercice 5 On note  un ouvert de R%.

1. Soit (¢ )nen une suite de fonctions de C3°(€2),
et ¢ € C(Q). Rappeler la définition de
“(¢n)n converge vers ¢ dans C°(Q2)”.

2. Soit x € C§°(R?), non nulle, et a € R?\ {0}.
Soit
xn(2) = " x(x = na).
Montrer que (xyp)n converge vers la fonction
constante nulle uniformément dans R?. Est-ce
que (Xn)n converge dans C§°(R?)?

3. Soit B(0,1) la boule unité ouverte de R? et p
une fonction pic sur B(0, 1), telle que constru-
ite dans le cours:

(a) p € CF°(RY),

(b) p(x) > 0 pour |z| < 1,

(c) suppp = B(0,1),

(d) fout pl2)dz = 1.
Soit pp, = nép(nx). Soit x € C§°(RY). Mon-
trer que p,, * Y converge vers y dans C5°(R?).

Exercice 6 Soit  un ouvert de R?.

1. Soit f : Q@ — C. Rappeler la définition du
support et du support essentiel de f.

2. Soit A C Q. Quel est le support de la fonction
indicatrice 14 de A7 Supposons A mesurable,
de mesure nulle. Quel est le support essentiel
de ]lA? de ]lQ\A?

3. Soit ¢ une fonction continue sur €2. Montrer
que le support et le support essentiel de A sont
identiques.

4. Soient f : Q@ — Cet g : Q — C dont les
supports sont disjoints. Montrer que fg = 0.
Cela reste-t-il vrai si on suppose uniquement
que leurs supports essentiels sont disjoints?



