
1 Chapitre 1 : Introduction aux équations
différentielles arclinaires

I Quelques modèles physiques
Indissociable de la théorie de la mécanique

de Neutan
.) Principia Mathematica 1687)

Exemple 1 : Trajectoire d'un bankt de commen
Y tements:
& Le boulet de canon estramenéa· Hig

-un pontmaquisubit deux forces :(2
,yo)

Y le champ de gravité de la terre : mij
- lesfrottements de l'ais : -c aveco

Alors la seconde li de Ventan nous dome:
ma= mij-av

Soitencore :

Sd=
an envariable Vitesse":

S=Ny(+) = - g- Ny(t)
Deux EDos indépendantes d'ordre 1 en la vitesse et
linéarses !



& La connaissance de Vila etya pennetde
résore a systeme puis celle de seco, y (a)(

permet d'obteni latrajectoire sous forme de
combe paramétrée :

=-S= (2) eta =(en)My
C'estaque l'an appelera un problème de
canchy . la solutionest comme de manièremique
àparti des conditions nitiales

& -

c'est le dekeminisme de lame Neutonienne-comique

Exemple - : Dotationan
Soit the nombre n(t) de noyaux présents donc
unéchantillon d'isotopes radioactifs àin instant.

antanéesestLavitesse de désintégrations nucléaires Sa
proportionnelle à:
(H = -Jm(t) ,650.

Le"Cestumisotope radioactif du carbone
-bkein por le bombardement por sayons cosmiques
de l'azcke contem dans ↳a hank atmospher
Sademi-vie estde l'ore de 5730 années
Lavégétation absorbe leC en absorbantle

Ce dans l'ain
, puis les animaux absorbent



3 le4 ancomo de la chaîne alimentaine.
Le combone conten dans unêvivant ana la
même proportion de14 que celle que l'onnouve
dans l'atmosphère. A samort , un ele vivant
cesse de renouveller le conbons enlui et le4
démane sa désintégration radioactive.
Un fragment de parchemin contrentale 14C dans une

propostron égaleà 74% de Ce que contient un

organisme vivant surtene actuellement.

On a : m(t) =mb)e
-St

et siTest la demi-vie de14c :

m/) e-J -JTxE -me
= 1=m-

D'où si To estl'âge recherché : 4

b)-X
=> T = -510742458

Exemple3 : Circuits RLC en série
R bobine Li desmailles

généralemTorésistance
↓

31 n= 4c+4)+up

/ Indensatem.
=u +LA RI

Tensiond'entrée
o I =c



4 D :

LdR
Equation différentielle lindu secondance
a coefficients constants avec second membre.

Exemple 4 : Schidingen 1c.

Onétudie la diffusion d'une particule de typee
ou photon dans un milieu donné.

L'énergie totale E de laparticule estlasamme
>de son énergie cimétique to où pestsa quantitéImmouvement et de l'énergie potentiel V quireflète

l'environnementchans lequel ilévolue.
Don :
E=

En mécanique quantique, les observables (position,
quantitéde mut, énergie ,etc---) sontdes opératoms
sen un espace de Hilbert Colont les neckems

propres formentune base Hilbertine)
Don : p--ih etVr op demulta
Les fonctionsslandes sont les fonctions propres
de l'énergie:-



& Equation différentielle linéaire dusecond ave
a coffrements men constants

.

Exemple S : cinétique chimique
Dans une réaction chimiane élémentaine d'ore

m du type As produits,
I
la villesse de

réaction estproportionnelle à la concentration deA
à la puissance mi

-]= [A
Equation différentielle non linéaire maisàvariables
séparées donc intégrable
Pou des réactions non élémentaires an lesdécompose-

en sactions élementaires cequipeutconduire
à un syskems deplusiens EDOs non lines
en les concentrations des éléments présents.

Exemple6: Le pendule
0
...

-erongueur
dufil

leen

Encoordonnées polaires: = -18 + 10
Don : ma-mi

= -mis +mlö=igoss-mysino-Tes



6 Don l'équation du mouvement:

me = - mysing
sortennotat = : Etwisimg=

EDO non linéame Récompliquée à étudier
Pour les petrlesoscillations:
+250 = Edo linédhe simple

question : dans quelle àrésoudre
mesure les solutions de l'équation liméorisée

nous informent sur le comportement del'équationinitiale-

Th Vocabulaire des équestrans différentiellesS

1. Equation différentiellesd'adre1 :
Onse donne : (i) U CIRXxiYun ouvert nonvide

(ii) E : U-R une application.
An appelle équation différentielle cordre1ent

M

relativement,tante équationd incomme X :P del formet
& (0 , X (0)

,X1(0)) =0

Une solution de cell équation estla donnée d'un
couple (V,X) on VCPICU) estumonvertole IRM

et X :V= i estime fonction désivable surV vérifiant
H+Ev, (t, y(t), x(H)=0



-Sans alte forme génénde ilestdifficile d'obten un
résultat d'existence desolution àune belle équation &
ansedome alors : (1) Jac RXTM un ouvertavecJinkevolleouvert

de i et e unouvertde ⑫nonvide
(ii) foXM- MM me application

anétudie alors l'équation différentielle résolve d'arche
(E) : X= f(t,X() ,+es

&

ou X : J wh est me application dérivable
suJ

.

(E) peutsénive sousforms de système
différente barde1 :

x(H) = fe(t,x,(t) , - -- ,x(t)

E
↑

" pou tes.

Chef (t(t- -- ,Mm(t)

Onpeut dans défini la notion de solution par (E).

Définition: Une solution de (E) est un couple
#
,X) ou125 estun intervallemonvide de IR

inclus dans5 etX :FoIR
M
est me fonction

désivable vérifiant :
(1) Hel

,
(t,y(h) EU ;

(ftel
,
X+(H) =f(t,y(t).



8

Afin d'obtenir des résultats sexistence et
d'unicité , il nous fautrajouter une condition
initrale.

Définition: Avec les votations précédentes ,an
appelle problème de Canchy la donnée

rentrelle et d'une donnéed'une équation diffé
Initiale :
(C) S
X( =f(t,y(H) , f+Es

avec (to,

Vocabulache : Dans le cas on un=1 onparlera
d'équation différentielle scolaire
Doule cas on 1,2 anportera de
systeme différentiel .

2
. Equations différentielles d'orche m21
Onse donne im ,ns,1 deuxentreret:
(i) 5x1 (IRx(MIM auJestuintavale

de il nonvide et un ouvert de(R)nonvide
(ii) J : 5x22 i" me application

On appelle équation différentielle dévem résol



9 tanke équation d'incomme X :5 Ir2 delafore
(m) X(m =f(t, X ,X, - -,yan

-)
pom (4,X,Xi --, yomt))e ret+E5

Définition : Unesolution de (Em) estun couple (I,X) Mon I CJestun intervalle non vide et X :In IR
est une fonction en fois dérivable son I Celle que:
(ilftet

,
(4
,
X(H), - -- , y(m1)(())Er

cir(ftEl
,
yim (H-f(t, y(t) , --.,Ym -1(H)

Un problème de Canchy d'ordre n prendra la forme
suivante :

(Cn)
Se 1

= f(t,y. - -- ,X(n
-1)

Et
exemple: n,xx) : équations sumouvementneI x() =2 mécanique dupoint.
On pent toujours comener me équation différentielle
d'orche in résolve à un systemedifférentiel
s'ordre1.

Enconsidèrel'équation différentelle
d'aneme

A



18 Alors (En) estéquivalente à l'apo condre1 :
y = F(t

,y)

3. Solutions maximales
En commence por définir le notion de

prolongement etcelle de prolongementskic.
In considér l'équestion
(E) : Y=f(t,y)

Definition : Soient (F1 ,41) et (E,4) danssolutions de (E).
On ditque ( ,X) estim prolongement

Cresp.un prolongement strict) de (11) lorsque
In CT (resp #Fe) et si Veliy1

&

Une même fonction peutavan plusieurs prolongements
distincts Im un même intervalle

,
tans solutions de les

même EDO

Exemple : Inconsidér 2= 3 (2%
% donc

[0
,
+=[- In estumesolutionZi
t rot

S
(+- k13 sitzk

Pour20 on pose : 2k (t) = O si+o
tu sit

,
o

les 24 prolongentz M tautentie



&
11 etan vérific qu'elles sont

solutions dex= 3 kit" g

con 21e(H -2((k) =-K)sitet- k

et 24(t)
-2x()

-( +H -D
t=o si+21 too

Définition Isolutionmaximale): Indit que (I,4)
estume solution maximale de (E) lorsqu'elle
n'admet pas de prolongement strict.

Remarque : Il faut distinguer celle motion
decelle desolution globale ie desolution
de la forme (JX) ↑

(
Unesolution globale at tonjas maximale

mais laréciproque n'estpas voie en géneral
comme le montre l'exemple :
x=x- sun IRXIRavec x(0) =130.

Alors tro u= estsolution sm]
mais se(4-+& donc mepentèle prolongée

tu
demanière continue au-delàde t cetteA

solution estmaximale mais non globale
blème deRemarque : Laquestion de l'unicité dansi pro

canchy seposera dans l'ensemble des solutions maximales.



⑱ 4. Raccordement de solutions.

Les Valens de + E5 par lesquelles on ne part
pas

mettre une Edo (4, 4,4) sous forme résolve
X =f(t, X) sant appelés points singuliers
de l'EDO

.

Nous venons dans la suite que l'on pent résoudre,
sous certaines hypothèses sunf , une EDO son tout

intervallemenkivial ne contenant pas de point singulier.
supposan quetoes soitunpoint singulier de
H,X,X) qui soit isolé. Inpent alor trouver
deux intervalles It

-,[ et]5 ,# ne contenantpas de
point isolé et sur lesquelsen suppose quet'onpeut
Trouver deux solutions (St

,
55,X

_

) et (25,42, 44)
Se pose alas la question desavor si ces solutions pervent
on men se "raccorder "en une solution (3 +-

,+[ ,X)

qui"verselpointsingulier t. Prsaet

lim X
,
() = Tim X+ (H)

tot Fort

et ti- X()
=tim+o tj

Cela nous conduit an plan d'étude suivantpar
uneEDO

.



⑬ Plan d'étude d'uneEso

1Indétermine les points singuliers
= Cla nous donne les intervalles sur lesquels
on pentmettre l'EDo sans forme résolve.

3.sun cham de ces intervalles an montera, si lis
hypothèses du théorème de Canchy-Lipschit
sont vérifiées,donl'existence de solutions
maximales
4 On étudie les raccords éventual de s
solutions en les points singuliers.

Exemple: On considère réquation différentielle
d'ordre1 :
(E) tx= x =0 suR.

L'unique point singulier est 5=0 , onsout
donc (E) su]-a ,0[ e Jo,+Al
Sur Jo+05, l'équation semet sous la forme :
a=tx dont les solutions Suj, +a)

sontde la fone JORSO1 avec CER

De même sur 1-2,01 ,
les solutions sontde



⑭ Informe 30 R POMDR

Etudians l'existence éventuelle d'me solution
de (E) sun iR toul'entrer-

2 oit (IR
,
x) une solution detE).

Alas sels-a
,02
et la sontsolutions

de x=x danc :il existe C
,
DE,

Det sit 20x(t) =SCett sio
Onétudia la co de se en D . Ana :

FCER,immCetost

Fandis
que = tim De= -0 sit
Tog too- S

+ SiDSO

O si D==
Pour assurer la continuité dea en e

ilfantdonc supposerD=0 .
On prolonge

alors se por coo emposant se (0)=0.



⑮ Alos : #20
,
sel)= et ainsi,

+20
,
2 (#) =0. On ,pou tout CER,
*(0, u(t) =-*- ztoot

Armis admet in prolongement in 0
si en pose 2 (0)= 0.

Les solutions surR de (E) sontdonc

de la fonne : ce* si to cer#+Em , x(t =20 site
Vous venez d'autres exemples d'études d'es

de ce type en TDs
.



# Propriétés générales des EDOs d'onde1.
1. Régularité des solutions d'une Edo d'ache1 :

Proposition : Si f : JxrwIRM estde classec

avec berv alorstanke solution y :5012
deX=f(t,X) est de classe (k+1

Di Por récimence sur k. Si Jestc alors
&

Y dérivable VérificX =f(t,X) copon composition
doncX estc1 Si an suppose que festch implique
& 2241 alor si fest ch+1, y=f(t,X)
implique que X 'est

ck+1
por composition.

Donc Y est ch+
= D

- . Formulation intégrale du problème deCauchy
Proposition : Soit f continue.

E,X)estsolution du problème de Canch,
x(H) =f(t,X(H)(){
X(t)= 4o

'si et seulement si :X :FoRest
continue

, pourtant teF, (t, X(H) E Vet

f +E
,
X(t) =40 +( f(s ,X(s))a



⑰ Di supposons (1,X) solution de (C).
Alas X estdésivable SMI donc continue
sur1

, pointantEt, (t,x(H)EU et Mai
-+T

, Sf(s,xsilds = (X (s)ds =X(t)-40)X
Don:HEY

,
X(t)= X +St f(s,X(s))ds-

J

Réciproquement , si X est co surI etsi

pou tant +Ex,
(X,(H)EU alons

tro Tot f(s,X(s)) as estbien définie SmI,
etdeclasse SuI par Code sto fls,X(s)
(Copon codefetX) . D'où inclérivant alke
fonction on obtient:f (t,X(#) . De plus
X(t) = 40 + (f(s,X(s))ds =40

Donc [,X)estsolution de (C).
D


