
D Chapitre : Equations différentielles linéaires

I Définition et premières propriétés.
Plusieurs modèles physiques (souventsimplifies1) 17conduisent à des EDOs dikeslinéaires qui

satisfont à un "principe de superposition " : fa
désintégration radioactive, desmodèles simples de
mécanique comme latrajectoires'un boulet deamen
enmilieu homogène, un cincut RLC on

l'équationale schrödinger enmilien homogèneet
isolope.
Comme nous le verrous plus tand , dans le
as d'équations non-linéaires comme le pendule
au en cinétique chimique, on pounaporfoissenomener

non-an cas linéaire via des résultats de liméaisal

Definition : On se donne po m ,
n)
,
1 :

(i) UCRxM "uncouvert

(ii) :Uwi me application.
Ondit que l'équation différentielle :
Sep) ,(,Cl....,(H)=0

est linéaire lorsque pointant tep(U fixe
41(t,y(t),X(t) , - - -, xm)(t) est

linéaire.



⑦ Dans lecas d'une EDO d'ordre 1 résolveenx
S

définie surJCIR,cela revient à l'existence d'applications-

A :JwM() et B : 5- IRM Kelles que :
X =AX + B Suj (2)

the solutionde (2) est incomple (1,X) avec
ICJ et X :-In désivable Kelque :
f+Et

,
y(t) =A(t)y(t)+B(t)

Dans la suite de ce chapitre nous nous placerons
principalementcas ce cas.

L'équation homogène associée à (2) est
por définitionx= Ax Suj (2) .
celke équestion homogène jone un role important
dans ladescription de lastructure génétique
de l'ensemble des solutions de (2) .
Rappelons ici le résultat généralde structure
des équations liéales : pa Eetf deux (K-er
ethe2,F) , por yeffixé, l'ensemble desO

xEE
,
Ul - y estun espace affinenotken&

declinection Ken u etpassantpor Et Hel
que u() = yo-
ce résultat s'applique à l'ensemble des solutions de(2)



③ suu intervalle [CJ fixé avec

u .
DI

,
- ELI

,
R)

X +0 X=AX

Dans le con des EDOs linéares , nous venons
-

que les solutions maximales sontglobale
et
an paadanpandenam maximale
sus nous procéderons en deux étapes :
① Résolution de l'équation homogène (K)

ticulièrevariation⑳ Recherche d'une solution par
de la constante").

I Lemmes de Gronwal

Avant de démontrer un théorème d'existence et
d'unicité de solution globale d'une Edo linéaire,
vous donnons Frois lemmes qui permettent d'avoir
des estimées apriori pour des solutions
d'EDO liésives etmême par des solutions

d'inéquations linéaires.
Naus allans donner unepremière forme,différentielle"
du lemme deGronwall toutnous déduisons une
première forme intégrale puis un raffinementde
cette demière.



⑪ Lemme (Gronwall différente) : soit ICIR
u intervalle

, Sel, wec" IB) etrecit
On suppose ques
-+E
,
wi(t) - VCH) w(t).

Alors
,portant tel, t 5,
w(t) Sw(t) est vesids.

Di Grai
-

J =wi(t)=
/Evid(witeScred +wit(V(H))eS

c)

=CHW(H)e-Strids0
>

50 por hypothèse
Donc trowiefrisids estdécroissante sonI.
Ainsi

, pon
K
, to
,

w(t) effvid -Wite-resds-wet
D'où
, comme

fercads >o,
V +-T
,
+>
,
to
, w(fWHole-Socds



⑤ Lemme (Gronwall intégral) Soient ICIR im
intervalle

, tes, Mer
et u, vec(I, IR)

Supposons V,0 et :
FEI,,to , UCH Sa+/IVcuId
Alors :
Fei, to , u SaeSisIds

D; Pour tet
,
#
, to
, enpose:

w(H)= n+S (s) visid

Alas :FE,
1

wiCH= VCHu(t)
Pon ailleurs

, porhypothèse :HEF, u(t) (w(t).
comme vestpositive , ilvient :
↓+ET

,
v (Hu(t) [vH) w().

soitence:EI
,
Wil &VCHW/).

Por le lemme deGronwale Aufférentel :
SEI

,
#
,to , wHsw(te

Svcsids
81 : wHol=a et u(t)[w(t) don :

Fe
,
+,b, u(t) Sne

Sévesids
D



⑥ L'hypothèse +2 t pent à re contraignante.
Voici une version du lemme deGronwall intEgal
qui permetce s'affranchir de cette hypothèse.
Lemme: (Gronwall intégral & Soient ICRU

intervalle ,El, aEr eth, w
ECCI

,
IRI

supposons n,w 30 et :
f+Et
, u() (a+ 1)vis)n(s)ds)

Alas: AteI
,
u ZaelSFresids)

D : PoutEI
,
#
, to
,
comme netr sontpositif,

-

on a #Satveslusids et on se saminet
an lemme Gronvall un égalpar avah:
u zueStus-aeltriss)

38

Par TEI etSto onpose :

WHHea-S visiucsids
Alo : w (t) = -VIHu(t)? -v(t) wH)
don

:[wHed]
Ainsi tro w(t eStrsids estcoissant d'où:
Ytey ,+Sto witeStridWole
et uCH &WCSacSVIIdsKvId]



I Théorème de Cauchy-Lipschitz linéaire
⑰ la question de l'existence etde l'unicite

a M problème te Couchy linéaire admet
une réponse remanquable de simplicité:
it admet une unique solution maximale quiest
globale sous des hypothèses relativementfaibles
sur les applications A etB .

Théorème (Cauchy-Lipschitz linéaire) :
Pom J CIR AE(

°

(5
,M(R)I M

BEC15
,
R

M

M)et 1 to, Xo) ext on
considère le problème deCauchy linéaire :

()(X =1x +BX(t) =To
Alors (C) admet une unique solution X :50

Reg L'unique solution abstenue estglobale doncmaximale.
Di Existence : Pour construire une solution à (C)
S

nous allons utiliser la formulation
intégrale de (C) et le théorème dupoint
fixe de Prcond.



⑤ Nous commençons por le cas où J estun intervalle
compact contenant to doncde la formeJ=[5-C,t+B]
avec a

,B,0.
Notons E=Co(J

,
RM) muni delanorme

*XEE
, 11 XIly = sup 11XH/l

S
teJ

où par equivalence des normes en dimension finie,
onpeut choisir pour 1111 n'importe quelle nome

M
sur 12 , porexemple la nomme enclidienne.

L'espace (E, Il 118) estumespace de Banach.
On considère l'application biendéfinie :

:AssSi
Parkformulation intégrale d'un problème de
Cauchy ,(5,4) estsolution de (C) si

etseulement
siX)=X - i.e. Xestun point fixede
soient Y et* dansE. Montrans par
réaumence sur pert que%),&PX)Efet:

(0) Venu , Fres, lPach-)-Elle
p !

ou b= sup 11 AC/ycrm, · Es estfini con maxt-J
s'me fonction co sur un intervalle compact5.



⑨ Initialisation : Pom p=0 :

Ilx)(H-(7)(H)) =1x(H) -*(6)/z1X-Elle
le résultHérédité : Supposons tvoi an sang per

Alorspor (16R)( ) EE donc pandéfinition dess
↑+(x) = G(P(X)) EE. Demême/EE.
Soit+E

,
#
,to . Alas :

11
**(x)(H) - GP

*

()(1) = (1)A(s))(s)ds-)(s)(s)
AsIl
Sk SI((s) (sIId

(1tm)hPo*
=h
=-El

De même pourt EI, teto . On a donc bien
(A ) portant GAN-

p
Regi pomp =1 , -)H12klt-t11X-Ylle

ce qui implique queestime contraction seulementsiS

Leb(5) · (pamaroc klt-t <1). C'estpancela
quel'anrest



⑳ Pon (A) ana :
#+e,P(x)(H)=(H))hPma
En passant ou sup son testto-a,t+BT,
IP(*) -C)IIkP manyBID 114-YE

p !
A
, kPmax(a ,Blo (con[Emer ,série
↑ poto p!

&

expl donc il existe poerv telquemaxl,1
Pom ceper , #Poest contractante de EdanE&

et por le théorème dupoint fixe ilésé , Sadmet
un unique point fixe dans (E, 1111) quiestcomplet
Donc (C) admet une unique solution sur

J= [t-x, +B].
Si 5 estun intervalle quelconque , pour tout

ICJ compactetcontenantto, ilexisten unique solution(I,xi)
à (C)

. Indéfinit dous 15, 4) par :
I*I compact, toel, Sel, X(t) = X(t) -

Comme J inkavalle de 17 peuts'éche comme
une union (duplus dénombrable ( de Kels intervalles
compacts I contenant to

,
cela défini bien X.

Replus si t
1
etI sont deux tels intervalles

alors+ SurEnt por l'unicité dans le
Las compact. (5,X) ainsi construite estsolution de(C).



⑰ Notons que : #toEf ,JC5 ,compact,EF .

Uniciké : Soient (5
,4) et (5,%3) deux solutions

globalesde(D .

Alas :
f+E5

, Xy(H)=40+SA()((s) +B()d
et f+E5

, (-(t) =Yo+SA(s)X(s) +B(s)ds .
D'où :
f+Et
, Xy(t) -yo(t) = fA(s)(Xy(s)-yo(s))d

PouTET,
11 xx(H-X()))))) 11A()yms)-I

Pn le lame deGronwall intégralavec u(H)=1)Xc-*
~()=et il vient:

ISF11A(sysFes
,

11Xy(t) -XH)/120 xe =J

Don : (5
,X1) =5,40) qui donnel'unicit.

B
Montrons comment le theorime dupointfixe de Prcond
implique le théorème dupointfixe pour une ikénéecontactante in:

-



⑯ Soit (E
,
d) un espaceméthique completet20e

tellequ'ilexiste per
*
etECO,15 tels que

:

FryeE, dP()P(y)) Ikday)
Alor admet un unique point fixe I EE ie

&(2) =2.

D : · &
P
possède un mique pointfixeE=)

&

Alors :

#) =
P+()= G) =m)

D'ora) estégalement unpointfixe
P

etpor unicité : (b)=cy-
D'où, so est pointfixe de

-

* Monkionsqu'il estunique. Pau cela an montre que
si estu point fixe de 5 , c'estégalementi
point fixe de

P
. Eneffeti

m)= P-(f()) = qP
-
(x)= ---=(a)=m)

=m)=x
Si nety sontdeux points fixes de & alors
ils sontpoints fixes deP. Comme &Padmeti
unique pointfixe , sezy.

B



O Cas de l'arde n scolaire
13

Corollaine duthéorème de CLlinéaire : SoientICIR

un intervalle ,2 ,..., am-1 ib ECP(5,) et
TEI

, 1 , -..UnE

Alas
,
ilexiste une solution of une seuleJai

de
Ch +o xen-1) + ---+2+ax =b(x)

volle que : selto) =ab , se(toleu ,--- ,an-1)(to)=am-1

Di-En pose:

XBI
-A

Alors (#) sécit : X =AX +B avecAEP(5
,M)

et BEC(5
,
IRM)

.

Porte théorème de CL limate ilexiste ne

unique solution (5,x) Kelle que X(to=to
Alors la première composante de ellesolution reinfie
() etanabian seltleb....,-1)/(5) = Mm+1 - 1



⑰4 Le théorème de Canchy-Lipschitz linéaire nous
informe sur la Skictine de l'ensemble dessolutions
d'uneEso linéaire-

Notons S l'ensemble des solutions maximales
de (2) X=AX +B
etSyj l'ensemble des solutions maximales de
(2j)

: 4=AX-
Par le théorème de Canchy-Lipshitz linéane
les solutions maximales de (2) et de 12, ) sont

globales , i .e- définies sur 5toutenties
ments (5
,4) deNous identifierons donc lesélé

Setde Si aux fonctions X .

FORM

Proposition (Skucture de S1) : Si AECC5,Mulr)
alors:

(i) Sy est um ser de CCI
, IRM)

(ii) Pantant JEI, : S100RM estum
Xt0X(t)

isomorphisme d'espaces vectoriels.
citi) Spect de dimensionn

D : (i) Lafonction nulle estdans Si doncSal
-Puis

,
si Xpet-ES etJ,NEIR,

byy+yxz))=Jx++2 = JAX,+pAX
=A((41 +yX)



D'où JXyX/ES . Enfin toutélémentales⑮ est Cosm 5
.

(it) Soit tes . Pou J
,peret X1 , tES,

G (6x1+(2) =((1 +Nyy)(t) =JXy(t)+yy(t)
=(1)+(4)

d'où la linéarité deto
soit XoEIR" .

Alors por Canchy-Lipschitz
linéaire , il existe une unique solution XES
Kelle que X(t)=to i.e(4) = to -

Donc est bijective .

(iii) Pon (ii) Sifest isomapheo A donc
de dimension m

- D

Ref: Nous avons donné la la dimension sur le coups
dans lequel les solutions sontà vales-
Si an considère une EDO acoefficients
complexe etque l'on cherche des Solutrans

~
an tren deM· vales dans

S
ilfamoha précise que dime Sp=m Fandis

que dimp Sp =&m.



⑯ Proposition (Skucture de 5) Soit JCIRM
intervalle, AECC5, MIR) etBEC5,IRMM

L'ensemble5 des solutions de 2sur5 estun

espace affine de direction Sit-
Di Sto por CL liméaise

Suit * Es . Si XES ma
ftey
,
(X-Y)'(t) =A()X(H) +B(H)-(A(H)(H) +B(H)

=A(t)(X(t)-(t)
ie ** Esp et SCI +Si

Récipiquement,si 2ESjalas
(y +2) =A(t)Y(H) +B(H) +A(t)2(t)

=A(t)(y(t) +2(+) +B(t)
i .e &+zEs

,
donc *+SCS

Qua bien :
S= Y +36 D

Nous avansconbien retrouvé le résultat
général sur les équestions linéaires:
"solution générale de eED avec secondmembre
= solution générale de l'équation homogène
+ solution particulier de l'équation
avec second membre "



⑰ Exemple :#x'=en+1 SMIR

ancommence por résouche l'équation homogènex=In
Alors :
SyRece

Puis an cherche
Il

ticulière por laméthode deune solution pos
la "variation de laconstanta, soitsous la farme :

HE
, rp(t) =(C+) etavec troCh declause

CSMIR
.
Jevient:

-ter,p =Ce+exce
=((H)+ (t)et

D'oùen réinjectant dans (E) :
Fer
,
1 = up(-exp() =((+)+-())et - -4+et

-CCHet
et :FER

,
c'(H)= 1xe

soitpomme constante d'intégration mulle :
FE

, uplt) = -Get yet=-y
(ce que l'an pouvait voir immédiatement)

Ainsi =
IR- ITh
stro cet- 1) ceir]



IMakices fondamentales , résolvante
⑱ 1

.
Matrices fondamentales

Avantd' introduire lanotion de malice fondamentale
pour une EDo lméaire , nous donnons la conséquence
suivante du résultat de skicture de 51-

Proposition : Soit mo E51, ..., m 3 · Soient --Anges
nivalence entreAlas ana éq

(i) X Y sont libres dans (JRM),-11 ---M 1

(ii) Portant +es
,
la famille (Xy(t),---,Yug (H) est

libre dansR
(ii) il existe testel que la famille (41 (to),-- Andto)
soit libre dans IR*

D: Clairement: (ii)= (iii) .Monkions (iii)=. (i).
-itby . --,bas ERKelque : 41X+ ---+JmYn=0 .
D'où :+E5

, dXiCt+
---+(mYn() =0

Emparticulier : J2x1(to + --+noYlto) =0 . Parsii) :
+= --= In=0 d'ou (i)-

an monke demême que (ii)= (i).
Puis
,
comme pourtant JeI, : 500 RMXX(to)

estun isomorphisme d'espaces Vectoriels ⑤ envoieS -to
me famille libre son une famille libre.

Danc (i)= (iii) .

Dememe (i)=(ii). D



Dans le cas onv= r , an considère alors
une foril) 1 -

,
Y Xn) de solutions de(2) .Sielle

est libre elle estdonc une base de Sp quiestde dimension M
-

Ref: On appelle malice fondamentale associée a
In famille (X11--- ,Tr) de Si En matrice

⑲
E =( --

dont les colonnes sont les solutions 41 1--.In

Propriétés : 11)Pon la proposition précédente , si pou
untoes

, (yp-..) est libre , portant tosS
(X(H) , ---, X . (t) est libre donc pointantM

tes
, 11 est inversible.

(4) Ona:MmR rotcheclasse e

↑ A%.
Eneffet, chaque colonne de Vérific (2is)

13) Si x &Sy etci (X1 , ---,Xm) estune base de
solutions de Sis alas :

7)Cert ,tej , XHHC
soitencore ;si C =(G , --, ) /

X = G4y+ - 1 -+ (mXm-



2
. Résolvante

⑳ Parmi toutes les matrices fondamentales de(2),
on retrent la suivante.

Def : On appelle résolvante de(2is)entres l'application
Pat ,5) : 5- M () donth i- ièm colonneM

tro Rolt, to)
T i est l'unique solution sur 5 du probleme
de Cauchy : [A : où lesin) est la

Filto) = e;
base canonique de R&

Comme Son nom l'indique, la résolvante de(2d
entr permetde résoudre toutproblème de Canchy
ento

Proposition:: Partout KE5,

SRat,b)
= A Ra,

Baltostol =In
En particulier , porXEIR donné JorM

/troRI
, tolXo

estl'unique solution du problème de Canchy:

S X =
A4

X(t) =40

Di aufixe toes. Alas Dotat...



⑨ = (é - --en) =# -
L'autre identité vientan

M

I I

faitque R,

41 estunemalice fondamentale associée
à la base de Solutions--En
Posans alor :#+=F

,
X(+) =B(t, to)%o

Alos:E5
,
XlH=RH) =ARA

etan a bien X(t)= Roltito) Yo =Into =to

D

L'application résolvante estun semi-groupe à un
panometie

Proposition : (i)Par tons to, te , tes , Rolt tol=Ma(th
(ii) Pourtan 5.E5, (Ra(tto))"= Ry(th)
(iii) Si A() est de classe de alors tropolit est

de classe ch+1

(i) On fixe to
, tJ onbitraines MXER

Scient:
M

:
50R

tro Ry(t,5) Xo
et~inteMoltet)

Alas N(t) = Rolte ,Hil Raltt)4=Em Ralt, (6)Do=u(t)



⑳ De plus :
Y +es

, w()=(46) =1()B(4,t)4=A(t)u(t)

et f+Et,u
-(t)=(t,)Ry(t,b)=A(+)B(t,4)BoltoTo

=A(H) v(t)
.

n ete sont doncsolutions danc solutions de la
même EDO et coïncident en t . Por Cauchy-Lipschitz
linéaire

,
elles coïncident sur tout5.

Don: HE5
,
UCH=NI i.e

VERM
,
Fes
, Ral tolo-Balt, h) Roctit)

En prenant t= ts etpanx successivement tans les
J

reckems e , -- ,em de la base canonique deM,
on obtient le résultat voul-

(ii) Onapplique (i) avec -to :
Im- Rolto ,to) = Ralt , k) Bolt ,5) .
civi) C'est une conséquenceimmédia du résultat
de régularité des solutions D

Exemple :DPom n=1 , S estume fonction scolaire et
an chercheà résoudre l'EDO c= as
Fou : Fem , Et,to) =eSinsds
EIR



ne l'onpent aussi calcule⑳ ② Nous verrons plus toin&
la résolvante dans le cas on A est constante :

(5) ER, Ry(4,5) = elt-1)A (àprécises
En général il estlès sare d'avoir une expression
explicite pour Ry .

Par contre, en étudiantla
isolvante, an peut abkenin des informations
qualitatives sur les solutions de =AX


