
D Chapitres : Equations linéaires autonomes
Douce Chapite /K désigne RomD. Une équation linéaire
autonome est uneEDOdela forme X1=AX avecAEM .

(II
M

I In premier calcul
constante !

Avantde passer au cas autonome, regondonse
que Non obtient lasque l'antente de résoudre à
lamain te problème de Canchy linéaire : SX1=AxXIt=to
ci-ci est équivalent à l'équation integrale :

Ate5
,
XH)=40 +(A(s)X(s)ds

= (+ [A(S) (e+ (A(1X(si)ds) as
=+Alo+/Adds&

=Yot)Alsdso+Alsedde
=YAds)+ [Also)141)dse(ds] + ---

↑

AddAdd,
+-1

Mais
, por

Fubini-se so

AddAds et

#Asso si AAFA)Al
c quiest le as en généralpar deuxmatics.

Si ana : #4
,
s

,
ACHA/s) =Als)Alt) alas

SA()A(sds=A(Ass



Etenpeut faire le même type de calculs pom les
& femmes suivants : pom 50251--Sna :

SA(s)A(s)--Asmd
permutations des = m ! SA(s)--Ands sle
Soi-iSm-l-T

D'où, encomettantlacu: -
fe5
,
X(= )(1) ...Audi dI On obtient l'exponentielle ordonnéundbjetappelé I 8 :

expand (JAcids) 5351353- --

wi n'est autre que
la résolvante R(K

,4) de /EAX.9
L problème estque cette exponentielle arcomée ne
se manipule pos aussi simplement que l'exponentielle
habituelle- Pou se ramener à l'exponentielle
clasonque on suppose AC) constante égale
à une makirc AEMm/) donnée.
1

Dans c cas:

(1) --Amen--d
=
et5

,H
Ainsi dans le cas enAest constante

,
la résolvantde

X=Axet: (4
,
+ ,5 ,

R(4
,
to) = exp((t-to)A)



③ # Exponentielle de matrice
1. Définition etpremières proprietes

Definition : An appelle exponentielle malicielle
l'application

M. (1k)-M (1)
M M

exp : &to
Cette application estbien définie . Eneffet
Si an se donne 1/11 une nome sur Mm!KI,
por équivalence des normes elle estéquivalente
à la nome son-multiplicative :

IIIAIK = sup 11AXI. où1estla
11416-1

nome enclidienne son 1K": /1X=(im1+ -- Han)4
Or an a:

*&L
,
0

, III 13/11ID et In série

numériqueS estconvergentKamespositifs
Ron Elsh//) estconvergent , doncElle
aussi. On (Mu(), (111) estaneun de dimension

fine donc complet , donc la Curnormale (miforme
de Et ak implique sae
Donc la série [Ak (normalement) pom tane



& nome 1111 sur Mm (1).
La convergence normale assure que l'exponentielle

maticielle estune application co-

Nous en redonnons, sans démonstration complète,
les principales propriées.

Pour A EM
IR-M (11) estMProposition : 1 m(11) / +wo exp(tA)

désivable Cetmême analytique donc et:
Heir,et Aett-ettA

3 SiAetB commutentdans Mn(11) , alors
exp(A+B) =exp(s) exp(B)

3 Pam AEM(1K), exp(A)EGL(11) etfpa)"=expla)
4 Si PEGL . (1K) etAEM (1k),M M

exp(PAP-)= Pexp(A)p
+I

5 SiD= diag (b1 , ---, ) alor exp(D)-diaglet,en)

Di 1, s'obtient en appliquant les résultats de
régularité dans le disque de eudes sériesentrères
2.
Por CVN on peut faire de la sommationpar
parquets et obtenir ce résultat-por calcul
direct



⑤ 3 etunconsdep4
5
,
estégalement uncalculdirect can DE= diag (6 ,--Je

D
De ces propriétés

,
an déduit le résultatsuivant

que l'un a déjà obtenu por un calcul directe I.
Théorème : Solent tet et XoElk. L'unique

solution an problème de Couchy linéaire et
autonomeS est donnée par

(M
,
X) ou X :

M0 1K
M

-S
tr explt-t)A)Xo

Lemparticulier:t.EIR, Ry(t,t)=exp((1-t(A).

fait en introductDi Le calcul Ton nousa déja
conduità crésultat. RevésitionsRe avec
le théorème deCauchy-Lipschitz linéaire.

Ona : Her
,
C=le t

=Aelt-to)AXo=AX(t)
De plus : X(t)= elto-to1Xo==Emb =to
la fonction X estbien solution de (C) sur IR.



⑯ L'unicité vientde Cauchy-Lipschitz linoise on
d'uncalcul direct : soity une anke solutionet

REM (IKIMulconsidérons 2 : tro exp(-(t-tola) Y(4) Alas :

FER
,
2= -An

-(t+A
y(t) + e

-(-+oby/(t)
ActeltoA =-Aet-folby(t) +e-(t-+bAy(t)
commutent

=(-Ae
++A

+e
= 1+t)A)y(t)

Y
= 0 xy(t)=0-

Donc I est constants et 2(to) =exp(-0+A)y(t)
= FnX=Yo -

Donc :FEIR
,
2(+)=Yo

i
.e.e

,
y(te

It-b)Ay
O

con exp(-(t(A) =(e(t--(A)-1.
&

Amsi
,
la résolution des systèmes linéaires

autonomes se ramène au calcul d'une exponentielle
maticielle
Dans le cas oùA estaliagonalisable, a
calcul est immédiat:Si A= PDP" avec
PEGL(11) et Deling (dy, --- In) and:
FER

, exp(A)=(et
M

p
-1

(
por 4.

et5. D'où l'unique solution à(C)est
donnée par : O

Y+ER
,
X(t)= p(et-toldm)pt



⑧ On constate alors que le comportement asymptotique
de4 est donnépar celmi des troetti -

Nous verrons en détail plus loin commentétudies
a comportement.

2 Calcul de l'exponentielle d'ine malice.
Nous allows donner une méthode decalicul

générale valable com tanke makies AEM-(1).
M

Nous expliquons ici, sans domer tous lesdétails des démonstrations laréductionde
S

Jordan-Dunford d'me malice AEM (C).M

Soit AEMm(1) . Alors son polynome
conactéristique A est scindé sun C:

Yy= (4-by)m... (X- (p)ap
avec 21 + ---tap =m-

les sousespaces propres= Ker (A-Jj) me
sontadapteàme décomposition complète de
que lorsque pou tanti, dim Es=Gi , ce qui

n'est pas forcément le cas. On introduit dans le

sous-espace caractéristique de1 associé à lavalem

propre bi : ↑ KalA-bili&

Jj



⑤
On a toujours EJ,C mais celle inclusionpeut
Ethe skicke-
Por le lemme de décomposition des noyaux ana :

4 = M ----Typ
De plus, on peutmonter que :

1. fiest---p]) dim = 4,
2 Fiest,...,p3, Fredi , Ax ENgi
i. e M, eststable part-

Oupentden défini AlpBi
3. Il existe Ni EL(B) milpoentre
plus petit que di (i. e. Ni=02/

,
) felque

Ala= biFr, Ni
Plus précisément, YAiry= (X-Ji)di

et

porkiganalisation il existe une base B; de My;
telle que

=() Mai (1)



Su l'on concatène les bases By , ---Ba
⑨ on obtient une base B de Intelle quesi Pet la

makicede
A

passage de la
base camaniqueaE :

=>p
-p(B)( lo p

: = D +N
·

avec D diagonalisable et ~ milpolente.
De plus comme sur chaque blac , In

,

commute avecNis
and DN=ND - Enfin on peut monker que
NetD sontuniques - Résumons-

Théorème : SoitAEMm (1). Flexiste un unique
couple (D,N) avec DEM (C) diagonalisable,M

NEM
.
CK) milpolente , Kelgue:
A=D+N avec DN=ND

.

an appelle celle décomposition la décomposition
de Jordan-DunfordeA

Banque : Porconstinction
,
19-0où=max 9,

1zip



⑯ Exemple: Soit A =(3) EM
Ondi

-1
=(

=(-x)(3 ) = 1-4)(30
=(1-x))"+iy) =(-x)[(-x)(-4) +1)
= (1-x)[3 =x =34 +xi+1)
=(1-x)(x= 4x+4)

E

= (-4)(X-2)
Donc A admetpas Ups To multiplicité 1 ete
demultiplicités -

calculons les espaces caractéristiques
dasociés.

Si = Ke (A- Ez) ann :Si
2 -

y +z =0

[x-y
Don=Vect(()
Puis= Ke (A--13)

al-)=(



⑪
Don :(E (- x=y

Don T=Vect() ,j
onperssimple

SoitP-( ·
Calculer P

((

/ 1) ()+
p

(8)
D'où D=p(p
=(

et
N= 1 -D =()

On vérifie que NE :
V(



et que ND =DN :

⑳
et

↳00 o

D'où la décomposition de Jordan-Dunfand deA :
A =D+N avec D=N
avec D= p(1)- par
P- et P



T
·
Fore des Solutions deX=AX⑬ S

La décomposition de Jordan-Dunfond permet
de calculer l'exponentielle d'une malice

quelconque :

EtoR
,
etA =et D+N)tNe

DN=ND

On : et =pe)p
et EN Arch
e ↳hNom141pI Nous savons que l'unique solution duproblème
de auchy S X=AX estdonnée por :

It=D
HER

,
X(t)= el-b)1X

Si an décempose XEM-. Mp en
To= V

,
+ --- + Vop avec U

; Edi
on peutposen pou tout is1-] et tout Reso,...,4;-1),

Visi =N Voi



⑭
En écrivant que et eFEDht
anobtrentalors :

*+E
,
X= e(t)di(Vich)
i=1

Damle as viel
,
ie AEMm(IR) etX à

Valens dansI avec X
.
ER onpenttonjomsM

seplanger dans 42 ·
Pour cela on substitut any

espaces caractéristiques complexes de A les
espaces :

~

M = 5 ; 12 pom 11115
et
i

=(DP)1 pom s+12119
où dr--- ,ds désignentles racines véels de XEMA
etbste , date , ---

, Jo , Ja désignent le

vacines complexes conjuguées deXEREX.
Puis en prend la partic réelle de la formule complexe
pour obteni; après décomposition deFor

R
,=Rei)((mP)(b) di

,2
+sim(Im(d)(t-b) bie

avec dia , bie et (= Re Tie et bie=
-Em Vie)



Dans le cas oùAestdiagonalisabledan N=0et on
⑮ obtient une forme des solutions plus simple :
HER

,
X(= [Rebilpes(Imbil) a ; + sim;(t)bi)

15iSp
où actibie est en veckem propre associé àde

Exemple : On étudie le système différentiel :

3-ye cotence XA e en
2 = x -

y +z

x*() et =(i) -

ParEn fixélimique
1 -1e

solution de ce systeme valant to en t= 0 estdomée por :

Her
,
X(t) = ethX

N=0
->

=plet)
=>
-(

-



⑯(
-

=>ett

-

= I
e(y ++(2-yo +30)]

Iet (23++(2- yo +y)] +et[y-u]
et[2++(y+z) - (y++my+z))] +et[y+) +ezo

= el400)+/Je



⑲
# comportement asymptotique des solutions
A porte des formules obtems pom les

solutions complexes etrelles deX=AX ou
peut étudie tem comportementasyontotique.
Celui-ci va dépend desRelit donc

des signes des Re(6 j ).

On introduit pour A EMm(C) :

- l'espace stable : ps= Tsi
Relbi)28

- l'espace instable :
r"= P

Jj
Reliks

- l'espace .

"Domé" : r =D ,
Rebilo

Alas : K" = Aprps.

De même pour AEMm(IR) avec des ~:Ir
(t-to) A

parLes espaces sont tous stables por e
tautter : elblans CRS--
Ainsi , siElalos : Her

,
XHERS

etde même por 14 ,
rb ,5,b



⑮ Parétudier le comportement asyptotique d'une
solution de X=AX an décompose donc sa
condition initiale X en X++ 16 c qui
donne une décomposition de la solution en
For

,
XHt)= D tu +↑Sa ↳ b

Si l'undes Kemes o=0 alors
*Compondantestin

On donne le comportement asymptotique por chaam
des cas .

Théorème : 1,
S

Crespus) est l'ensemble desToi
Trop (M) tels que tim 11 x(HIl=0.

to+x

2
. " Cresp M) estl'ensemble des%0EIR

*

(resp.C alsque
fim 11 X(H1l =0
to-a

3. (resp b) est l'ensemble desEir(sp) pourS

lesquels il exida M20 etCo tels que pou /Hassez
grand : c"11 Yoll 31XH111 CM10



⑲ De plus per 0 <min (Re(di))
,

il exis 40
Re(bi)to

Kel que :

⑦ site (resprs) alas par0 assez grand:
114112CeToll et 114H1k

,
Cet

&site (rep) alas par to cessez grand :
11XH11)

,
Cet 11Yoll et lIxttllCe-Holl

Dans le cas onbest diagonalisable an obtient
lerésultat suivant:

Théorème : S est l'ensemble des conditions
initiales XEI" corespondant àdes
solutions périodiques donc bomées suIR.

Exemples:DSi on reprend l'exemple précédent, tanks
les vales propres sontvillespositives donc
13=S

et toutes les solutions Pendentresso en
+a

& PomA =))
and=Vect() , r"= Vert () et rb=rect(b)



⑳ Par exemple si 40 =() an obtient comme solution :
#Em

,
X()=i=)

soit unesolution périodique complexedepériode et

IEDO linéaires d'ordre m àcofficients constants
an considère l'équation homogène :
(y(m):M-1

avec a , -- ,mer dans 1K.

Alos
, enposant X=() an

m
Y

Nous somme samenés à l'étude du système linéaire
autonome :

X=AX
.

On remanque que : Xy= (1) (XM+am-1
Xm-+ - - -+(

auretonne l'équation caractéristique deR)


