
D Chapite4 : Théorie générale desEDOs (non-linéaires
Pour des EDOs générales , apriori mon linéaires,
ilse pose troisquestions :

(1) l'existence desolutions /
-

(4) encas d'existence de solutions, y-a-t-il
unicité d'une solution maximale pour des
conditions Initiales données?
(3) Lorsqu'elles existent, les solutions maximales

>

nelle estla tailledimsont-elles globales Simon , a
etquél estleintervalle d'existence d'une solution

comportement aux bards de etintervalle de la solution!
-

1 Existence etunicité desolutionslocales

Tout d'abord , un problème de Canchy qui
n'estpas sons forme résolve pentre pas arch
desolution-

Exemple1 : Considerons : (GSux+ + =0 SMIR
a(0)=0

L'EDO estde la fone/t,u,2)= 0 avec
&(4,x,x)=xx++ , Comi3



Sipon l'absente (G) admettaitune solution (T,2)g avec ICIR
,
I contenant o

,
pourtant+e

on pourait integrer tro(+, u(H),n(H)
sur [0,7] :

(n(s]ei(s) +s ds = c pom CEL

Arpan = 0 ana c=0
.

D'on

H++F
, y(x(f) +y = 0

soitencore : VEI
,
(x(t))++=0

et on devaitarois : FET , t=0 !
Cela estimpossible sanf si I=50) ce que lin
exclu dans la de d'une solution d'EDO.finition
(4) wadmet donc pas de solution (T, x)

quelque soit 1 cit d'intérieu non vide-

Exemple 2: Le problème d'existance de
solutrau peut aussi seposer lorsque
CEDO estdomépor une application quin'est
pas continue
On considère le plo de Canchy sur 12 :
(C) E x = -H(x)x(0)=0
avec :FG

, HmlSsixt



③ Enparticulier si se est solution de (S) sur un voisinage
de 0 :

u'(0) =-H(u()) =- H(0) = -1
Donc comme x()=0

,
an devrait avoir l'existence

de 530 telque : Et ebo;de, sell 10-

(pon co de s désivable
...
). #

Alas
, sen20,82,
i
.e. +ejo,Gl, H(H) =-1.
Cela conduit à:+E23,G2, 2 (H) =- (6(u(t)=-(1)

=1
ce qui contreditle fait que :EteJo,02,21 co
conseb) =0.

Donc pom tout I voisinage de O, (4)
n'admetpas de solution ser

Exemple3 : Nous vensons plus lin que sansle cas
d'une EDO résolve donnéepor une application
co
,
ilya toujons existence de solutions localement

Toutefois dans ce cas
,
ilpeutnepasy avon

Ho unicité à unproblème de Canchy donné.
= (4) =a Suit

+0
,

-* Ex(D) =0
Ro etet# Alors, anvérifie que : to

29
RwiR sont solutions surde (3).:

tro



⑪ Mieux
, pour touta30, xe définie por :

↓ER
,
29(t)=S 8 sita 42 (t-a) =(t

-a)(t-al sit)a

et solution de (C3) SMIR . (G)none
donc une infinité de solutions sur

Auun de ces exemples , nous voyons que
pour espérer avoir un résultat dexistence
etd'unicité pour in problème de Cauch,
donné
I il va fallois supposer quelon

étudie une EDO sons forme résolve etqui
est donnée por une application dontla
régularité estplus forte que la senle
20
. Enprotique , nous allons conskuiredes
solutions locales à l'aide du théorème de
pointfixe de Picoral , mons allons doncavois
besoin d'un contrôle lipschitzien de l'application

M

Définition : Soit U CRxR unauvertesoit
f : U-R

M
continue. On ditique fest

localement lipschilzienne por rapportà la
deuxième variable si par tant compact
connexe KCU ilexiste une constante (=(1130
Valleque (1,) ,(4,4 En ,(f(t, - f(t,Y)(lzL11x

-yI
·
RM im



⑤ Si ampent choisis L indépendante de K, au
relouve la classe des fonctions lipschitzime
por rapport à la secondevariable.

&Ilsepouve quebeaucoup de fonction
sont localement lipschitzienne . Por
exemple , toutes les fonctions Cle sont

M

Proposition: soit JECCU ,R /avec
U CRXA

M
onvert. Stor fest

localement lipschitzieme pourapportab
deuxième variable dans W

Di SeitfeeU,R)Akcu
un compactconnexe. Por lethéorème
des accroissements finis :
**) ,Hy)EK ,

11f(t,X1-f(x)/)] sup 111DefIIIAlt,-HY11im Raph
(s
,
z)ek

Or si festC'SuU , elle l'estsuk et
Kit Le

(5
.
2) vo Dis

,
2) f est cosuk compact.

Elleyestdonc bornée. Notons
L(k) :=Er IIID2) III
Notons quepor définition delanora sur



⑥ un espace produit :
11 (,X) -44/immax (1t

-+
,
11*-YHw)

= 1x-y1m
In a donc bien :
*(
,
y)
,
(4
,y)Ek,M(,y)f(t,y.1) (((k)((X-)

D
Nous pouvons maintenantémonor le

Et de en chapitre , leprincipal résult
thémème de Canchy-Lipschitz.

Thérième deCauchy-Lipschitz : Saturat
M

Clocal) un ouvert et f : vot localement
lipschitzieme por rapport à l deuxième
Variabledans( ->
Alas , pour tout (ter ,ilexiste
50 telque leproblème deCanchy

C
possède une unique solution définie
sur [5-5, to+a).



⑰ La démonstration de cethéorème est très
proche decelle du théorème de Canchy-Lipschite
liménire etrepose égalementser l'usage du
théorème du pointfixe dePicond-
D: · Soit KCU uncompactelque
S (5 , 4) EEnt(K) .

soit Mit max II f(alk,
Si M=0 , fest nulle sen K et la
solution constante égale aB convient
sur toutintervalle dansp(U).
On suppose donc f non nullesu K . Alors
M30 (porcodef) -
Soit (0 la constante de Lipschitz def
sun K.

Finano>0 et500 Kels que
[t-G , to+] lab,3) C Int(k) et

& < min(1)
· Soit E = C ([t-d ,t+) ,Blab,5)) .
Alos (E

,
11 110) est un espace

complet con ilest fermé dans C(Eto-d,t+E] ,RY)



⑧ con 5 (
,
5) est ferméedans IR*

Précisions que
-X
,
yE

,
(1xy 11z = sup((X()-y(t))

tolt-G, +d]
· On définit l'application

T :
E -E

X +0 ([t-ditord)-,
3)

tro Yotfls,X(s))
Vérifians que Testbien définie . soit yee
et te <5 - 5,$+8] :

11xX(H) -Xoll =()),y(s,x(s))ds()
4) SUP, f(s,X(s))(12)
slt-blMIGME M=E

ine Feltod, SE] ,(TXCHEB(y,3) et
TX : Et-5,6+5-B,5) - est bien copanca

def Donc Titre
.

· Scient X
,
4 Etet te[tod

,+E] . Ann :

11 -TX(H) -Ty (H))) = (1)5&(, x(s)) - y(,y(s))ds)
cond ,ErdBak)((((((((s,y(s))- f(s,y(s))(kasI
- (((((k)((X(s)-y(s)(lds)
[Ht-to) ((k) 114-y11a 18 ((1211X-ylla



⑨ D'où
Il TX -Tyly( & ((k)(14-y1x

(() 1-
SY1X- y11x

Dan Test 1-lipschitzienne de (1)dans(E,III'd)
qui estcomplet.
Por lethéorème dupoint fixe dePicand Tadmet
un unique pointfixe dans E i .e (C) admetM

une unique solution X : [to-d, tota]-i avalems
-

dans B(X , 5)-
· Ilnous reste âmontre que toute solution de (C)
y : [t -G, 5 +d]

-R stà voleurs dansB
M

E)
panvérifier qu'iln'y a pas d'antre solution de(CD

définie sur [t-5,5 + 8].
supposons por l'absence qu'une solution Y de (C)
définie sur [t-5,578] souke de BCX,Elen
un temps infériemet notam

G = inf(t)-G,d[(y(t++)+B(,3)]
Ponlethérève des accroissement fiis :
2-11X(t) -foll ?/sup 11 X(+(1) Itto
(118(t,MIEMo



⑳ Or 5 d'où me contradiction .Don
tankesolution de (C) définie son[t-5,+0]
esta volems dans B ,

3).

se rece à prouver l'unicité.
soit ([t-5

,
to+] ,4) une autresolution

de (C) .

slas : ↓
f+-[t-6

,
b+5]
,
x(t)=Yo+Sf(s,x(s))d

et * (t)=Xo +58s,Tiss/as.
D'où :

ft e (t-G,(+5], 11x(
--(1) )T1f(s,x() -f(s,y()))(ds)

Lien)Ussd
:=L

Dan parGronwall Intégral 2 :

LIt-to
Frectif,+8],1-

*HU40xe
=8

i .e .Hetjd ,t+d),XH
=H)
,
d'ou

l'unicité E



⑪pi Avec les
notations inknodwikes dans la démonstration,

soit Vinvoisinage de (5
,
4) dans U telque

V+ ((t-G
,++5)xb(x,3)) CEnt(K)

.

*

Alors enpart reproduise ↳ démonstration précédente
par tant couple (t,41)EV avec lesmêmes Jets

pour obtenir une solution duproblème de canchy

E y= f(t,y)X(t)= 41
définite sur [t-5,to] où Test uniforme en(4)EV.

Con change to entr et Toen (1)

Rappelons que le pointfixe dansla démonstration est donnécomme&

la limite de la suile Unt =T(m) avecXcome condition
Initiale.

corollaire : Sons les hypothèses du Hum de Canchy-Lipschitz,
la suite(Xn)
,
définiepor récurrence por DH=4 ef

Yn+y(t) = Xo+ jjf(s ,(m(s))ds CVU Veb la
solution X du problème de Canchy sur un intervalle
I contenant to etsuffisamment petit.

cela donne une première façon d'obtenir
des approximations de la solution S



⑱ Nous avans un que
les équations d'ordren1

peuvent toujours seromener à des systèmes
d'ache 1 via une /sansformation canonique .
Onpeut ↑

-donc écrire le théorème de Cauchy-Lipschitz
dans le cas des EDOs d'ordre supérieu
à 1 .

Corollaire (EDO scolairessorde n)
Sort:UCIRAR-R localement tipschitzience

-à la deuxième variable
.
PartantIt Seupourapport

avec Youbi--Mo
,
)E , il

existe sotel que
M

le problème de Cauchy E
x(m) = cf(t, x,xj -- , am

-

1))t
2

(mt)(to)=18,m

-

1
et) =1,1!

admel une uni que solution locale :Co+5,ttd]-IR

D : Ilsuffit de vérifier que siamposeXIn,s-,n)&

et f : Un in définispor
f(4,21 -(m) =(4) - -- ,((t,m, --n)

alors leproblème de Canchy se récuiti

(y=f(t,,4)XHo)= To



⑬ Deplus , anvérific que fest localement
lipschilzienne dans ( -
*KCU comexe compact,VI) , (4,4) ER
11f(t) - f(t,)1)Miyil+ est,-(,)
(i-y) + M= 11-y-y1))
i=&

-(+19)(1x- y11-

D'où le résultat avec (11)=M M
/étantdomé por le caractère lipschitzien local

de 9 .

D



⑭ Il solutions maximales et durée de vie
1. Solution maximales

Avant de montrer l'existence d'uneunique
solution maximale satisfaisant une condition
Initiale donnée , nous montrons un lemme de
recollement de solutions.

M

Proposition : Soient X : Fwi et y :Fait
S

deux solutions de(1=f(t,X) définies sur
des intervalles ouverts ettelles que X(5)=y(t)
pour un11 donné- Alas :

(1) ((([117, X(t)=y(t)
() le recollement deX et deY est

me solution sur IVIe

Rappelons ici que le recollement dexety
que l'an peutroker XUX estdéfini surFUFe
por:
*te ,XySt
qui estbien défini lorsque X=Y su Inte



⑮ DH) Par montrer (1) onmontre que
A=Y +E=1[(X(t) =y(t)] estmen

vide ouvertet fermé dans I,11, comixe .Il/

lui sera donc égal.
Comme JES , AD - Commeety sontCo,
A= (x-y) x (50) estferé.
Soit EA .

Alors GEFy1TeX(4)=y(
Pon Cauchy-Lipschitz local, leproblème de canchy

E admetune mique solution

z définie sur un intervalle [t-5,+]Cet
Per unicité X=y=2 Son [ty-d, tito] can
X ety satisfont anmême problème de canchy,
donc :EEt-G,O]C1E, XHEYHt)

i.e.
Et-5, h+) CA etet intervalle

contient l'ouvert It-5,+E2 CA.

Donc si tea, ilexiste0, St-GHICAdonc A estanvent.
Pacomexitéde Inte, A=#11 .



⑯ (4) Comme15 estament et↳EF15
ilexiste v voisinage de to telqueVE
Alas X=YSM// donc XWY estbien co
SuFUt et désivable amIUT
Deplus on a bien :

e ,(
=sitfuS

&

Donc XWY est solution de l'EDOsurEUI
D

En peut alors démontrer l'existence etl'imicile
d'une solution maximale àinproblème de Canchy
donné

M M

Théorème : SoitUCXA un ouverte f : roth
localementlipschitzimme por rapport à
la deuxième variabledansj ->
Alas , pour tant (tXoler , il existe
me unique solution maximale X :St,-im
au problème de Cauchy : may

(C) EX=f(t,y)X(t)=Yo
Tout autre solution de (C)etune restriction
deXmax à un sous-intervalle deJt-,to



D : (1) Rappelons que l'intervalle de définitiond'ine solutionmaximale est Tanjamsun
auvent con silélaitpon exemple deb forme
14-
,*]/
ilsuffisaital considérer le

solution de Y'= f(t,X) valant Ymax(4)
ent etde la recolle avecmax pour&

obtemin un solution sur St#+o] ,a-

que contlivait lamaximalitédeMay
(2) Qua + ,et.

D(Thémème) : soit Imax la séunians de
lans les intervalles ouverts contenant I sur

lesquels (C) admet une solution- Cette rémian
est unouvertde M , connexe con to est dans
eintersection detans ces intervalles. C'estdonc
un intervalle ouvert les doncde la forme
St4. Soit teJ,et définissons
& # commeétant la valement de n'importmay 1

- quelle solution de CC) sur Cto,B .



⑮ Por (4) de la proposition Sur les recollements
desolutions, estalors bien unesolution

Max
de (C) sur Imaz=It,
Par constanction

, Imax est un prolongementdetoute auke solution
Si & estime entre solution maximale

Max

de (C) alas illeest ansor définiesm]t,[
(sien Xmax enseraitim prolongementskic)
et

#est, YaXos,d
*
max
(+) =4+fs,Fax())d

D'où :
Fest,S , 1 max*max(1)s,max)=s,
Liplemmax(s)-ma
Et por Gronwall :

He],, /14ma-Tuat/110xe Littl
D'on : Ywax =Pmax
cequi prome l'unicitde la solution maximale

B

S



2. Durée de vie
⑲

commençans por étudier un exemple .
Exemple : considérons sé=- définie por
fiorChose

Toutd'abord
,
soits solution maximalebu problème

de lauchy seneExclus définie sur un intervalle
St#[ .Suppose to. Si x s'anulsen un pointe

porunicité don Canchy-Lipschitz , nestla
fonction nulle sur >t,[ . En effet, les den,
fonctions ↓

et 5 sontsolutions de

Su=f(t,n) =

u(t) = 0

Donc sichto. a ne s'annule pas serJ, et
↓

enpentécrive :
#+jt

,4),Do
ftejt

,
45
, Soud

=He, , [att
te)t+-t



⑳ =f+-t
,
4
,2=

B+EJt
,45 , u(H =

1- (t-b)
cette expressionnum sers sur 7t-ty ,+[
sizo et sur 7-8

,Si < 0.
Bien entendu si T =0 I on peutprendre
24
,4[ = 1Ry an retrouvela solution milleSu

On voit en particulier que pourvo
St
-,
+2 + J= 1R , les solutions maximalesme

santpas globales.
en constate également,pano, que
si +-(t- ,x( -+0
Ce comportement asymptotique an band
d'un intervalle maximal d'existence d'une
solution d'une Esso est en faitgénéral

Théoreme (Sortie ce toutcompact--l
soit X : It#2 -

m
une solution

maximale de Xf(t,X) oufors imest
localement lipschitzienne por rapporta la
deuxneme variable.



⑪ Si supt dan XII sontde tout
compactci lorsque +tend vers1

i.e. AKCer compact, 5 + = E(K)
-

Kelque + 24 e X(**.

Le même résultat est vrai en t-
lorsque inf5 < t-
On ama essentiellement deux situations
dans lesquelles ce résultable sortre de
toutcompact va s'appliques :

in
· si r= Ir dos on ama :
lim 11 /(1) =+*: explosion entott

temps simi -
*

si
2 est un ouvert àband boré,

XIH va Kende vers impoint deM
Conque +endversty-

Dherm:Son
supposons por l'absurde qu'il existe
un compact1 Ce et une suite (tulmou



De
d'élements de St

,42 qui converge versit
telle que : Fnson

,
X(tu)EK.

Por compacité de K , (X(tul)noo admetune
sous-suile convergente i.e . 5 PM,74
X(ymi) mote 47-

En particulier :
Ham, (Tami)mat(t, +)esXR

Pon Cauchy-Lipschitz local,

S X = f(t,x)x(ty) =47
admetime solution sur un intervalle
3+[ avec o qui convient pontante

·F (F, ) dans un voisinageVde (t,)5x.
SoitN, 1 tel que (E ,Xe) ev
ethelque ta8 )4

+

Soitalors y :
Iteme, tem +dir

l'unique solution duproblème de Canchy
S Y=f(t, v)YHemi) = X (tens)



Por recollement de Yety an obtient⑬
une solution 2 définie sur l'intervalle
It
,
tu+d[ 9

wi contient skickement]E,C
et (3t

,
tu, I) est donc un prolongement

skictde (31
,
42,X) ce quicontredit

lamaximalité de celle demière
Dank : * KCe compact,(tn)]

ilexiste Nem
,
X(t)K.

D
Nous déduisons de ce résultatde
sortie de tant compact une condition
suffisante pour que to =supJ-
Corollaire : - Si l'image d'une solution
maximale X :St , H[VIR* estcontenue
dans un compact Kar alor tsp5.
et t= inf5.
· Silexiste KCM compacttelque :
Fe[t,T,HEk, alors=supJ.



⑰ Exemple : On considère le problème de Canchy son
[a
,
+02 : E sé(t) T J+ pat(d)

x() =0

Por Canchy-Lipschitz , (C) admetime unique
solution maximale sur un intervalle de la forme
so,[con Hultodest donc loclipv
Pom +Co,[, impose :-y
soitencore y(t)=) et y)=#

Al : He
,#, H=y y(t)

seitencore :#, J=)-y
= d +y') -yy(t

Or
, s'C) par #0 donc y'COpom
-0 et y est skrcement croissant SurCo,2.
De plus y (7=b)= donc y(H)0smJ0,H
Dou =+

,+, y(t) 3)+y(t).
De plus -y<#ciF
et y> surco, [.
Ona donc :

() f+E(+(y()- y(t)+zy(t)(+ (y(t)+d



De plus ,an remanque que pom >71 XX*X+O est une fonction polynomiale stridement positive-
D'où :

+ y'(t)
y((t)-y(t) +6

1et : Fes
,#

Ainsi :
214#ec

,45,e y (**)

PouECO
, +C , an intègre entre oett les

inégalités (**) : FE, S,

Sysids
t

4%) +
6 se Sys)ds

y
-(s) -y(s)7)

On pose n=y (s) , changementdevariable ficile
on y estme bijection skickment1 de [0, +> su[0, y (H)]
Il vient: cavecdu = y/(s)ds) porpositivité

YHd YOu Sodo
Sipon l'absurde ty=+= alors an amait

+2=
en faisant tence trans +o
Donc++&etpor le théorème de sortie de toutrepart

tuft
y(t)+-etx(t)- +o



⑯ Essayons d'estimer 41 . Once :
#+42,Y a
Asi on faittence +vens+ +0 ; y(t)-+xet
to

SAut
+On:Au

= E -

=Ag

AM
-[Anto/

G

Aut
D'où

, por croissance
de sh: -
sh()Shi



⑳ i
Solutions globales
Nous commençons por donner un

qui généralise le théorème de

Canchy-Lipschikz linéaire.

I
théorème de Canchy-Lipschitz global

M

Sitf :Jaror une fonction continue. On

ditquef est globalement Lipschilzienne
par rapport à la deuxième variable
lasque : il existe L)0 &

H+E5
,
fx
,
y=m
, ()f(t,x) -f(t, y)))(211X -X

Thérime :(Canchy-Lipschitz global) :
tror" une fonction continue etSoitf :5

globalement Lipschitzienne par rapport à la
deuxième variable. Partant t ejetysfor,
es problème de Canchy (

=f(x,X) admet
XHo=Ye

une mique solution globale (5,4) -



⑤ Nous ne stemonsons
pas en détails c

thérème
,
la démonstration étanten presque

tous points similaire à celle du
théorème de Cauchy - Lipschitz linéaire.

Bienentendu,athmede Sauchischitet
linéme

puisque
si f: yueAxt alors

11,X7-11 EIAII 114-Y11 (LENAII).
Il n'estpas nécessaire d'avoir une fonctionf ~

Pglobalement Lipschitzienne par rapportà
la seconde variable pom avon une solution

globale Ilsuffit que f soitlocalementlipschutiziene et que I satisfasse
une condition de cissance non-théatre

Une autre facon de démontrer l'existence de solutionsb

globales est de passer por l'existenced'une intégrale
première du monvement qui a de bonnes propriétés
Naus allons traiter l'exemple des équations de-

venton
.
Nous reviendrons plus tona dans ce camssur la notion

d'intégrales premières associées àune EDO.



⑨ Soit g
:ROR me fonction de

classe(1. an considère l'équationautonome d'adre 2.

IN x" =g(x) SMA.

Emposant X =() on

S+

soitencore x =f(t,X)avecf(t,y)=(,g(nt)
et f : RXMR de classe

, indépendantedet etqui satisfait donc les hypothèses
du théorème de Cauchy-Lipschitzlocal-
On définit la fonction énergie potentielle :

U : ROIR

so-Sg(t)di
et la fonction énergie totale :

E :
IRIR

Gy ,22)20%25
+U(y)

Monkions qu'il ya "Conservation de
l'énergie"

,
au sens on la fonction E



⑳ estconstante le long des trajectoires
des solutions de (N).
Eneffet , si X=(1 ,42) estime

N
solution de (N) sur un intervalle
51

, 41 , an a:

f+=Jt
,
#2, E((H),n(H)=(Ha(t)t

ab(t) xj(t)u
/ (xy(t)

↓

= x(t)y(x(H)+()(y(zy(t))
=o

Donc tro Elry (H ,ne(t) estconstantesm]F,[.
An suppose

de plus que fénergie
potentielle est bouée inférieurementie
-E, ESER, U(s)

=-Eg(d),6 -

Toujourspour X = Lux ,4) solution maximale
de (5) définie sur 14 ,+[ , anmod cer
la constante telle que:
Fest

,
H , E(m(H) , (H) = c



D Alas :

#est,2,=U
En particuliern et on a:

FeH (y())c
De plus :
f+>t

,
4 [
,
m(+)=x, b) +facsids

&

Dou :
= r
,
a) +Guy (s)ds

f+-] +-,4C, (2(H(ztb))+3) es
(ha) + et4

En particulier , estboméeete
estbomée sur les intervalles bomés.

Suty +a alas Destboméesur
[o , ++] ce qui contredit le théorème de
sortie de toutcompact. Donc+-+*
De même t = -2 etest globale-



⑬B Por exemple , pou g(s)--se anaS
vis) = - ((3)di=

Donc les solutions du system

Sxi
=x-

3 au de manière équivalentem = -21

de NEDO x== sontglobales
Notons que f(t,4 pyu) = (4 ,-24) me

satisfaitpas la condition de sous-linarité
durésultatprécédent.

I Continuité por rapportaux données.

1. Continuité
por rapportaux conditions initiales

Rappelons tout d'abord que si

fijxr
-iCestlocalement lipschikzieme

par rapport a la deuxième variable,
si on fixe (toto) EJXM, ilexist :
(i) V unvoisinage de 15,to
(ii) #CJ un intervalle non trivial
(ini) Ke Vest un compact



⑬ tels que :
· (1) EV, la solutionX du
problème de canchy

& X = f(t, X) est définie surIX(4) = 11
·F(t ,41 EV ,

le graphe de celt
solution estinclus dans.

en considère à présent Xety les
solutions définies surI respectivement

des problèmes deCanchy:
(x) = f(t,y) SX(ta)=40

Théorème : Hexiste des constantes L
,Mo

belles que :

SEI
,
11 y (A -y()) =(1145 Il +mit-t))et
Enportralien , site =to ,one :

HEI
,
(1X()-y(t)) ( (140-(11)e41t-t



⑭ Regi La bonne dans la deuxième inégalité
peut ele atteinte comme le montre

l'exemple élémentaire dex'=an
,
do

12

Isagit la de l'effetpapillon".
En effet : x(t = sealt

-to

a y() = xea(t
= to)

d'a
jx(H) -y(t) 1=(b-m)ea(t

= 5)
.

D(Théorème) : Rappelons que por la formulation
intégrale du problème de Cauchy : tel:/pom
x() = 40+ S8(s, x(s))ds

et y(H) = 41 + Sf(s, y(s))ds
Donc :
11xC-y(H)) - 1140 -4111 +)))(84,x(s))ds-fif(,+(s)))

on
, Sif,siddsSidsto

D'où

1xH-YA114114xl) +(1) 04,y())ds()+ (1),4,+(3) -f(,y())ds))



⑮
Soit das M =malf(t, Il . Sevient,e
en notent 30 la constante de Lipschitz
def / 2ème variable :

1x(H -y(t)) &1140-(1) +m -t LSx(s) -+(11d
Por le lemme deGronwall :

+Et
,
(X() -y(H)) f(114-411+M(k-b))e4t-t

#



⑯ 2 Pertubations uniformes de l'EDO.
Proposition :Soit 540 etsoient f , g :

Jxwish
↳et localement Lipschitziennes/seme vor
tellesque :

118-glla-3.
supposons qu'ilexiste intervalle IC5 tel que les
solutions X ety de

x=f(t,4) (y
=y(t,y)Ext = Vo Y(t)= No

pom (to,40) exe fixé soientdéfinies
SuI

.
Alas , il existe ()o &
Y+=

,
((x() -y(t)))(3(t-te4

+- b)

Cette estimée est intéressante por dest
proches de t- Elle devient vie imprécise
sit s'en éloigne du faitau fackem
exponentiel.


