
① Chapiles : Introduction à l'étude qualitative
des EDOs

#Barrières etentonnoins

Dans alle première portie an seplane
dans le cathe des EDO d'ordre1 avaleurs scalaires
(M=1) .
On fix - - zalb +Afibrom
continue

Definition (Barrières) (1) Une fonction 5 :Ja,bisi

de classe C'estune banière Inférieme (skirde
par l'EDO n=f(t, n) si pour tout+eja,bl,
c'H)sf(t,c(t) (msp - a-(H)(f(4,C(t))

() Une fonction B :Ja ,b[JIR de classe (1 est me
barrière supérieure/strick) pou l'ED a=f(tu)
si pourtant +Ja ,bl :
B'ct
, fCt, BCH) (rep BiH)fC,BCH)

Exemple : On considère(x= f(t,x) =x7-+SIR
Alors

,
2 :

As -il estme bonnière inférieure skicte pomE).
tro-t



⑳ Eneffet :
Ver

,
d'H= -1 (f(t,a(t)) = (t)+
IRTR

Remime
, B : trot estune barrière supérience

skick pom 187 :

-EIR
, BH=1( f(t, BHt) = + +=-

En protique , par trouver des barrières , ilsuffit
de "minorer"on "majorer" l'EDO.

Proposition : Soient J, g :
Ja ,62 XRO continuesetT

telles que :
#It
,
ve) EsabExr

, f(t,n) IgH,a).
Alors les solutions de sé=g(t,u) sontdesbanières
supériennes pour x= f(t,2) et les solutionsde
x= f(t,x) sont des barrières inférieurespor
x-y(tm) - Ison laus intervalles d'existence (
Di Si /I,Bert solutionde x-g(t,x) alas
Hef

, B'(H= g(t, B(H)), f(t, B(H)) .
De même si (5, 2) estsolution ce= f(t,2) alors

ar(H) =f(t,a(+))(g(t, x(H) -
D



③ Exemple : In considère (E) . x=14)
su j0,+ &[.

te

Posons :
f(t,x) = 1+ (x)2
T

and :

g, (t,x)
: = 12f(t,u)-ge(t, x) := 1+ 1E

Ainsi, les solutions de 2=gi(t, n) sont
des banières inférieures par (E) et alles de
x'=ge (t,x)en sont des barrières supérieme
On résout as deux EDos pour obtenir que les

fonctions tro ++c ,
Cer sont des barrières

inférieures et les fonction trot-1 +C sont
des banières supériences.

L'intérêt des barrières lientau fritqu'elles
"Contilent" le comportement des solutions de
l'EDO .



⑪ lamme des barrières : Soit f : Ja ,br sit c.

soit a crsp . B) mebanière inférieme
lresp - superience) skick pors=f(t,n).
Soit teJa ,b[ etsoit eu telque altol au
lup . BIK,26).
soit (1

, #C ,x) une solution maximale de
x=f(1,x) telle que selto) =us . Alo :
Felbit[, achsse(t) (rep .CHEB(t).

D : M2 : Ste <tott, a CYuHE
-s'ilestnonvide soit inf Ste[to,+[,Cul
Si EStE[bit, <()reCH] alor ach))2(4)
etenparticulier ceci implique que +1)to con (to, 26

verifie actols= rell)-
Por code netale a , il existenant toEt to

, telque
+e[t,42, (t)x(t)

cequi contredivat laminimalité de ty
Donc 14[tEtt , active (H] et a (4)(u(4).

Si act) (alt) , Ijs ponco de secta ilexistait
#( tytelque :FEE], aCH (x(H.
cequi impliquerait que :- +EE5,ts], a (H) (2).
et en repeutpas avo tit [tts]-
Donc <(4) = 2(H).



⑤ Alor
, point It , <([xH) et :
(x-2)(t) - (x -2)(t)

=
x(t) -x(y) +2() -2(t)20

t- + +- +
En passante la limitequand toté : -al(t) 20.
Don :

f(k , x(t-))=x (ty)(x'(4) < 8(t ,all)
Mais ceci est impossible con flty ,nit) =flt, a(t))
puisque se (k) =2 (4)
Finalement

, l'hypothèse [te [t,/2(Hu3#p
conduit toujours ame contradiction.
Dans le con d'une banière supersemesticke,la
démonstration est identique en changeantles
inégalités. D

Exemple : En considère (1) 2= ++ sub,to2.
Pour 230 ,l solation maximale (Ir,4)d

u = 07xe par 5) oetE.problème de Canchy [1150)=
estdoméepar Ij =) max(0,5-) ,to
et fteFr , xy(t)= Vtm(u(t-b)
Alas
, po,tet o# one :

xj(t) = V+xj(t)(t +xj()1 ++uj(t)
Donc (Ty

,4) estiebanière inférience skick



0 pon (1) - Soitalas (1,2) la solution maximale
de sé= + +x

.
Alors por le lemme des3x(t=-

banières :

HEIn[1[+at, a(t)(x(t).

Emparticulier
,
In,+octo ,+[

con ry(t) +0- commeda esturaipart
testo

tout UEJG, C , on en déduit que

Insta , +ac = [to,t
Por le théorème de sortie detout compact:
li x(t) =+a
t toi

&To
En combinant les notions de barrières inférioneet
superiences , on obtient une zone de confinement
pour les solutions. Cettezone estappelée un
entonnais.

Définition : soient a une bannière inférieure (sic)
et s un banière supérience (sick) pou l'ED
x=f(tx) .
11) Si a<B ala Slt,) (ICIn SBH]estappelé
entonnoir por=f(t,a) (skic)
() Si2)Balon[(tel/al,us, BLA]estappeléun anti-entomois(sict)



⑨ J - &
&

I

J 13
-

& -- S
&

& 3
J

&

Entonnois Anti-entonnach

Bien entendu ,en combinant les résultats son les
borières skickes

,
on obtientque si (to,26) est

dans un entonnoir skict par sé=f(t,2) alors la
solution anproblème de auchy Gref(n)altol-abneste dans cetentonnois pourtetto,
C qui est porcanke plus surprenant estle fuit
qu'il existe , par un anti-entonnoisSkit

dome,
une condition Initiale (to

,
vo) dans cetanti-entenan

stret qui corespond à me solution
"

ée "dans celui-ci.piég
&

8
&

S

S S ↓

Exemple : On considère l'EDO x'=x%+pant,0.
Soient 2 : So,tatFID et B : JPTOSa

tro -S trot
Alas Pointso:
a-(t)= 20 =f(t,2(t)) .



⑤
Donc a estume barriere inference skic.
Puis :

Bil= 30 = f(t, B(H)
donc & estime bonnère supérience slide.
Donc ((x) esp,to(r) --au -S+ ]
estum entonnoi skirtpar x=x-

-
t.

↓

&

-S

I Intégrales premières
Les motions de banières etdentomoins

permettent de localise dans des régions duplan
les combes des solutions d'une EDs donnée.
Dans certainsas aupent localises plusprecisement
ces combes dans des combes deniveaux de
certaines fonctions associées à l'EDO-

Les solutions des EDOs autonomes conserventparfois
une on plusieurs quantités. C'estponexemple le
cos de l'énergie pour les équations Issues d'un
systeme physique.



⑨ Définition Intégrale première) soient IRM un
ouvert et f :2-r une fonction de classe
C
.
Une fonction :-R de classe C'estI

M

appelée intégrale premièrede l'EDO autonome

X=f(x) si pontante solution X de l'EDO,
and [EXCH)]=0- i.e Est constank

le long des arbiles de l'EDO-

L'intérêt des intégrales premières est que les solutions
des EDOS auxquelles elles sontassociées sont
contenues dans leurs combes de niveaux.
Pou cER on note :

En= (yt m (E(x) = c)
la comba de niveauc de la fonction E

j 1: Soient eCIR
M

Proposition un ouvertetf : -how
-

fonction de classe c
.
SoientteretE.

n'il existe une intégrale première EinstSupposons &
pou l'Eco X=f(x) .

Alon
, par tanke solutionI(,X) de X=f(x) avec X(to) = No Can suppose toEF),

laProjectoire de,X) estcontenue dans la combe de
niveau Elto) de E -



⑩
D: And : *El, ELX(H)

=ELXIt)) = Elt)
.

Donc 24H He]CE
D

Précisons un point devocabulaire.

Definition : LaKrajectoie d'une solution maximale I,(4)
de X= f(x) est l'ensemble : SXCH)(1)

Sianse dome %Es , an appelle orbite de
l'EDO X=f(x) passant por to la Projectoire
de l'unique solution maximale passantpar to
Conseplace bien entendu dans les hypothèses deChl.

Onpent préciser la proposition précédente
ilseknouve qu'en fort les trajectoires des
solutions maximales sontexactement les

composantes connexes des combes deniveaude
E
-

Exemple 1 : ↳ pendule simple.
Rappelons que si

8
.

alos : O"two simp =o(P) Gil ·
m

avec co , fréquence(5)



Enmultipliant par8 an remanque que :
⑪

0 = 80"+ Qu sino= 18wi coI
Donc
,
enposantv =canc :

(p) 8'twsind =o (p)
3

J -23sinO

et E =
1 -IR estune intégrale
(01) to 10coco

première pour IN.

Les trajectoires des solutions maximales de (P')
sont incluses dans les combes de niveaux de E.

Tracé du graphe de E restreintà Ent
,
i]XIR :



Lignes de niveaude E
⑳

↑
Téquilibr ↑ I
% - Tams

oscillations
"Standards" équilibre I complets.

instable

trajectoires des solutions maximales de (P"(

En s'intéresse au problèmede Canchy :
((p) E 8"+wisP /posimoJ

< 0(0)=8d0'(0)=0 (8)()= (80)Soit (Ja,b[, (8) la solution maximale.



ann alor : ICGIR,
⑬ Fab E(0 ,04)= (0)

-
-wi Oct =C

En +=o
,
celadame : 10

-
-=8 =

i.e.
Cv. cas00

Puis :
Heir

, 1(0)WitcospotsOl)Es
soit : 18(H))1200

etC'est bomée. bsande que b+0.supposonspor l'a
se vient alor

, por
les accroissements finis '

fte]
,
b[
,
(OCH = O(b)/1 sup 10s)) It-b)

SE]pb[
- za, It

-b)
et 0 est bomée sur 20

,
b[

-

D'on () seraitbonne
sur20,bl . Por le corollaire du théorème de sortie de
tout compact, b=+2 .

Contradiction ! Donc b= +8·
Demême a= +&.

Donc les solutions de (P) on (P) sont
globales !
on peut e plus précis àparticle :
FEIR

, 1(0H) = wo(sPCH-cs)
D'où emparticulier :HEIR, cospect, cast
ce qui implique : FREE,HER, OHE) IT,GEET



Porpériodicité de 8 : HEIR , (4) E80,8
⑰4 soitencou : HER, 18C110

D'on : Fer
,
10(118, et 10/120.

cela permet d'étudier la linéarisation de l'équation-
On considère les deux problèmes de Canchy
x" +w SIMx =O y"twy=(p)(xc

=0
. ,
20=0 Ro)[ y() = Gy0)=

Posons X=M) et=(
Alas :==inn) =(X-
et :
Y =(y) = (w() =(5)

Soit2 = X-Y

Alon : 2 = X1 y'= (2) X - (wo)X -wisina
I

= (8)2 - w-simu)
D'où
#tr

,
2( =2) +6 1000)2(sas - Si (sennssas

On ana:EIR
,
In-simuH)/&B

Alors

For
, 112h114IIII12(s)/Ids+

Pour Ko
,
trow estcroissant etparum



⑮
lemme de Snonwall adapté, 5111)/Il &s

+30
,
112IlSt e
↳ trax(6

De même avec +50 et finalement:
Fer

,
112CHIl doumaxu

Ainsi, plus O estpetit plus to finonisation est
Valide sur un intervalle de Temps long .

(d). Jeu Jin
et :() (y) = in (4)
ouenlot icon

c Yo ix .

et (01)() =-in)
[[

( y=- idyx
Donc : Pelius

(ind(t)
: (1)(

18 -en ti)!/
Alas : etw)Le)(
et /leGo)lin-iro(IIIIn
14+ mar (5,
max(



Exemple ?: Equation de Neuton : an considère l'équation⑯
((x" +f(x) =0

on f :Frit est localement lipschitzienne surI
intervalle anvertmen vide deV.
L'équation dupendule entre dans celt catégorie
plus longe d'équations
supposons porexemple que 06K. Soit Fla
primitive de f qui s'annuleen 8 :
+61

,
F(t) =ftf(sids.

Alos en multipliant (N) por se on obtient:
ft6E

,
2(tu (4) +x(t) f(u(+)=

+[bk() + F(x(t)] = 0

Ainsi
,
E
.Rom y2 + F(u)

estume

intégrale première de (N).

Si on suppose f impaire sur 1= 1-a ,a [et
positive sur co

,[ (ponexemple , sin aveca=it)
enpeutmanker , comme dans le cas du pendule

simple, que les solutions maximales de CN)
sank globales



Exemple3 : Systèmes homiltaniens
D

fi soit e unonvent de IRM eff :
r wirco

s'il existe une fonction 16 :-or de classec
telleque , posant X =1) erm on sit

f(x) = (0p) , andit que le syskeme différentle
X=f(x) est hamiltonnen

Le Système X =f(x) s'écrit:

d== pami,
(Equations d'Hamilton)

Por exemple , l'ascillateur hamonique"ti
est hamiltonien : S2(qp)= 1 p+w

9
Pour beaucoup de système physique, l'hamiltonien
A n'est autre que l'énergie totale du systme
Pour espédem deSchöniger Ic :

H(g ,p)=mp + V(q)
Proposition : Si X=f/x) est hamiltonien , tant homiltonien

16 estune intégrale première.



Di On a :

⑪ [H(X(H]=(a ,p)
=>&gH(p , p) ,q(+&pH(a ,pl ,p)
=(dq(p,q) ,Gp(p,q))- (GpH(p,q) ,0916(p,9))
=0

D

Une classe importante de systmes hamiltonisms
est donnée par les Systèmes différentiels détivant
d'un gradient : q==VV(q)
·permet (V(q) = (0pV(p) , ..., &amV(p)

En posant p= ,
on obtient:

q =pi et pi =-GqV(p)
soit di et d
on H(p , p) =1Y

-



⑪ Systèmes autonomes dans leplan :
On considère f :

-Cir-R declasse
et on regarde le systeme differentielautonome :
(6) X=f(x)() F+En, (u(+) = f(x(t),y(t)

y/(+)= fe(x(+),y(t)
En chague point by deplan, breckem

tangent aux combes intégrales de (E) estdomépon
breckem (816/y)) . On peut alor régioner lefe my

plan R suivant les signes de fr et de Je :
1

1120 ,80 1160 ,800 To,80 Sho,10
Par exemple , pou te Système :

x' y
=
x

/
aide descombesau régionne le plan àfEy' = x- +y=1'3m,y)zm(f(x,y)=03et ((y)+myJmyl=03

v
*

A A



⑳ Cela donne une première idée de l'allie des
combes intégrales-

Exemple de
Lotka-Volkena :

Geneen
&

&

*

*

les "porkent"
leforme .

A Certains points jouent un role particulie :
les points singuliers sontaux ou 51M, 1 50

En ces points iln'y a pas de tangente S(a,y)=0

aux combes intégrales. Pou étudier l'allure
des combes intégrales an verisinage d'un
point singulier l'idée estde linéariser f
et d'étudier les combes intégrales du
systeme liémisé.
soit (,p)Er, f(, ye) =10,0.).

On a alors
, puisque festc1:

f((,y))= (0,0) +D(
,y)f((,y)) +o ((((,y)))



⑪ Comme le système est autonome, Pliyaf
estune malice 2x- constante nat

.-

anétudie alors le système linéarisé

(Y =AY

① &

⑤ ⑪

⑤ ⑥



De En général , lorsque le pointsingulier est "hyperbolique
(cas"G" ) l'allure des Projectoiresd
Syskeme (E)estproche de celles de systeme
liméonisé (E) · Lorsque le pointsingulier est
elliptique 10 -" -*") on me saitpas
si les trajectoires de CE) ressemblenton man ocelles de (Les) anvoisinage dupoint singulier
au peut enfin s'aider des combes de niveaux
d'une éventuelle intégrale première pourcompléter
l'allure des trajectoires.


