
① Chapika1 : Fonctions dérivables de la variableAcomplexe
-

Dans toule la suite, e Ce désigne un
ouvert de C.

I
.

Fonctions &-dérivables

..Defi Soient zo eve et f :2-
In dif ve fest K-dérivable en zo9
lorsque la limite suivante existe etest finie :

lim f(z) - f(g) .
8030

3 -20
3 fr21530]

On la note alors f'(zo
Formellement, on retrouve la définition

de la désivabilité pour les fonctions de la
-Variablenelle I les propriétés élémentaires

des fonctions désivables servant donc conservées

Tankefois l'existence de la limite du
Taux de variation dans estplus difficile
à doken en pratique que sur ir est
existence impliques donc des propriétés
(beaucoup) plus forts pour les fonctionsE-dérivables -



⑳ Toutd'abord
,
on constate que firse

est e-dérivable en zoet ssi
Tate

,
the

, z +htt
f(3+h)= f(z) +ah + hECh)

avec ECh) -0.
hot

Propretés : soient f , g :24 ,zoecet
JEK-Ona :

I) Si festD-dérivable en so, elle estcenzo
(2) Si fetg sont -désivablesen30,
Jf , Sty et fg sont dérivablesen
zo et:

(f)'(0)=bf'(zo) , (f+g) ()=fiz+()
(fg) ' (z) = f'()g(z) +f(z)y/(z0)j

(3) Si fest -désivable es zoetsiftz
alors test -détivable en set:

#(p) =-



③ Les preuves de ces propriétés sant
en tout point identiques àcelle dans le
Cas des fonctions dérivables de la variable
selle.

Exemples : (1) Les polynômes sont
désivable en tant zoEK2

Eneffet ztoz lest :
Im 3303
373

et en endéduit le con d'une fonctions
polynomnale quelconquepese en

appliquant la propriete (a).
&- Q

Post grozn an peutforie le calcul
"à bmain"

+ze ,zz = (y =z)(y
*
+zz - + z

*1)
Age

D'où pom 37 30:

zn-z=53
2) Les fractions nationnelles zto P2

sontK-dérivablessur l'ouvert (152EPP()=03



⑪
Il suffit en effet d'utiliser l'exemple (1) , bo
propriétés (3) et le produitdans lapropriete
(3) -

(3) La conjugaison f : Do n'est
2to

K-dérivable en aucun zoed-
Eneffet : Fy13 ,f-
=
3-30

. Sigger , 58 = 13 373
mais si -Eil,T== 1

.53J
Donco n'admetpas de limikenzo

3- 30

(4) Les fonctions parties éelles etimaginaires
et la fonction module nesontedésivables
en aucun point.

Greffet, si z so Re(2) élatedésirableen&

en zet comme : FzE4, =Re(2) - 2

et zvoz est -détivable en tantpoint,
2t serait-dévinable en zo .Absurde!



⑤ De même pom 200 [m(z).

Pour le module
,
zo 121 Westpas

c-dérivable en o can

titol = 1 et tuto = -1

300
A 3-0 350 * 3

-0

zERt 361R

Puis an a :Voy , j= 181-5
Si zvolz) est -désirable en #0
alas 220121- leserait aussi etan
suitque zro2 l'est avec zo0.
Donc 2 wo2 serait K-détivable en zo !

(5) soit ICRMIR un intervalle ouvert . Soit f
A-dérivable en 23-I . AlasS est IR-dérivable
enco
En effet, l'existence de la limite tim f(z) -f(b)

2003 3-2implique cellade : ex EF 3fr 19763

li f(x)=f(ub) =hum (M) -Hih
sal x

-3 =
x6[15] ME=1534

-ob

I Fonctions holomorphes sur un ouverteI
Définition : f :-D est dite holomorphe Sel

si elle est -dérivable entout
point de



D Sifest holomaphe surr anwolf
sa fonction dérivée-

⑰ L'ensemble des fonctions holomorphes
sur un ouvert de ¢ estmote (J(2).

Propriétés (12), , +, x) estmei-algèbre
unitaire-

Exemples : Les fonctions polynomiles sont
dans (22) pourtant rouvert

de4 . Les fractions nationnelles
sont dans (Cr) pontante ouvert
dans (12(p) ·

-

Composition : Soient1 ,e deux envertsde
etsoient :eleg:f

vementsurholomorphes respecti -eta,
Alors JogE(6(r) et ana :
YzEn , (fogl'(z)= y(z)f'(g(z)-

Là encore
,
la démonstation est identique au cas

des fonctions de la variable véelle.



D # Relationsentre holomorphie etdifférentabilité
Comme anpentérie Tantnombre complexe
à l'aide de sapartie véelle et de sa
poutie imaginati , me fonction frsepentaussi ele vue comme une fonction
deRdans IR2 Pour les fanctrans de
deux varnables néelles

,
nous connaissanc

la notion de différentabilité . Nouscherchons donc à comprendre s'ilya
on non un lien entre
et edésivabilité.

Infférentabilité
Soit f:roD. Sizermécit
z=xetiy. onécritégalement:f=Prix

On considère : - <Irre
8 : G , y) to (P(y) ,Pay)

SoitzotiyoEr . Sif est c-désivable

en zo, pourtant heis calque sother,

()f(zth) = f(z) +hf'(z) +hE(h)
avec Ech 100

hoo



& Posons f'() = atib et h = k+il

Alors, en prenant les parties celles et
imaginaires dans (*) :

P((,y)+(k,t)) = P(z , yo)+ak-bl +oh)
o 2((,y)+(h,1) =R(, y) + al+bk +oh)
Sitencore :

P((
,4)+1,27)) =(P(e 16
,p) +C,1)

to((2)
Cela signifie que (9) est différentiable
aupoint et que:

↳(10)(9) =(3)
En particulier :

Equationale (Pi,yoCauchy-Rimmanen
=-



⑨ Réciproquement, si pets sont différentables
en 15,yo) etsi elles vérifient les équations
de Cauchy-Riemann , an peut "remonker"
les calculs précédents pour obstenir (x) et
que fest e-désivable en zo=1+ igo.
On a alors :

(3) =yalty
=( ,y)-1(,%)

auvient donc de démonter le résultatsuivant:

Proposition : Sit 2Cer , feptipiascar
↑

Alas fest holomophe sonassi
(y)20(a) est différentiablesur
etsenisforit dans les équations de
Cauchy-Riema :

·=



⑳ Holamaphie etséries entières.
Nons traitons la l'exemple fondamentalde fonctions holomorphes. Nous venons

plus tand qu'il sagitenfuitdusen
exemple &

·

Thérèse : Soit [Anz2 une série entière
de rayon de er RLO. Alassa
somme f est holomorphe SMD(a,R)
et :
#2D(

,R), (2)=m+1)ant2

D :DTontol'abord
,
anmontre que si [anz

estdesayan de au R30 alors l rajan
de cr ale [CH) m2 estégalà R.
Eneffet, soit Ry le rayon dea de
[(m+/am2 ·

Si zeD(O,R1) alor

(m+/ma/12/4) est bonée poMo. D'où :
m30

fm31
, km/ - n 10/12/

**
(2)

IMR



⑮ Ainsi (km/12/)ma estbonée et zed,R).
D'où RER .

Réciproquement, soit ~ <Retsoitse]1 , R[.
son ((x)sn),estune suiebomée et
Ces lanke(age

barréeintainement quement
emparticulier (Enskant/n"(n

,

est bonée.
Donc ~<r. Comme al estvraipant
tou 1 CR on obtient R &R

Finalement R=R
& soit ↳ ED(O,R) . Pourtant 2 EDAR),

↑

f(2)- f(2)=[2
=(2-2)(22
D'où

, pour 2720 :
Ex

f(z) -f(z) = [(n(z)
2-Zo n7



⑭ avec Intz) :=an(22t ... +2
Chaque On estCoenzo . Daplus , si on
se donne e alque 12121 < R alors
*zED(o

,
1)
, (nk))[mInin

-1

et Ekimnestar en 12R .

Don [Cn N suD(o
,
1)
,
sa

sonme estdonc coin zo etana:

2
7X

lim f(z) -f = [C(20
253 2-Zo n=1

2T =au+2
-man21*n+1) m
n=1 n=

D'où fest- désivable enzo et :
to

f(2) = [(n+1)am+12
·où le résultat D
Nous montrerons au chapit 4 que
réciproquement, tanke fonction holomorpheSM

estanalytique SM- (somme d'une Série entier) -



⑮ corollaire : Soit Sanz" me série
entrère de rayan de

cuRo et
de Somme f sur DCO, R). Alors

fest infiniment-dérivable sur
DOR) et:Fro, an= Im -

I Fonctions holomorphes classiques
Nous savons déjà que toute fonction

donnée comme la somme d'une série
entrère est holomorphe sur son disqueauvent de CV vorci quelques exemples
particuliers de Kelles fonctions -

1. L'exponentielle complexe .
↑&· Par définition exp.

an saitquele rayan de av
de [vante(Fu!

· D'où exp est holomorpho sur Det



D
F264

, (en) = e?
· Parailleurs an a : F2,E,et e2e

gui s'obtientpou :
ta

eA-sommationpar
pagnets +2 ·

- lecon (23211
estsommable

(prendre le module-
Newton M=-(2 +2) =2

· En ponticulier ere=eé=1 et
exp ne s'annule pos et=e
·Enfini

C de =et

· on remange que pou tant Terr , le1.

Eneffet: leteteitzeteite=



⑰ On peutalas définir cos etsin son IR :
it↑ER

,
cos(H := Ree et siCH) := Inceit)

Alas : coste et etsint).eet
& e ,

En désirant ces identiles d'Eules :
cos =in et Ski = co

Par ailles :

cos =1(
=

(en) !

et sit)=En
En particulier:O ,(1-E

et cos(e)(-1 en sachant

que cosla -Rele 01 = 1.

Pr leTVI (coseste) cos possède
implus petitzéro skicementpositifque



S
l'on mote to .

On pose pondéfinition:
ST:= 2t

ana alors :

Proposition : 1 . C*_ i
2e1 ssi zEti

3. expect périodique de période ciit.
4.(m,H) -(x) estun morphisme de groupesTtwoeitsurjectif , denoyaueth. En le tu de

l'isomorphisme : $1= Maz
5

exp !

(,+)-(*,X)
est un morphisme

de groupes sinjectif the noyau&Ta.

Di Qua colt)= 0 donc (sint)1- o
S

et sinto=#1 . On sin 1H =cos(to sur
10
,
61 etsig => - Doncsin),Osm3o, tot

et sink=1. D'où c'=0+ ix1 = i



⑲ Sevient: ele = i= =1 et

Citeit1-1 .

EiR giR&soit zeating avec e =1.

Ona : ele2 ) =1 d'où 250.
s reske à monter que y Ez.

&T

On écrite y= etN +yj
avecNEZ etozyocet

Alors:th iyo
11

estin je =1

Donc ed =1
. On
,
si yo Ep,Et,

anéuit et= util etcomme
U ,No et

ein-Intin)#- -Curie Hin(ni)
Donc si e%-1 alor 47v= 0

.
Mais

+vle= don Un

Mais et
=-1 #1 d'où une contradition.
-

(*)
-64+14 ==4 =-1 .

4

Donc Yo =Det y =&TN
,
NEZ



⑳ 3 Ona expleitt) =1 = exp(o) .
Puis : FZGK,

exp(etwitt)=exp2 exp(it)
-exp2 .

D'où la citt-pernodicité.
4. On saitdéjà par que le voyaient
-2

.
De plus c'estun morphisme.

Il restà verifier la sujectivité.
Soit w = U+in e$ : n + r=1.

Si U
, 030 , come o Zus1 , ilexiste

+Eco
,
4o]
,
cos(H =u

.

Puis :

Sing(H) = 1- TH) = 1-4=we
Donc si(t) = In .

Mais sim Isun

[0
,
to] done SM(H)

,0 et sin(H=N
it

i . e w = cos+isMA) =e.

Si n 10
,
030 alas -in vérifie les

conditions précédentes etin-et, ter
donc w= eil+ )

.
De même dansles

autres cas.



⑨S A nouveau
,
il ne manque que

la sinjectivité
soitweet. impose=
Por 4, :E yER, C= e'Y . De plus,
porsenjectivité de l'expréelle irs in
-E

,
Iwke? Don :

w= Iw19 = en ely =ex
+iy=22

avec 2 =acting.
D

2
.

Les fonctions Kigonamétiques
(a) Empose por 2EK :

cos(2) =eizeiz etsinzeeein
G 2j

Alas :setsn= (2m) !.

Ainsi cos etsin sont définiessiC , elles
y sont holomaphes et ces=-sin etsinos
on c les formules habituelles :



Ge # w
,
zQ
,
cos(+2)=ws (w)s(2)-SIn(W)st(z)

et sim(w+2) = shw 2 +cosw sinz.
&

:Ve
,
cas 2+ shz= 1.

De plus casetsin sont surjectives
etenparticulier leurs modules me sont
pas bomés. Eneffet siwEe, an
1cherche zee

,
costwi. e.

eizeiz
=w((97205 7-

0
&

&
Seiz

Celle équation n deux solutionset
Se non muls . On exp-* est
donc: I24/ eiz = 57

saj
Alas as (21) =W.

Enfin s etsim sontpériodiques
depériode en

(b) Comme dans le cas séel
,
anpentégalement

définir les os et sin hyperbolique.



⑬ Pa zEC impose :

Chr = et
z

et shz-e
& &

anaalors :

chz est
et : ch'z = shz et shz-chz
De plus chetsh sont est-périodiques
Mante cas réel an trouvait des amalogies entre
cos/sin et ch/sh

.
Dans le cas complexe anrévèle

qu'ilya en fait me sactive comme :
Free

, waz= chlia) , Chr=cos(iz)
sinz= -ish(iz)

,
shz=-isimliz).

Deplus si impose z=Letig 14, y ER,

cosz= ascosliy) -Sinn sinciy)
= case chy-i sim shy

etce même pom lesantes fonctions. Anendéduit
I cos21 casie ch 7simhig

=a (1+shig) +sen shy
= autshy

Dememe : (sinz1 = siic +shiy



⑪ Ainsi, cosetsin nesontpas bomiessmD !
D'ailleurs : Icos21/sim21-1+eshy-chley)

(C) Fonctions tangente et tangente hyperbolique.
Pom 2+ E

,
KEI ampose: Tom

Pom 27i(#+hTI)
,
he2
, impose :the

Les deux fonctions sont holomophes su lems
ouverts de définition et:
tamz=Hom= etHiz=1- ti=

3. Logorithme complexe
Lasemination principale du logarittie est

définie sur 41R- pon :

Fer
, Logz =(2) + i Aug 2 .

où pomz=x+iy , Angz estla
remination principale siceso

,Anctombdu loganitime : SAngz= srySO ,-Automne
si y<0, --Anctomay



⑮ Demanière équivalente onpeut aussi définit
Acsin& sin30
ge

Argz- Anacos& si y& tye
-ANOSmi

La fonction Log ainsi définie estdiscontinue
en tout point de IR-- Pon exemple: Log (2)Kand
vers en5 Hit sinKadve-3 das+ mais Log (2) Tend(+ =[RE(Emz(03
vers MS-ittsi z Kend vers -5 en restant dans
le demi-plan infériem [26C /mz <0]=K.
Pour obtent me "bone" fontrantboite,son se reeknint à CIR:
la détamination principale du logarittiecomplexe.

Propositionn : Lag est holomorphe sur CLIR- et
a pom dérivée 210

D: Notons : Log = Prip . Pouzzating , and
h 12= h(x2+y) don:

De etP



⑯ Puis pom)0y
Donc
et

Demême dans les ambres cas (yso, y (0).
Donc(P,9) vérifie les équations de Canchy-Rimam
Donc Log est holomaphe sur CIR-et:

FerLog
D

Comme est DSE auvoisinage de 1 avec
(2=1 tu)u, an
FUED(0,1) , log(tul=C

n=1m

De plus , logz concileavec son

R et ana :

Fredire
,
elogaz

Eneffet f : 2 no eleg estholomaphe sur IR.

porcomposition et:FerJ'(2)=1er f(



⑳ Alas:f(2)0 = (3)0
2e

Commeestconnexe ,L
Donc flzzz son KIR-

Por contre ana Log (exp(z)=2 quepor
-IEmz <T.

anpend aussi log 2121Flagz +Loyz
En a juste ,siECIR, EKIR. e2ECIR,

Legzue = Logzt Logz [eith

Plus généralement on peutdéfini me notion
générale de détermination du logorithme.

Definition : Soit- un ouvert duplan complexeI
anappelle dékemination a logonitme sur
touke fonction LE(J(M) Kelleque :
Free
, exp(((i)=2 .

Une kelle délemination n'existepas tanjams. Nous
venions plustand des conditions nécessaireset suffisantes
d'existence detelles fonctions



⑨ Pon contre on atonjams:

Proposition : Toute détaminationau loganitie a pom
dérivée 20

Di expl((z)/=2 donne : explia)(12)=1

d'on : ((2)- entre
D

4. Racine carrée

Pour zECIIR-on définit:
F(2)+ exp(1loyz)

On obtient alors une détamination dela
racine comé con:

FzEKIR , (F())" = exp(logz) =
- Festine ante détermination de laracine
corée

Ana : FrecrF(z)-exp(loga)+
On : 2=exp(logz) = (exp(blogz))-
Don :Fer-

,F(z)=_


