
⑦ chapitol : Intégrales sur les cheminsetprimitives

I
. Intégrale su un chemin

· Définition (chemin) : Un chemin continuet C'pon morceaux
estme application 8 :[a,b]-04,

CSm[a
,
b] etpanlaquelle il existe une

subdivision a=<...an=b Kelle que sur

Jap,part / ~est cet la sérivée J'seprolonge
continument à [sp,p+]-

Enappelle supportdu chemin : 24 =([a,b))
Si Via) =/b) an ditque Westum lack-

Exemples : (i)X: 31 0 : 50,
10D

30
troattz-Go

(ii) 3:%-31 20,4-C
- U :

tro 3
++(3136), to,1)

332134 Set
[0
,2)&(iii) U :
troell

Ce chemin qui interviendra très souvent
ser noté c

.



& (i) Plus généralement le cercle de centre aecet
de rayon 10 estparamétré por le chemin

[0
,21-D

Car) : tro atreit

b
. Onpeutalo définir l'intégrales'un fonction

continue le long d'un chemin donné.

Ref soient f:-o et2:C1b] un chemin.
en suppose f continue sur lesupports*de
V. an pose alop :

SoftedgUch)Ul
plus précisément: (yfzkg HACHUA
Exemples :())
() Si C(2R) désigne le cercle centré
en zo et derayon R)0 poncour une

fois dans le sero Frigonamétique :

Fasz
, Sarizzo-



g Eneffet:

Street
= im

+

1im
Si nF - 1 :

joninte
eli(1 +1)t

Sin = -1 : Ge = j1dt=2π-
etScorire

c . Propriétés de l'intégrale de chemin
SoitV : [a,b) -oe

un chemin. cetCom.
1) Limité: #

,NED, Yf,ge(2)

Suf +pg)(2)sz=Jjjf(z)dz +y)zg(zd
(Trégalité Kangulaire:JE(89)
Kofkidz)supIf
et/d := (12) : Languarde



⑪ Soitence :

Kaftclf(2) ((2)
(3) changementdevariable :
-> (a

,b)[a%6'] Ging ,21 Ketcoisante
Alas Jol :[2,63-Destum chemin.

be

and
e
81ziaz=S8())Croud e

Ec(u) =Sokro(s) viecui) de culde
deculd

=Se (c) vic)
= fichiU=Suf
Donc l'intégrale de cheminest
invariante por changement de paramétragedu chemin sur lequel an intègre



⑤ d
. Bricolagesur les chemins.

11 concalénation de deux chemins
.

Soient UEbo Pet U :
Ce

deux chemins Kelsque ((b)=U.(c).
an définit alasOU : [a ,b+(d-c)v

r

VCH sit[a
,
b)pon : GOU =GUl++ c-b) site<b
,
b+(-d)

8
wa)b ↓ UG

d)(b)=V(c)
si feco (0) alas :

Sup
.
Halatz =Sfzgl

por la relation de Charles usuelle etpar
invariance por reparamétrage.



⑯ -
.
Cheminopposé .
soit 2 : [a ,b5-04

.

Le chemin

opposé à o noté - 8 au est

défini par J .

Eb,)no

+wo w(t)
ana alor:fe (29),

Sof(zlaz =
- (yf(z)dz

L'intégrale de chemin
,
comme l'integrale

de Riemann
,
estime intégrale crientée

3. Multi-chemins
Un multi-chemin estun union fause

de chemins U 1-- Un que l'an not

M=V + - --+On

⑮ Saffiche
Reg onwoke U-Ve+13 platatqueUti



⑦
exemple qui combine ces opérations :

C C

z
- ->De

& &

13 B A
S B

201
D ESuffelds)flke . VoE

Hufzic
S B

e
.
Un cas particulier important.
On suppose que fest la dérivée d'une

fonction Fholomophe son> etquef
estCosun 1-

Soit 2 :Labor Alor :

Sy f(z7dz= F(((b)
-F((()

Eneffet : (2fkidz-S((H)(4) d

= F(UCH)CHA



⑤ = [(or)dF((b)-FI
Si WestCetCom an faitce calcul
sur chaque intervalle de la subdivision-

En particulier si Westumbat: Syfladzo.
marque:zoestdansete
Donc 3201 n'admetposde primitive holamophesi
4

. Afortiori iln'existepasdansde détamination

Ikemme deGoursat du lgorithme.

Lemme (Gomot) : Soit1 un ouvertde Cet

J: 10 holomophe.
On considère un Kiangle T=ABC dansretS

B

-Tan note et le chemin correspondant: A

Alas Soffh) dz=0 . · S

D; an considère D
,
E
,
F lesmilieux des

segments ABS , 2BC] et[CA]
an obtientalor Grangles isoméras
97 , 92 ,93 ,94 -



⑨
A

Pr
D

⑬ ·

F
93

,193
,
293
,
4

P3
P - 93,4 P4

& > C

Onc alors : ((02)= L(OT) et

Sfd=fee
De plus :

Kofdm
Soith
, ed1 ,4,3,43 KelquefichmSle
an note Tr =Pl etondivise en 4kiangles
isométiques T+ comme an l'a fait pom

T

.



Go Noton ces 4 plus petris Kanglesle
Pris ,Pla etP ,4
soit alas k1 , 4,3,43 Kelque

=Kl
On remarques que :

102)4ope
On note To= Playke
En iléranto procédé on obtient me suike
désoissantedeKangles :

PlPr,kePhys ---Pakik-
i i I

Celle que :

(i) diam (Tr) : max (w=2) = - diam (T)
w
,zeTm &

M

(ii) L(OTm) = LOT)



O (ii) (12) /342/fl
Comme les T sont des femés dans l'espaceM

complet C , por le théorème des fermés
emboites

,
ilexiste cent Kelque :

1Tn= [c] -

m3
, 1

Soit
g :
-

E
D siz =C

sto

ff() si z
y

Comme fast holomorphe sur er,gest
sund etana :

f(z) = f(c) +f()(z-c)+ g(z)(zc) -
On calcule das l'intégrale de f le lang
de &Tm :

(ffdzfzchde la

-

enhten



⑰ Ainsi :

(flac-Syt(z-edzetn
1)flk)supy()) supz-eLezEdTm

-Sup(g()! diam (m)L

contrant) =SupIg(sdam
-201Eng (L(t)
Ivient:

(Sotf1zdz)4m))find)up)
Or gestcontinue en c , g(c)=0 et 1 Tm =Ec],

m)1

doncsuply())
D'où le résultat: (o+2) de =0.

D



⑬ corollaire : soitace
,freecetf

holomophe sm 215p3 ,per. Alor :

↑TCr
,Triangle , Sofico

anapplique dinment↳laelemme de Somat

&cas : pertin commette T:
-

D P

.0
Vi

S
B A= B

Por décomposition. IodetreuG
S

emat
an
, (Spd) sup If LOPPPTSconfc sur Tcompact

Si PP-P alas LPPP)-00

Dans Sopppeflidzo et Sofz)dzo-



& Ele: A
On estramenéà faire

& -P deux fois le deuxième cas :
--

B ~ Saspber
A

42 cob :
On estramenés fosau cémoc

B S
C

D

In Existence de -primitives
On rappelle qu'une -primitive

d'une fonction f :-d est me
fonction FEI(2) Kelleque Fig.
En commence celle pontre por uno définition
topologique.



⑮ Définition : Un ouverturde 4 est ditétoile
Etoile S'ilexiske en Kelque :

S Azer, [a ,g]=Ste+-z) +e,1}2r
Navétoile

I Toutouvertconvexe estétoilé. Toutouvert

éksiléest connexepor anasdonc connexe.

Théreme : Soit in < unouventétile

Soitf : r-C continue telle que
*T triangle TCR ,Sfd
AlasI solmet me E-primitive

j soit aer tel que :Fer, Ta,z]CR.
3par

· anfixe zoend
. Soitzerl . On

pose : F(z) =Ja
, gaf(3)d3 -

insuppose z suffisamentproche de 30 pour que
↳ Kiage as so soit inclus dansz



⑯ ona :

3 30

F(g)- F(zo) =)fEldS-S
-- =(a

,yy)d5Sys
2SfdStfldS-S

[3,30]·Ses
= (f(+30+1 -+(z)(z0-z)dt

Si 3730 : F(z)
- F(z0) =jf(+zo+17+)z(dt3 -30

Comme fest co etC,Nestcompact:

5f(tz0 +(1-Hz)d+zf(tzo+H-H yo)dt=f(30)
Donc F(g)-F(zon f(go)

3-30 3530

Dan Fest holomapheetzoer,zoflzdi



⑰ corollaire : SoitCK un ouvert étilé-
soit per . Soitfe(1)et
dans (J(15p3) · Alors:↑
(i) fadmet une aprimitie
(ii) pourtantbatscr ,(fz-

Di (i) Par le corollaire du leure de
Gament,+Ce Kinangle,
Softicho .

D'où (i)
(ii) Ponci)

, froetue i-primitiveF
donc son intégrale sur s vant siY

V:Tabo
,
F(U(b))-Fircall =0

.

=Sca) D


