
⑪ Chapike Notion s'indice

I Définition etpremières propriétés
Définition : Soit Wunlacet et aE408.

En appelle indicede 2 por rapport à a le
nombre :

and(
,
a)=

Proposition : soit&un lacetat at 18=-
(1) End/8

,
a) estconstant quand a décritun

domaine inclus dans
() End (2

,
a) estconstant surtout chemin qui

ne rencontre pas V
(3) lim End(2,a) =0.
latoz

111) End (2,a) EZ.

D (1) Panne ampose : F(a)=
Alas :Flat
-Ddz) an

et f estomalytique doncholomopho sont . De plus,



8. F(a)
Er
,
la fonction natronnellezo a desprimitives

dans [15a3 , donc F(a)=- -

Donc F estune exprimitive de la fonction mille dans20
elleest donc constante sertoutouvert connexe deM=

2) Un cheminquine rencontre pas 28 estdans une
composante connexe de e Paprès (1),
l'indice estconstant son celle composante connexe.

(3) SoitRo Kelque 24CD/0, R)-
Paula/)R ana :

End(
,all

44) Supposons U: [b,c) 0&.

Alors : Endu
,
a)=

Posons pou rest, I,glut
Alas gest etadmet, sauf en un ensemble fai
depoints , une dérivée :

2-(n)g'(u) =Tu-a
Aux points de tensemble fini , g admetdes
dérivées à gauche etfondwike.



③ Person
, pom

UESb
,c] , G(u)= (V(u)-al ég(u)

Gest c'et on a sauf enmins fini de points:

G-gl
Don Gest constantes 16,c] et emparticulier,por co,

G(b) =G(c) , soit encor :

(r(b) -a) = ((c)-a)eg()
on U1b) =0(c) conest un lacet

,
donc

e-g() =1 . En en déduit que
- g(c)

estun multiple entres desiti
.e.

g(c) E eit]
.

an Ind(V
,
a)= g()E2.

D

On déduit des points (1) et (3) que End/V,a) est
mul dans la composante comexe non bomée de CIU*

# Exemples de calculs

1. au considère le lacet circulaire de centre a
et de rayan e définitpar : V =

Co,2-e,
Hei] UCH = a+1 eimt avecmoz03-

m>
-jm0

j
U tonne m fois autonde a, dans le sens direct
sim)0 et dans le sens indirectsi in 20.



⑪ Ona 28 =C(a ,1) et 120 seclivise en deux

domaines / Da , 1) et b couronne [2Ee/12-al)13.
Comme précisé précédementl'indice estnuldansla
consomme

- C comexe nonboréespuisqu'ils'agitale lacomposant
deKI0*

. Piuscomme l'indice estconstant dans chaque&

composante connexe de C10*, pour lecalculer dans
D(a, ) ilsuffitde le calculer en a.
ana :

End(5
ja)=en
ma

=. soit U :Cet]-e domépon :
* +e[,2) , w(t)=a+1(t)ei

avec ac et Co sur 50,&,m , skickement
positive etkelle que (0) =1(21T) -
Pour San définit Int(2=Surpeit)Il e

P>1(t)et Ext(2*) =Sa +pet / re,
paudier
bacon E Ent(2) et Extra)
suitdes 13 ·

a
b sontdes domaines"Parallèles -

aux côtés & Ent(24) estétoilépor
de 29
partie rapportà a

desamber
De nombreuses combes relèventale cet exemple :
cercles,ellipses , contains polyojonaux convexesonmon, Friangle!



⑤ Ou a alors par beExt(2) ,
Ind(0

,
b)=0

et sibEnt 159 ilsuffit l encore de prendre
bea . Alor :

End (V
,al

/

-cetten(t)eit

-

(h()) -m(n(a)] +ai)
1(0)

=- 1

Donc End(5
,a) =1.

# signification de l'indice.

Intuitivement
,
Endir

,al compte lemembrede
tous effectives pon 2 "ontom" de a . Ces tous

peuvent ele comptés positivement onnégativement.
soitUunbat eta EC

, ar. ankace
une demi-choke issue dea

Es 27 -

+ +
+
+ ++[ (07

+

I--



D En suppose que lo demi-dile coupe2
*
mun

nombre fini de points et qu'en chacun de cespoints,
2"Traverse" la demi-coi (pasdeademicasoit à le vecteur unitaire directemde S

etê de sorte que (i) soitdirect. A chaque
pointai de Kaversée de la demi-coile, on associe
un nombre Ej quivaut: +1sipasse des)

-1 si X passedeO

Alors Ind(V
,
a) = Est---tEn-

Plus précisément: s'it existe 2E5b,c[ Kelque
voit Can Ulalet Valfoet**(u(a))=(a)
alors pour tout ESJ,

End/U
,
U(a) +EiU'(l)= Fud(u(a)-isU'(a))+1

AvecAy : - 1

Avec Au : (1)+(1)+1
==1 !

#+7
---



① T Deux applications de l'indice.
1. Déterminations du logarittue-
Soit 2 C un domains anrappelle qu'me
détaminationon logonittue son e- estime
fonction 2

, holomophe sur r et Kelle que
Azee

, exp(2(z)) =2 .
L'existence de L implique queo Ent con
l'exponentielle ne sannule pas sur Q
L étant une simitive de une auke condition
néessaire est que :& pointant hot,
KelqueVPCR
Cela revient à dire que l'indice de Upar rapport
O estual

. Montrons que alle condition est

suffisante par avoir l'existence de 2.
Tantd'aband, si Sys pourtant lacet Udans
-alop 2201 solmetme -pinitive . Soil-
Fine Kelle e-primitive etsoit aEt
Enparticulier a70 et onpeutl'écrire a=e%
an choisit alor Folesorke que F(a)=a.
Prispan zGr ampose : F(2)

G(z) = ze-
Alas Gest holamorphe ser 12 por composition
et ana :

G(2)= éF(z) +21-1)e
F()
=0



Don G estconstante dansMet:
⑳ fz6r

,
G(z) =Gla) = ne

- f(a)
=ne

=
=al

Suitence :
Faet

,
effl=

d'où Festune détermination du logarithmes2.
Finalement:

Proposition : Soit- un domaine de 4 Kelque 0Er.
Pour qu'il existe me détermination du logonithme
son r , il fantetil suffitqu'on sit
End/2. 07=0 pour tout lacet sdans

Exemples :· & privé d'une demi-choice issue de
l'agine B

· e privéd'uncombe 20 nonbomée issuedeo.

--E
-
. Application aux domaines étoilés

soit un domaine de e étilépor rapport
à 30er .

Proposition : Pou toutlacet I dans- ettout

pointaEl ana Ind(0, a)=

Di SoitaEr . Soit D ta demi-choide

d'origine a , portée par la choite (z0a)
et quine contrentpas so



⑨

De
--
&
a
AnaiD12=d con s'ilexistait

D
z
ED12
,
on amait zeDet

[01][i etaelgo,g] iener
T

Por lapropriété(2), zwe End(V,3) est
constante sunc et por lapropriete (3)/
atteconstante estnulle

.
Exparticulie

Ind(0
,
a)=0.

D
Cettepropriété des domaines étilés signifie
qu'ils sont "simplement connexes". Nous y
reviendrons an chopike 5-
position : Su e estan domaine étoile

, par
tout contour Kangulaireet Tracédans 2,
l'interne deTestinclus dans 2.

Di &T relève de l'exemple 2. Soita E Int(OT.
Alas End/ & T, a)= 1 .70. Donc on nepeut
pas aron at i. e . Et . D


