
① Chapile4 : Formule de Couchy locale
et applications

* Famule deCauchy pour un ouvertétoilé

Théorème : Soit t un ouvert étoilé. Saity
un locations 2 et soit fe(t().
Soit zek)2*. Ond :

(Formule de End (0
,31f(z)=Cauchy(

Di satzer fixé . Impose
&

g :
--

⑮f(z) si Sty3205s si =z
Alors g estcosme por holomoshie def
et ge(t(t(53) - Don:

Sysld =0 ()jbid=
Soitencor :

S=f()
Don : End(U3)137



& Remarque: Inutilise très souvent la formule
de Canchy pou calculer la volem def
en un point 3 EDla ,Ravec comme lact
le cercle Ca , R) de centre a et derayouR

Il parcou une fois dans le sens direct
. La

formulede canchy pour le disque" devient alors :

Fedar) , 11z)
conEnd/((ar),3)=1.

xemple1 : Calculons Son
# tis) · La fonction fis est
--ei holomaphe sur D(-2i,2) C Kis etieDi,2)

donc anpeut appliquer la formule de CanchysI E

f -i =m &sifileite
(l-2i
,
&)

Don :Sitfit&
C(-2i

,
2)

Exemple : CalculonsScoreDis
est holomophesur D , -iED(0,3) donc:

S=Siteeifi)
,e-
(i)

-

2j
+in=(e- E)



③ I Applications
1. Développement en série entière-

soit e un ouvert et felt(n).
Soit zoE etsoit RLO Kelque DCo,R) Cr
Soit V= so

,
R) le bodde D(zo,R) etsoit

27 D(z0,R) . Onaclap :

(3)
On : 0. [0,2]-

tro gotreit etonadanc :

1(3)=il a
-

O :/ =1 FED
Donc

1

1 - 3
-3.
Ret

Por convergence nonnate surtantalisque inclus dansD(z,R)
au sont intavertir somme et intégrale par obtenir :

FED(30,R) , f(z)=metReitdA



⑪ soit encore :

YzED(30r) , f(z)=) 1530
Nous pouvons résumer c calcul.

Théorème : Soit JE((2) . Alas festomalstique
sur - i.e. Fest DSE intantpointzoEt
etac :

An-car
,

J'180=ta) On
n !

-

partantRo telque Dazo,Co

Exparticulier sifect e-détivable,elle esten
fait indéfiniment désivable ! Ilmya pasde notion de
classe ch pour les fonctions holomorphes.

corollaine : Si fect(1), J'El() .

Di Si fe(t(e) , fest DSE en tantpointser
Alors J'est également DSE entantzoer
et an adéjà vu que la somme d'une série entière
est holomorphe ! D



⑤ 2. Théorème de Morera

Théorème : Soit f : rwD continue
· Alors

fE(() si pointantKangle +co,
Soff(z)dz0

Di =>C'est le Comme de Gameot.

= SiTer ,Thangle ,Sofflzide o,
das f admetime -primitive Fect(r)
et F=J . Or ladérée d'une fonction
holomaphe est holamaphe, donc je(t()/

Corollaire : soit for-I continue
(1) Si per et fer(p3) dasJE(r).
(2) Soit Dunchsike-Siff(((A) alafe(t/).

: (1) Por lecorollaire du lemme de Gomat,
si fet/a/ps) alor :FTCr ,Trangle,
(++(2) dz=0 . Por Morera, fe(t().

(2) Soit +Cr
, Thrangle .

Si anTed,
Sot fich =o pandament.
Si ANTFO impentavoin deux con.



TD -T1[
an découpe en Kris Kiangles

34
A etan applique l corollaire de-t

- T3
& Somatà is pomaron

j

# Sof
PourTetTo :4 On applique camatso in

↓.T etan fritFendeA versD

pomaron Sof
,
112) dz =0à la limite . Idempar te

Finalement Soffl=- Po Morera Jel(r)
en composantescomores D

Corollainse : Soit un ouvert/connexe)de C etsoit
fir-e contrune

.
Alors fadmet

une K-pilmitive ssi pourtant locetIdans
2 , Suffz)d =0.

D Vocalcul chapite&
5 Pom 2Kiangle on retrouve sefol(e)

porMorera. Puis- étant connexe dans
ilest connexeporones &

soitaer fixéetseit zer . Soituz um

chemin qui relie de 8- On pose
F(z) =Sf15)

Monkons que Frestépend pas du chemin qui relie
28z . SoitUunkelake chemin

. Alors



= UUzo est intact qui jointaa
D'où :

0 = (jf(5)d5 =)f(s)d5-STS
et F(y) = Jug fid
Puis
,
soit zot2 .

Monkons que Festholamorphe
en go .

Soitn)0
, D(30 ,1) CM2 . Pom

27D(g0 ,1) ana :

F(z) = Syflds +SS
& = segment
se inclus dans

O zr)fldest holomapa D(go ,1)

en appliquant lerésultat déjà obenn ser les
auvents étoilés (D(01) estétoilé (/go)
Dan Fest folomaphe et F = g.

D

3. Logoniltune etracine camé.

Proposition : Sorten un ouvertétoilé . Soitfelt()
ne s'annulantpassurr . Alors fadmet
un logaritime holomorphesm2 i.e.

=ge (12) , 28= 8.



⑱ Di Comme fE((r) , fe(r) et comme fre
samule pas, (2). Commeest étoilé

J S

J'admet une e-primitive held (4) . Once :J
(ehchjeS

ge
Comme restétoilé

,
restconnexe donc en

n
=dFO

In la notee Alas : enef eh
-a
=f .

D'où g=h-a convient D

Rej si g, est une ankr fonction holomaphe Kelle que
effet alas e918-1 et
Eyer , (81-g)(z) = sittb(z)ez

Or best donc et c.
Don :

=REZ
, g1

= p + rib.

* Cettefonction logarithme n'estpas forcément[nof.

Proposition : soit e un ouvertébiléetfesir)
quine s'annule passur . Alas faus
racine comé holomaphe dans ie
= e holomorphe dansr Eq :-= f.

Dy SortgE((t) un logonithme holomophe def
Alas 1, =2% etf=e conviemment

D



⑨ 4. Frégulikés de Canchy
& Te estremarquable que par une fonction

les dérivées sontcontrôleholomorphe I espan
la fonction.

Therme : SorteConvent. Soient fest(r)
et D1zo,1) Ce unclisque ouvert. Alors

tmSN
, (f (30)/Isupl

D: Rappelons que l'ana :

Vm-en
,13ma

>

&

- Osteitina
=Soreit)e-i(m+

+ dt

D'où :
Ausav
, (freit))lend

Sup1863T
g(((30,1)

-Son (f(z))
&



⑳ Les inégalités deCauchy ant che nombreuses
applications. Envoici quelques-unes

b: Thérime dee deWeierstraß : SoitMCK un ouvert
et (fr)mer une suie de fonctions dans (6(r)
qui uniformément sur tantcompact de1 vers
me fonction J . Alos :

(1) 8 E(6(1)
(0) pantouther, (fr) CVU sur tout
compact de t vere f(k).

D : (1) fest2 con les fu lesont et (fr)
S

CVU surtoutcompact vers f . Puissite
estun Kiangle : CVUsmotcompact

Cfzd =Sfn =0

-
=OpanGomat

PorMorera
, fE(2).

=pLapack (2) Soit KCM uncompact. On noteTai

0
= 1 drst(K ,C,⑮Es =
U 5(z,)e etcompact con
zel
K =3)(p) avec 2. KDpp)-c:

compact
(k
,a) rok+

(Soitenfin 2-Ent(1) >K .)



⑪ Somabien 1 (e Conifzek
, Dig ,placo

(Alors
,
c'estun ouvert contenant1 etalquecr

& étana:g EK, D(z,p) Cr d'on : Kr

-ztk ,5(z ,p)Kc .

SothEN
.
Por l'inégalité de Couchy :

Fek, (f)Sully
-sup-f

pon hyp
D'ot : Ilfr-1112moie .(
vers gasin K.

D
Ce résultat est tout à faitremarquable par

rapport au résultat pou les fonctions
Chan de la variableselle : Dansle cas
ch ou ne peutpas contrôles me dérivée avec
#la fonction !

2 Le théorème de Lionville

Théorème (Ironville) : Soit f:oPholomophe etbomée
Alas f est constante.

B: SifE)( onclit que festentiere



↑&

D Di Ona:zEp,fz)[anz inm=J

In applique l'inégalité de Canchy en 30
et n arbitraire - Ana:

#10
,
+men, If b))s

Pamm)
,
1 : borée

Enso
,
18tu s
n ! 10+0

donc :Fm
,
1
, an

=0 i.e - VzE, f(z)=a
B

En peutdéduire du théorème de Lionville le
théorème fondamental de l'algèbre.

Théorème (d'Alembert=Games) : Toutpolynôme complexe
non constant a me socime .

D : Soit Plztanz"un polynôme men constant,
S n=0
i
.
e
. No et au +0 . On suppose por l'absende que

Pre samule pas sur.
·na :
Age, (p(zk,Kulgin.Nam

Deb : FRJO telque si /gl], R , IPIzIK,1
con (P(z))- +o

Alors comme P ne S'annulepas, o ET(C) et



⑬ ana: Feed
,
lsk,R , 1 pizs)11.

Sur DCPR) , o co est bomée donc best
bomée su & est entière : por Lionville t estconstante
i.e- Pestconstant Contradiction etrésultat !

D

Ontamine por un résultat surle comportement asymptotique
desfonctions entrèses-

Proposition : Soitfett() to:Ren,AR)
(z13, r = (f(z)) & Cz1k

Alas J estimpolynôme de degréamplusb

D : Fr>R,nS

Si n)b :1no+y
Doi : =O sin effect
donc un polyneme de degré au plus la (integrat
decke on Taylor exacte) .

D



⑭ d
. Astomaphie sons le signe intégral

Théorème : Soit (X,%,p) unespacemest · Soit
2 Ce un arret etsoit f : XXr-C

Insuppose :
(x,z) +of(x,z)

cilfger, soffu,z) estmesmable
(ii) feex

, groffa ,g) estdans 360)
(ii) #KCr compact, ilexiste 4 EL"(K) Telle

que:Mizlexek , (fm ,3) < Uklu).
Alors :

H) F. rC

30 (+S,3) dal estholomorphe
sur

()zoE ,Fash, FMYolS,30)
13) Soit KCO2 compactetsort. 1130 telogue
KEzerld.(,K]Co · Alas :

Ezek , (FM)())]cmd

Ray Hestremarquable qu'iln'y oit anceme
hypothèse whe domination des désées !

Dj soit 1Ce compact. Sin JdK,dal
alors 10 stanabien K

,
Cr pour unkels.

Per l'inégalité de Cauchy :
Freisent ,Fren, l) sup



G Dou
:Supfa

Deplus , sof) estmesmae
Parallem sizete etsi 13-3012% i.ergelen,
andif,31 [flu,zd (zz

Don( ,30)(3-304n!

-
D'où laCVN/z suibod.Onpart donc intgres
tenneà Kerme dans (*) :

*zD(zony) -F(z)=)
,
f(x,y(ym)=f(,3)(-

Dans F admet un DSE su 51z01) d'ou Fest
holomopho Sur D(zo%) etana :

FM(go)=Sym,30
L'inégalité (3) vientalas de l'inégalitéde Canchy
pom F.

J



⑯ 5
. Prolongementandytique.

Théorème :(Prolongementanalytique) : Sont& un ouvert

connexede4 etsoit

JEH(r) . En a équivalence entre :

(1) 8 =0 So-
() 73 Er , Soit nulle sun unvorsinage dezo
(3) 720ER, FRENV , f(b)(20)

Di (1) =(2) =1) : 0k.
(3)= (2) : f DSEV(zo) et th

,an30=0.
(2)=(1) : Soit 3NEgemo,Pince et

· D'après (2) ,73.Er, zo EN donc NAP.
· Puis

,
si zEN etsi weD(z,n) , il

existe 110, D(W,)Dig , 1) c
et 81D(wind =O con festmullesur D1,1)
Dan w EN et onvientde monker que si

zEN alasD(z,1)N -
Donc Nestouvert.
dans D doncdansMcar
ronvert

· Suit (m)merENM telle que Intger ·
Alas :

Noto

AMEM , féo auV/zn) donc toutes les désivéesde

J sentmulles an Vzn) etpar Co de ces dérivées, elles
sontmilles anV(z) -



⑱
En effet: FREM ,Fren, flh(n

=> ↓

On fest DSE an V(3) donc J=O anV). Donzen
DonN est un fermédee
Nestnon vide, ouvertetfermédansse connexe,

dan N=~
.
D'où 80Su

D
Corollaire 1 : SoitM un ouvert connexede 4-

Si fety sontdans (61) et s'ilexistezen
en30 tels que :FgeD(zo,n) ,f(gl=g(z),
alas f=g.

D; an applique leprolongementanalytique à f-g.
D

corollaires : (((r), +,x) estumonneau intges.

Di Soient f,ge(62) , fagér dans2.
T

Si pon l'absurde y estman identiquementnulle,
ilexiste zoer , glzdto.
Parco

, glzo to au VIgo). Dans fr ou
Vo) . Por prolongement analytique fosur



Nous pouvons étudierplus précisément la structure de⑱ l'ensemble des zéros d'une fonction holomopho
non mulle sur un ouvert connexe.

&

Théorème (Tépsisoles): Soit+C & Un domaine et
soit fe(6(2) , from

identiquementementville. Alor2() = f
**
(103)

est un ferméde e formé de points isolés-

Di comme fest et 50]est femé dans
S

24) estfemé danse
Soit zo EZ() . Alas f(zo=0:

Come fE((r) ,fest DSE sur un disque
Gau) CM :

*(a) , f(z) =2)tr
Comme e est connexe et f estnon identiquement
nulle : =k

,
1
, f'k (30) +0.

soit alas ko= minSk((,1 et f(k)(z0)+03
Alas &( (0)70 et:B ,

(1) (30)=0.
Dans:zeDan), flgtdo
=zoble
-

:= g(z)



⑲ gainsi définie est holomorphe surD(z0 , 1).
Endéhors se ce disque ampose :

Fer)D(30,1) , g(z7bo
Alors g ((() etg(zo)=1.
Finalement:
-yer, flz= (z-zako gl

avec /SG) etg(g)=1.
Pon code g ,

ilexist 20
, VieD(zo,1),glzO-

D'où : Fzed(z0 ,115303 ,fiz)0
i
.e 30 est unpoint isoléde 24)

D

De la démonskation
, an
déduit le résultat

suivant
.

corollaire : sortr c e un ouvert connexe etfesal,
L non identiquementnulle . Si 30 Ez8),
ilexiste un unique enties↳EM etune fonction
g6(c) Kels que :

Azer , f(z)= ( -zoky(z)
an appelle lo l'onde duso zo



⑳ Application:
Pour < néel non nul , nous cherchons à déterminer les
zéros de la fonction F : (10,

13 -4

dro1
Si JER150

,
13 ena:

=m) =m) Jt[1]
Par allem

,
si F(b) =0 and J =- et

=-E eSe
a
, brod et troe du sont holomaphes sur NDD20,1)
quiest comexe. De plus ellessont égalessur -

RICo,1) (1 %0,1) qui contient despoints non
isolés.. Ces deux fonctions sont doncégales sur
6150

,
17 por prolongement analytique.

En en déduitque :
-Ya*JEI,1) , FaEe

= j = 1-1
qui est ainsi l'unique zéro de Flans (15,1).


