
A Chapilu5 : Formule de auchy globale etcalculdes résidus

# Formule de Canchy globale :
1. Cycles.

Defi Un cycle est une somme finie (formelle) de type&

↑_ MiV; elesn ; sontdans et

les2Sont des chemins fermés (Oetpm)
<
1211 .

Si
-

n= - C(a
,
11 ) +Ca ,1))

Reg: Si l'un des 2, n'estpas femé ,on pole
de chaîne-

hsupport de N estMoM Cetet

compact.
nikelongue d'un cycle ivant :emilli

Popi soit f : 2 -D Csup. Alas impose :

Spfbidg=miSuifBlo
i=1

et (Spf(dz)(M)SupIfl



⑧ Def : Para #M enpose :Ind(a):MiEnd(i)
Alas sino End(t

,
a) a les mêmes propriétés

que aroEnd (0
,
a).

2 Théorème de Cauchy global
Pam ablenin une fommle de Cauchy on
peutsoit faire des hypothèses sur l'ouvert
~ Lébilépar Cauchylocal) soit prendreI
un ouvert quelconque et écime me formule
por un cycle qui vérifie certaines hypothèses.

Thi : sat - Ce unouvantefsoit un cycle
-

dans 2 Helque :
Fatim ,

Endr
,
a)

Soit&EH) . Alas :
ci) (pfaz)dz
lit Fyerl, fr)End/zl=

Regi ana ci) (ii) avec uneprenve sumibie
à alle de Cauchy local.

exm-4

D Pau monter(ii) on pose g : Swift
j(z) sicotz



③ Puis erpose : h :
2-I

320 Sp8B ,cld

Por holomaphiesans le signe intégral
an monke que helle

soit eze (1/End(4 , 3100)
Pon hypothèse : 22 Plat etl, contrent
lacomposante comexe mon bouée de DIM

&
-, contrentan moins

& - alle région
n etFontle8 restse de

↑

⑪

Soith() =SEt
son th let , heh
eten2Ur on pose : Alzheet en
Alask /JCK) .
Deplus : Ihy3115sup
Danck estbornée . Por Lionville

,
Restconstant

et k=0.

Donc : Vzgrit, hazlSabf



⑭ 3Applications

fi r CD ouvertestditsimplement
connexe si : (i)e est connexe.

(ii) Cl-2 n'a pasde composant connexebonée

E Un ouvertétoiléest simplementconnexe.

=
-

# ↑ cametemaispassimplementcomeces simplementcomexe .b
--- --

------

Prop: Sorte simplement connexeet un cycle
dans2 . Alds :

Fzf412 ,End(m, z)=0.

D: Tankes les c. dele sontmon borées.

laine : La formule de Canchy globale est
valble sure simplement connexe sans
hypothèse sen M



⑤ Callati Soit rouvertsimplement connexe.
a Sige/6/2) fa une -priture.
by Siff(r) etfre simule pas
-geH(t), 28=f .

# singularités isolées des fonctions holomorphes.
1

.Fonctions holomophessur me couronne .
Développement en sérve de Laurent.

Défi anappelle conome de contre aet de
Ry
XRe myans Retro , ORCRCTY

b Pensemble :
ar c(a

, Ry,R) =(z(()(z-akRz]

anse dane Ry[1, <1) <Re
SoitM= - Cla,y) +C(a,1)

5
Bn1Rg

Soitge((((a, Ry ,Re)etseitzella,m



⑳ Par ↳ Sommle de Canchyglobale :
18-3
:

11

↑T
le
=0Et(((a

,ReR)
chenc les intégralesIabitaine

Donc, si Ry<1 < Ro : ne dépendentpas de 11et
anprend11

Ayemr,fly) d
La série poul je <Re et este
série entrère en de rayon deran moinso

*



① Danc
, si fe(t)(la,B) ,0 IR,Best

ampentécina '

ge(a,m ,R) ,f(z1y)(y-2)
avec pom 1EJRRT,
Ym62,/15
sés'agitd'un développementde Lamentde J
dans la cononne ((a , R ,B).

et f = cy)(--e)au raxande,Re
-1 n =0

↳[()( · -ave entrèreen desa
de cren
D'a L=f +Gare fre(t(D(,B)) et

fr(((((2 , Ry, +a))
Deplus comme fen a pas de Kenne constant,
fr(z)o1zto2

En fait atte écriture est unique.



⑧ Disi fehthe aveche(bla
,
Blethel(R)

etsih(z) alahh
(hy- ()(z)sized(a ,R)En effetsit 112)=E-h)() sizea ,me +a)

bandéfinispour ge Ca ,R,)con
f=m+h = f +j = h-f = f-2
Alas & -(4)

·
Come histo et6

11z18+1

felz)of alon hy00Iztoty Iglory
Portionville la est constant etb=0.
D'où hy=fe et he-fe

B

Réciproquement sicolza/* vérifie :

MEZ

(a) [en (2-0) a un rayan decuRm)
,j

(3) [en13-a)= auagenn20

de ou
(a) RCR..

Alf



⑨ eton pent vérifier que
Ange,=4)

pom 1EJR, Red

# Une fonction holomaphe dans une
couronne admet un unique développement
de Lament

.

2
. Types de singularités -
On étudie les fonction holimaplus dans

un disque pointe :
D'a

,
1) =D(a ,1))(a) = C(a ,0,a) .

Defi Soitaer effect((ça])andit
quea

est une singularité isolée def
Par étudier le comportementale fauvoisinage
dec Ien poma ouaus se samener nr=Da,1)
Por la section précédente , I nometun
développement de Lament dans D'Ca , 1) :

Fed(a,) ,fiz7)



⑳ Ilya das Kois possibilités :
1. Tous les en (f) sontmuls par n 20 : fse

prolonge en une fonction holomphe dans
D(01) donnéeparga
anditalo que a estune sigulniteeffaçable.
+--

a une singularité effaçableen8.E s
2 Flexiste un membre fini d'entrero négatifs
~ Kels que iny10 ie :
To,no Att2Mafl

Dans ce cas on ditque fa un pole en a etque
↳ est la multiplicité du pole :

[(ng)(z-a)M.

- un pole dmultiplicit

3 Hya une infinite d'entresnégatifss
que < (1- an ditque for me
sigulanike essentielle ena

-

i e =S In : singularitent



Poup: Soit felt(D'(a ,1)) - Alas :
(i) fa me singularité effaçable en a

Ssi festbomée an voisinage alea
cit) fa un pole Force au plus i 20

ssi (z-2)
-

nof atbomée anvoisinage
de a

,
ssi If 10+= ·

zwa

(i) Neierkaß) faue singularitéessentielle
ena ssi : to <p(u)f(d(a,p) =C

Dj Admis &

# Formule des résidus

1. Notion de résiden

Refi Sitf E((D'(a , 1)) . an appelle
résidu de fena le coefficientc-1(f)
dans son développement de Lament. In le
note Res (, al.

Ana donc : #peto,15, Resfala-S
B Sife (Da,1) , Resial -



⑭ Proposition : SifE()/Dla,1) , fadmetime
&-primitive dans D'a,1) ssi Res(f,alo

P Sifadmeture P-primitive dansDC,
1)
,
comme

(
,p) estufacet: (BE
Desalo
( Le seultenne du développement deLament

def dans D'Ca, ) qui n'admetpasde
D-primitive dans D'a

,
1) est tra.est

cuicasocié c
-+(f) . Donc sic,le,

Jadmet une K-primitive bons D'a ,1).
D

2. Pratique du calcul des résidus
A Ou se donne rcuouvert et aEr
soient Jetg dam (/r1593).
Alors; pour J,NED , por linéarité de l'intégrale :

Res1Jftg , a)=J Res (f,a) +Res(g,a)
· Puis

,
si a estim pole simple def:
Res (, a)= tim (z-a)f(z)

3wa

Eneffet si pestun polesimple de f , onaourvorshage
de a :
f(z)+(z)avec holomaphe su

le voisinage-



⑬ Don : (3-a)f(z) = c -1y) +(-asj()5c18)
zoa

⑨ Plus généralement , si f admet un pole d'archem
en a , and : 5(z)
-

8() -m +...+y)(a)
(3-a)m

Alors

((!=(-a)mf(z) = c-m(f) +3mm(3-a) t...+4 y)(z-a)m
=7

etpor identification des coefficients de la
+(z-a)mj()

série entrère de Cl :

cy) =
((m -1)(a)
(m-1))

Enpratique on calcule un dr à louche m-1 de f
ena /exposant z=atu et en frisant uDLm(enu)
et on identifie ainsi cy) an cofficient m-1
dans le DL.

⑨ Si fe avec galto , hal etha
alors fordmet un pole simple en a et ana :

(f)
D'au

Res(f ,a)



⑭ 3. Formule des résidus.

Théorème : (Fraledes résidus) : soit i cuouvet
ansuppose que :
cill ACC est fermée etformée de points isolés.
(ii) Mestuncycle dontle support * CRIA
et :Fel , And/r,y) =0

(iii) fe ((21A).
Alors :

(pf(s)d5 =eitEnd,a Refae

: On soit que End(t,) estmille suD
ponhypothèse etque End(M, o) est nulle
sur la composante connexe nonbomée derIr*

Donc SzED/End(r,z) #0] est bomé, inclus
dans une bonl contenant Mo qui est bomée

crappelons quet'estcompact doncboué)-
Mais alors

, Saea (End(,a) +03 est
formée de points isolée etbomée. Elleest
conc finie.
Donc la [End/!a) Res (,a) estune somme

at

ayant ouplus un nombre finide lames.d
Ima doncanam problème de cu
pour

cette Somme



⑮ Bj ampose: (att(Endr,al +03=(ay, -- ,83
and : FjES1, --.,b) , 71j30 ,Plai, 1j)1A=fai)

et Dai
, ej) <2148

& compose
M'=↑- End(t,di) Cai ,ti)

e r=21A
Invent appliquer le theorime de Canchyglobal a
e ,Met f
Par alo il fautdaband vérifier que :
Fzele , End(r) =0

En repide deux cas : Ecr on zES.
· Si genich : k

End(g) =End (1,3) = [End(Mai) End (Chistil,2)
- i=1 -

=0 =O conz estdans

l'hypci la nonbomée de

=O Clai ,11)quiest-

· SizeA : · siglay,..,R , came zEA,
-

&
End(1

,3) =0 por définition de [0y, --, 933-
> 3 De plus , pourtant it[1 ,-- 3 , Ind(Chisi) ,z)=0ani co Plai ,fil MA-Sai] dans Di ,1i)

b
Ran :

EndMz) =0-End(Mai)O0



⑯ · size Say,...,ab3 : k

And(p)= End(t,ap) - [End(,dil End(Chatil,ap)
i= 1

Or si ip , ana apD(a ,1;) et End(Ci,il,pe

Dan End(a : (End((i,1i),ap) = End/,ap)app,p)i=1
=-1Finalement

Ind),ap) =End(R,ap)-End(19p) =0-
Dans anpeut bienappliquer le théorème de Cauchy
globalà8 paoken

Sprf(5)d5=0
: Spif3ld=gisldis
~Res (f,di)

D'au :

Snf(s)deinEnddi) Res (, i)

witte rajanker -
=Sit Ena ResCl

↑
desemes

muls. &



D
4. Calculs d'intégrales par laméthode desrésidus

↳Sallenan ratronnelle
en deux variables telle que le dénominateua
nes'annule en aucun pointle (Cop) .
soitf : DeD définiepar:
Fe ,flzR(

Alas : Fleid)= Rasso;sino

DonFzdzcos,sae
2
ancalas por le théorème desrésidus :

GROSMO) dO =SEen
=Situ,30) Res) F,32)

=1

où [311---,3m3 est l'ensemble despoles de F dans le
disque nurke.

Nou:R,=Res(F



as Par exemple, pomas1 on peutcalculer

↳ La faction natonee

conesportante est: R(X,47at etFest
donnée pari

&F(2)=E
a+ (2-) = 2+ int +

Fadmet deux poles dans e donnés par
:

paix-iazine , bien définis con a)1.
Le seul de ces deux poles qui soitdans DC0,1)
est :pat-iatiT

&↳pole estsimple donc : 212-pat)
Res (F
,
-in+i)= lim

,
(2-p)F(z)=lim

2-pa Zupat (2-pat(2-Pa)

-patpäinsta
Ivient

siteitag
Deplus , por théorème d'holomophie sous le signe),
an Statest holomorphe son DE1,1
an saitquesi aEs1,ta[,Fa -



B Deplus CIE1
,
13-CIR-

z20 31 On peut donc poson

#en onestla déterminationprincipale
du logaritime - Sevient alors

, par prolongement
analytique , que:

-[m
connonJa

b
. Type Sal de
In considère une fraction rationnelle R= avec

f

P qui ne s'amulepas sui et dop200p-2 par
n'avoir acun problème de cv à l'infini.
P admet un nombre fini de zénes dans & que

tl'an notent 21. --- / Sim , -- , z
avec 31.---,En de partie imaginaire o et
Zm ,--- , Ep de partie imaginair 10.

M= demi-arce

· -1j 1 de centreo
etde rayant

-1 Smit
D 1

- Tz



⑳ Por la formule des résidus :

mictRyze
pour assez grand de sorte que tans les 25---,3mt
soient dam D(0

,
1) .

Qua :

ImmicheMiche
et (SpR(zsdz)[L(m)sup IRI

=Tr0()no
↑

cond'P[dop -2
Finalement:

↳Rhd =ittR
Rei on amait

-

per faire avec les Im----zo et
le demi-cercle
E

P

S
**

Ruldn = -ZittResCR,& ↑
End=-1



G temple: Invent calcula 12 da
& 12+all

On a R(X)= 1 etan cherche les vacines
1+y

+
+y4

complexes de 17xX4dontlapartie imaginaireest
skickementpositive .

Petite adve : (+y +y4)(1- 44) = 1-46
Les racines de 1-4- cont 1 etcelles de14
sont les racines 6-ièmes de l'unité :e

- 1

[1 , e*, -1,↓
D Les racines de 17XX4 de partie imaginaire
skiclement positive sont donc : etet

DonJohnit(Res(R : entres(R,
*

1On : R(z=
(3-e)(z-e*)(z-é)(z-e**)
-

(+(3e) = (z(y+1)(z-e)
-

↳-et ·
D'où :

Recr
,
eigle 1

he(e)(e
1

J =

- 1

+i (16) +i -3

Qua cussi 1 =gen
RG/ (e) (37311)/z-) we



1⑧ Don
Der
,eLe

1
=

(y- 15 -(y + is) +1) (- y+i - (- y -1)
1

=

H + is)(i53)mis
glvient:

The =MiS
*

=>citttistatis
- 12

=

c. Type I : SeteRasde avec R somspolevel

soit+o un réel etR me fraction satronnelle
sons pole Sur. Por semi-convergence onpeut
juske supposer dop [dop-1 mais si an vent

de l'intégrabilité on suppose dopop-2
ansuppose>0. < M asseg grand

pour content

F table
pollo



⑮ On aporla formule desrésidus :
1

Se eteRach) etscheresles
demi-cxl
superrem

avec lamême convention que précédemmentpar les3
Sat =)etRzeino
Alas : (1)-tesine

*
pom doPXdip-1

Deplus : FOE(,),Osmo 10

d'aetsimo-etsop
- -

des
E-- e) =0

Finalement: Satisiotoo et Fino
10

Donitchittret
sitz0 en faitclemême avec le demi-ore
inférieur (pomanoh un SMOco)



⑭ Exemple soit 60etI=Je
Parparitéana:

14=Rec)
Le seul pole de z20 dontla partie imaginaire

est o est ibetc'estun pole simple.
D'où:

F3= Re peintres il
-IR(it
-

-Le Im(iben es
Exemple : Calculonset

miquepole depan imagina strictementposte
e

est i . C'estimpôle double
eton aientre
sit ab(-1)et
Ind :

=>[ (y+i)4



⑧ =
33+il estilitz titeitzi[ (y+i)4

=
-3x(4) - 4i(i) et+itet][ 16x1

=
sevient

:+eS
=(2-Het

&

Onvient doncde calculer la transformée de Formier
de sero-
d
. Type bis:Rien , Rayantdespolessimplesrés
Soit R=EC(X) aveccp 800-1
an note 3---,3m les poles deR dans /T

S
&

Junt , ---, Gp ceuxom I- et se , --,, euxmR
S

Y 43t sassez grand

· pour que DC,1)contine
tous lesportes

et Eassez petit
pour que chaque [x:5,it)

ne contienne que le polex;



⑯ Pour simplifieron Aussite le cas d'un unique pole
sel end : T

⑮ L'idée estcelle de la
1

-et ():
por paritéetintervalle sym/8

Ona alors por la formuledesrésidus:

·RiledamRe
= et Res(Reit,

Comme dans lecas deType (Rede
Don : Feso,

Raleucht)RRe
Puis : Jrlezeit(e)s
En : Resid
[ci

,pei
conpole simple eno

Don :
jRegletteoplseig
-TROR,,

Donc :

↳ReicheiteR



⑮ Plusgénialement: l

↳Rel et-entresetz)
Exemple 1:=se
and:admini
=Em(itRes( ,0
=Xz&

Exemple : On détermine laKransformé de Formance
erta pom tso

Qua : +
At30 S

X

= eitRes( , i) titres%et

Or : Restm(i) est ti)et--

T i (i+i) ·

et Rest ,0)z= 1

Pou
:Statu du= -itetitito


