Localisation d’Anderson



Localisation d’Anderson - 1

Définition
Soit / un intervalle de R. On dit que la famille ergodique d'opérateurs
aléatoires auto-adjoints {H,, },cq a la propriété de

ou encore est

lorsque :

1. le spectre de H,, dans [ est non vide et purement ponctuel pour

P-presque tout w € €2,

2. les fonctions propres associées aux valeurs propres dans /
décroissent exponentiellement vers 0 a I'infini.

Iy




Localisation d’Anderson - 2

Definition
Soit / un intervalle de R. On dit que la famille d'opérateurs
aléatoires auto-adjoints {H,, },cq sur H est

lorsque :
(i) le spectre de H,, dans / est non vide pour P-presque tout
w € Q,

(ii) pour tout intervalle compact Iy C I et tout ¥ € H,

VYn>0, E (sup (1 + X\z)geitlelo(Hw)q/)Hz> < +o00.
teR

Cette définition est de nature dynamique et suit I'évolution des
paquets d'ondes au cours du temps. Cela nous dit que la particule

reste au voisinage de sa position initiale uniformément au cours du
temps. 2



Localisation d’Anderson - 3 - Modéle d’Anderson

e Modele d’Anderson continu : agissant sur L?(R?) par
Vw € Q, Hy= =g+ Vo + 2 > w”V(x = n)
nezd
ol V est a support dans [0,1]¢ et A > 0 est un nombre réel.

e Modele d’Anderson discret : agissant sur u € ¢?(Z9) par

VweQ, VneZd, (hot)o=— Y um+Ioup,

|m—n|=1

e Dans les deux cas w = (w{M),ca est une suite de variables
aléatoires réelles i.i.d. de loi commune v sur un espace de
probabilité complet (Q, 4, P) et (Q, 4, P) est ®,4(Q, A, P).



Localisation d’Anderson - 4

e En dimension d =1, il y a localisation partout dans le cas discret et
partout sauf sur un ensemble discret d'énergies dans le cas continu,
pour tout désordre.

e En dimension d > 2 : pour A > 0 grand, il y a localisation partout
dans le cas discret (Frohlich-Spencer '83). Il y a localisation au bas
du spectre dans le cas continu (Bourgain-Kenig '05).

e Conjectures :

d > 3 : existence d'une transition entre localisation et délocalisation
a une certaine énergie.



Modeles quasi-1d aléatoires



Modeles quasi-1d aléatoires - 1

Définition

Soit D > 1 un entier et (€,.4, P) un espace probabilisé complet.
Un est une famille
mesurable d'opérateurs agissant sur £2(Z) ® CP (modele discret)
ou L?(R) ® CP (modele continu) et indexée par (£, A4, P).

Cas discret Cas continu



Modeles quasi-1d aléatoires - 2

Type Schrédinger (discret) : agit sur £2(Z) ® CP,
Yu e #(Z)®CP, ¥n € Z, (hot)n = —(tnt1 + tn-1) + V) tn

ot (V) )necz est une suite de variables aléatoires i.i.d. prenant leurs valeurs
dans les matrices symétriques réelles ou hermitiennes.

Type Schrédinger (continu) : agit sur L*(R) ® RP,
2

A

ol Vper est un potentiel périodique sur un réseau I et V,, un potentiel aléatoire

H, = ®ID+Vper+Vw

invariant en loi par translations selon I, les deux prenant leurs valeurs dans les
matrices symétriques réelles ou hermitiennes.

Type Dirac : agit sur L*(R) ® C?°,

_d
Dw - ( ° dX®ID) ol Vper alx Vw

1
~4x ®Ip 0

avec les mémes hypothéses sur Ver et V., que le type Schrédinger continu.



Modeles quasi-unidimensionnels - 3

Type unitaire : Inclus le cas des matrices aléatoires unitaires a
bandes agissant sur ¢?(Z) @ CP, en particulier les cas des matrices
CMV, d'Anderson unitaire ou du modele de Chalker-Coddington.

Scattering zipper aléatoire (BK25%) : soit U, = V,W,, ol

5.0 D S,
Vw = ¢ S (2 oS, 9 WUJ = « 9

w

sg est I'opérateur de shift a gauche ((vp)nez — (Vat1)nez) et les
matrices S, sont unitaires dans U(2D) et de la forme

« (@)U (n o) i o
Saor = (v o) o naty,, ) (@) = (1dp — aa”)}, flaa”|| <1

H. Boumaza et A. Khouildi, Dynamical localization for random scattering zippers for random scattering zippers,

Lett. Math. Phys. 115, 64 (2025)



Critéere de localisation pour des
modeles quasi-1d de type
Schrodinger



ere de localisation - 1 - Le modeéle

On étudie des modeles désordonnés quasi-unidimensionnels
continus de type Schrodinger :

agissant sur L?(R) ® CP, ol £ > 0 est un nombre réel et (Vc,gn)),,ez;
est une suite de variables aléatoires /.i.d..

Pour tout n € Z, les fonctions x — Vu(,")(x) prennent leurs valeurs
dans les matrices symétriques réelles, sont a support dans [0, /] et
sont uniformément bornées en x, n et w.

Le potentiel aléatoire est tel que {H, },cq est {Z-ergodique.



Critére de localisation - 2 - Matrices de transfert

e Pour E € R, comportement asymptotique des solutions de :
Hou= Eu, u:R— CP

. : (T, (E))nez suite i.i.d. de matrices
dans Spp(R) telle que

(563%) = ot (23)

o . Pour E fixé, &g : Z x Q — Spp(R) défini par,
VneZ, Yw € Q,
T -0(E)--- T 0(E) si n>0
Se(nw) = Ip si n=0
(Tw(n)(E))_l"'(Tw(fl)(E))_l si n<O0
. 0 -I
Ici, avec J = (ID OD>.



Critere de localisation - 3 - Exposants de Lyapunov

e Les sont définis pour p € {1,...,2D}
par,
1
4+ o .

ol sp(+) désigne la p-ieme valeur singuliere.

e Dans notre cadre symplectique :

Vpe{1,...,D}, v5(E) =7, (E) et v2p—pt1(E) = —7p(E)-

10



Critere de localisation - 4 - Groupe de Firstenberg

Groupe de Fiirstenberg : G, = (supp pg) C Spp(R), ol pg
est la loi commune des matrices de transfert T ) (E).

Pour le type Schrodinger,

G,

HE

= (T o0(E) | w© € suppv).

Théoreme (Bougerol, Guivarch, Raugi)
Soit E € R. Si G, = Spp(R) alors v1(E) > --- > vp(E) > 0.

Théoreme (Bou09?)
Soit | C R un intervalle compact tel que X N | # () et, pour tout

Ecl, G,
localisation dynamique pour {H,,},cq dans I NXL.

2H. Boumaza, Localization for a Matrix-valued Anderson Model, Math. Phys. Anal. Geom. 12(3) (2009)

e = Spp(R). Alors il y a localisation d’Anderson et

11



Critere de localisation - 5

o Résultats précédents et autres résultats :

e Modele d'Anderson discret a valeurs scalaires : Carmona, Klein
et Martinelli (1987)

e Modele d'Anderson discret quasi-unidimensionnel : Klein,
Lacroix et Speis (1990)

e Modele d'Anderson continu a valeurs scalaires : Damanik,
Sims et Stolz (2002)

e Modele de Dirac a valeurs scalaires : Zalczer (2021)

e Modele de Dirac quasi-unidimensionnel : B. et Zalczer (2026)

e Dans le cas unitaire, les preuves existantes de localisation
(Scattering Zipper, Anderson unitaire, Chalker-Coddington) utilisent
également la positivité des exposants de Lyapunov puis appliquent
la méthode des moments fractionnaires au lieu de I'analyse
multi-échelle.

12



Critere de localisation - 6 - Schéma de preuve

Calcul de G,
algebre de Lie

. Stricte positivité des Représentation intégrale des
Grandes déviations
exposants de Lyapounov exposants de Lyapounov

i l

Estimée de décroissance L .
. R Estimée de Wegner
exponentielle initiale ’

A e

Initialisation Hérédité

Anal}fse
Multi — Echelle

|
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Etapes de la démonstration



Critére de localisation - Preuve - 1

Théoreme (Bougerol, Guivarch, Raugi
Soit E€R. Si G, est p-contractant et L,-fortement irréductible,

pour tout p € {1,...,D}, alors y1(E) > --- > ~vp(E) > 0. De
plus, les exposants de Lyapounov ont aussi la représentation
intégrale suivante :

p
> e = [ og L TP (w3,
i=1

pp (R) xP(Lp)

ou v, E est une mesure pg-invariante sur P(Lp).

14



Critére de localisation - Preuve - 2

e Résultat général de

Théoreme
Soit | un intervalle compact de R. On suppose que, pour tout

E c I, G, est p-contractant et L,-fortement irréductible, pour
tout p € {1,...,D}. Il existe alors deux réels o > 0 et C > 0 tels
que, pour p € {1,...,D} et tout E,E' € |, on ait :

e (E) — vp(E")| < C|E — E'|.

ii5)



Critére de localisation - Preuve - 3

e La densité d'états intégrée est définie, pour tout nombre réel
E, par:

1
N(E) = lim —#{\< E|Xea(HM)},

ou HO(JL) est la restriction de H,, agissant sur
L2([¢L,¢L]) ® RP avec conditions de Dirichlet aux bords.

e En utilisant une formule de Feynman-Kac on prouve que, pour

—sHb(uL)

s > 0, l'opérateur e a un noyau intégral dans

L2([—CL, ¢L]?) ® Mp(R).

e La fonction E — N(E) se réalise comme la fonction de
répartition d'une mesure borélienne n appelée la “densité
d'états”.
16



re de localisation - Preuve - 4

Soit W = C(R4,R) I'espace des fonctions continues de R dans R et pour
tout t >0 :

W — R

wo o Xe(w) = w(t)
Soit W la plus petite o-algebre sur W pour laquelle les X; sont mesurables.
Pour s,t > 0 et x,y € R on note par Ws ., la mesure de Wiener

Xt:

conditionnelle, définie sur (W, V), associée au mouvement brownien partant de
X au temps s et arrivant en y au temps t.

Soit A = [—¢L,LL] et Ta(w) = inf{t > 0, Xi(w) ¢ A}.

Théoreme

(A
Pour tout t > 0, et

)
posséde un noyau intégral donné par la formule :
Vx,y €R, vt >0, KV(x,y) =

1 ¢ lx—y[?
— w)y (W) expgq | — Vo (Xs(w)) ds | dWo xt,y(w) e” 2
o ([ xteemon e (= [ Vo0t as) aWo ey w) = F)
et K appartient & 1*(A?) @ Mp(C) pour tout t > 0.
17



Critere de localisation - Preuve - 5

e Continuité holdérienne de I'IDS.
Théoreme
La densité d’états intégrée associée a {H,,}.cq existe pour tout
E € R. De plus, si | est un intervalle compact de R tel que, pour
tout E € I, G, soit p-contractant et L,-fortement irréductible,
pour tout p € {1,..., D}, alors elle est Hélder continue sur tout
intervalle ouvert [ C I.

e On utilise la continuité holdérienne des exposants de

Lyapounov en obtenant une formule de Thouless :

E'-E
VEER, (v1+...+)(E) = —c+/R|og (‘ = D dn(E")

ou ¢ € R est indépendant de E. On utilise aussi les propriétés

de la transformée de Hilbert.

18



Critere de localisation - Preuve - 6 -

1. Les propriétés de la résolvante donne des informations sur la nature

du spectre.

2. Les propriétés de décroissance des résolvantes des opérateurs Hc(u )

permettent d'obtenir des informations sur les propriétés de la
résolvante.

3. Si on connait avec une bonne probabilité le comportement de la
résolvante dans un intervalle de taille £, on peut obtenir une
meilleure décroissance avec une meilleure probabilité pour des tailles
L~0% o>1.

4. 1l est nécessaire de pouvoir exprimer la résolvante sur un intervalle
en fonction des résolvantes sur les intervalles voisins (identité
géométrique de la résolvante).

5. On doit pouvoir contrdler le nombre de valeurs propres dans chaque
intervalle avec une bonne probabilité car s’approcher du spectre fait
“exploser” la résolvante (estimée de Wegner). 19



Analyse multi-échelle




Analyse multi-échelle - 1

On introduit des notations pour les restrictions de H,, a des
intervalles de longueur finie R non nécessairement centrés en 0.
Pour x € Z et L > 1, soit /;(x) = [x — (L, x + (L], centré en x et
de longueur 2¢L. Soit 1, ; la fonction caractéristique de /;(x) et
soit 1, la fonction caractéristique de /1(x). Pour L € 3N*, on pose
aussi,

lfff =1, -1 0 et IQL = lx,é-

Pour tout x € Z et tout L > 1, soit H'""
L2(1;(x)) © CP avec conditions de Dirichlet aux bords et, pour
E¢ o(Hf,X’L)), soit R(,X'L)(E) la résolvante de HVETY‘L) en E,
RU(JX’L)(E) = (HU(JX’L) — E)~L. Soit enfin ESH) le projecteur spectral
de HSP.

la restriction de H,, a

20



Analyse multi-échelle - 2

Definition

Soit / C R un intervalle compact. On dit que {H, }weq a la

s'il existe une constante C; telle que, étant donnés
Ll " e Netx,y,y' €Z, avec Ipn(y) C lp—o(y") C IL—2(x),
pour P-presque tout w € Q,si E€ /|, E ¢ U(HLX’L)) U a(HLgy,’L,)),

on a:

1123 RED(ENL, uvll < GIlILH RY I ENL oI 1L RED(ENLH -

La propriété (SLI) permet d'estimer comment les résolvantes
restreintes RU(JX’L)(E) varient en norme lorsque I'on passe d'un
intervalle donné a un intervalle plus long le contenant. Ce type
d'estimée est aussi appelée “Geometric Resolvent Inequality” dans

la littérature. o1



Analyse multi-échelle - 3

La propriété suivante est une estimée du nombre moyen de valeurs
(x,L)

propres de Hy .

Definition

Soit | C R un intervalle compact. On dit que {H,}.,cq a la

s'il existe une constante finie C; telle que, pour tout
X € Z et tout L € N,

PN

E (trH(E}JXvL)(/))) < Gl

22



Analyse multi-échelle - 4

E (trH (1, (H£L>))) < Cw - |I|-20L (1)

avec Cyy > 0 et |/| qui est la longueur de I'intervalle /.

E (trH (1, (H}ﬁ))) < Cw - N(I) - 20L (2)

ou N(-) est la densité d'états intégrée associée a {H,, },cqa-

23



Analyse multi-échelle - 5

Théoreme B
Soit I C R un interval compact et soit | un intervalle ouvert,

I c I, tel que, pour tout E €1, G, soit p-contractant et
L,-fortement irréductible, pour tout p € {1,...,D}.

Alors, pour tout B €]0,1] et tout k > 0, il existe Lo € N et £ >0
tels que,

f— Y

(W) P (d(E o(HD)) < e’ ) < e’
pour tout E dans | et tout L > Lg.
La preuve est basée sur la continuité holdérienne de la densité

d'états intégrée.
24



Analyse multi-échelle - 6

La derniére propriété nécessaire a faire fonctionner I'analyse
multi-échelle est d'une nature différente. Il s’agit d'une propriété
probabiliste d'indépendance d’intervalles éloignés les uns des
autres. Un évenement A € A est dit basé sur /;(x) s'il est

HU(JX’L). Etant donné

déterminé par des conditions portant sur
do > 0, on dit que /;(x) et I;/(x") sont dyg-non recouvrant si
d(/L(X), /L/(X/)) > dp.

Definition

On dit que {H, }weq a la s'il existe dy > 0 tel que
tout couple d'évenements basés sur des intervalles dp-non

recouvrant sont indépendants.

25



Analyse multi-échelle - 7

Avant de donner la définition de I'ensemble de I'analyse
multi-échelle Y piga, il nous faut une derniéere définition.

Definition

Soient v, E € R et w € Q. Pour x € Z et L € 3N*, on dit que
si E ¢ o(HSD) et

1 RED(ENL || < e,

26



Analyse multi-échelle - 8

On suppose que {H,, }weq Vérifie la propriété (IAD).
Definition

pour {H, },cq est I'ensemble des E € ¥ pour
lesquels il existe un intervalle ouvert | tel que E € [ et, étant
donnés (, 0 < (<1, etag€E (1,(‘1), il existe une échelle de
longueur Lo € 6N et un nombre réel v > 0, tels que si on pose
Liy1 =max{L € 6N | L < L}°} pour tout k € N, on ait :

P{weQ|VE €l, I(x) ou I(y) est (w,7, E’) —bon}) > 1-e Lk,

pour tout k € N et x,y € Z tels que |x — y| > Lx + dp.

27



Analyse multi-échelle - 9

Théoreme

Supposons que {H,},cq a les propriétés (IAD), (SLI), (NE) et
vérifie une estimée de Wegner (W) sur un intervalle ouvert | C R.
Etant donné v > 0, pour tout E € |, il existe un entier L,(E),
borné sur les sous-intervalles compact de I, tel que, pour

Eo € N1 donné, on a :

pour Lo € N, Lo > L,(E) et 6 >0, alors Ey € Xsa.

L'hypothése (3) est aussi connue sous le nom d’estimée de pas
initial ou encore “Initial Length Scale Estimate” (ILSE).

28



Analyse multi-échelle - 10

Soit H I'espace de Hilbert L2(R) ® CP, et soit v > 3. On définit
les espaces a poids H par :

He = L2(R, < x > dx) ® CP,

ol < x >= /14 |x|?, pour tout x € R. On définit sur H4 x H_
la forme sesquilinéaire

<, >, H_ par:

V(d, ) € Ha X Ho) < o So, = /R t6(x)B(x) dx.

Soit aussi T I'opérateur auto-adjoint sur H donné par la
multiplication par < x >2”. On rappelle que E,(.) désigne le
projecteur spectral de H,,.

29



Analyse multi-échelle - 11

On définit la propriété de “Strong Generalized Eigenfunction
Expansion”.

Definition

Soit / C R un intervalle ouvert. On dit que {H,, },cq Vérifie la
sur [ si, pour un v > %,

(i) pour P-presque tout w € Q, I'ensemble
Di(w)={¢ € D(H,)NHy | Hyp € H} est dense dans H
et est un coeur pour H,,

(i) il existe une fonction f continue et bornée sur R, strictement
positive sur o(H,) telle que :

E ((trH(T’lf(Hw)Ew(l)T’l))2) < .

30



Analyse multi-échelle - 12

Estimée pour les fonctions propres généralisées en terme de
résolvantes restreintes appelée “Eigenfunction Decay Inequality”.

Definition

Soit I C R un intervalle compact. On dit que {H,},cq a la

s'il existe une constante C; telle que, pour
P-presque tout w € €, étant donnée une valeur propre généralisée
E €1, on a pour tout x € Z et tout L € N avec E ¢ o(H, XL))

[ 1xep]]| < €/H1°utR(XL (E)1] Hlouth

31



Analyse multi-échelle - 13

On peut finalement résumer les ingrédients d'une preuve par
analyse multi-échelle de la localisation d'Anderson et dynamique :

(IAD) + (SLI) + (NE) + (W) + (ILSE) (4)
Y
(MSA) + (SGEE) + (EDI)
y

32



Estimée de Wegner - 01

Proposition

Soit | C R un intervalle compact et T un intervalle ouvert, | C I, tel que, pour
tout E € I, G, soit p-contractant et L,-fortement irréductible, pour tout
pe{l,...,D}. Alors, il existe « >0, Lo € N et C > 0 tels que, pour tout
E €l ettoute>0:
VL > Lo, P({3E' € (E—¢,E+¢),3p € D(HP) | (HP — E"¢ =0,
161l = 1 et [|¢'(—€L)|I* + [|¢'(EL)II* < €7}) < CeLe™.  (5)

33



Estimée de Wegner - 02

Soit E dans l'intérieur de /, ¢ > 0 et L € N. Pour tout k € Z, soit I; l'intervalle
2kOL + [—LL, £L] = [(2k — 1)CL, (2k 4+ 1)L] et notons HU) 1a restriction de H.,
3 L?(Ik) ® CP avec conditions aux limites de Dirichlet. On définit I'événement
Ax € A par :

Ac={w e Q| H possede une valeur propre A\ € (E — ¢, E + ¢) telle que la
fonction propre normalisée correspondante ¢, vérifie
16" (—€L)I? + |l¢' (EL)|* < €2}

Alors, comme les VO(J") sont des variables aléatoires i.i.d., et en raison de la
forme du potentiel dans H,, comme une ¢-périodisation de VY, on déduit que
P(Ax) est indépendante de k, c'est-a-dire Yk € Z, P(Ax) = P(Ao). De plus,
P(Ao) est exactement la probabilité figurant dans (5).

Soit n€ Net J, = UI__, Ik = [—(2n+ 1)€L, (2n + 1)¢L]. Soit HS" Ia
restriction de H,, a L2(Jn) ® CP avec conditions aux limites de Dirichlet. Pour
un w € Q fixé, soient ki,...,kj € {—n,...,n} distincts tels que w € Ay, pour
tout i € {1,...,j}. Soiti e {1,...,j}.
34



Estimée de Wegner - 03

On construit alors, pour chaque i € {1,...,j}, une fonction normalisée ¢; dans
D(HLJ”)), supportée dans Iy, telle que :

Vie{l,....j} |I(HS" — E)éil| < Ce, (6)

Comme ¢N>,- est supportée dans /; et que les intervalles Iy, ..., ly; sont disjoints,
(é1,. .. ,¢;) forme un ensemble orthonormal et :

Vi i, (i, HI"$) =0 = (HY &, H3y0). (7)

Le spectre de H&J”) est un ensemble discret de valeurs propres ayant
uniquement +o0o comme point d'accumulation, et donc, son nombre de valeurs
propres dans tout intervalle compact est fini. Par (6) et (7), nous pouvons
appliquer a (¢1,. .., ;) et HY") une version de I'inégalité de Temple pour
obtenir que le nombre de valeurs propres de Hf,J") dans [E — Ce, E + C¢],
comptées avec multiplicité, est au moins j. Ainsi, pour un w € Q fixé,

j=#{ke{-n....n}|we A} <#{)€[E-Ce E+Ce]| X € ap(HS)}.

85



Estimée de Wegner - 04

De plus, en appliquant la loi des grands nombres aux variables aléatoires

14_,,...,14,, on obtient que,

1

m#{ke{—n, n}}weAk}

1
241 (Mot 1) S B(la),

avec E(14,) = P(Ao). Alors, pour presque tout w € £,

P(Ao) = nhﬂm 2n+1#{k€{ n...,n}|we A}
s L dm 2n “#{N € [E—Ce, E+ Ce] | A op(HE))
— 200 lim ;#{Ae [E— Ce,E+ Ce] | A € op(HEM)}

n—-+oo 2(2n + 1)¢L
= 2UL(N(E 4 Ce) — N(E — C¢))
< 2LG(2Ce)* = GlLe”.

Cela termine la preuve.
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Estimée de pas initial - 01

F —» R¥
. F C R?? est dit lagrangien
—

s'il est orthogonal a lui-méme pour J et de dimension D.

Soit 7F : R?P — F, et soit 7} :

Proposition
On fixe un intervalle compact | C R. On suppose que pour tout E € | :

1. le groupe de Furstenberg G, est inclus dans Spp(R) ;

2. pour tout p € {1,...,D}, G, est L,-fortement irréductible.

Alors, pour tout € > 0 et tout E € |, il existe des constantes C(e, E) > 0 et
c(e, E) > 0 telles que, pour tout p € {1,..., D}, tout sous-espace lagrangien F
et tous entiers m, n,

P ({‘Wim) log s, (Tf,Z(E)) - wp(E)’ > 6}) < Cle, E)e=<BXIn=nl (g)

et

P ({‘ﬁ log sp (TfQ(E)Tr}f-> = 7,,(E)‘ > E}) < C(e, E)e(E)In—mI N

(O)



Estimée de pas initial - 02

Soit maintenant F un sous-espace lagrangien de R??. Alors

I\ (Tem(E)mi)| sup  |I(A°Tim(E))(un A=+ A wp)l|

up A= Aup€P(Lp)
ueF

[|A°Tin(E) ||, pour un certain i € P(Lp,),

puisque le supremum est atteint par compacité de P(L,).

On a également, pour tout sous-espace lagrangien F,

IN(Tem(EYTE)l| = s1(Tim(E)mE) - - sp(Tim(E)mr)-

38



Estimée de pas initial - 03

Soit les solutions ¢+ de H, P+ = Ed. satisfaisant
d_(—LL) = (,OD) et & (0L) = (,OD) . (10)

Pour tout entier n € [—L/3, L/3], toute matrice T € Mop(R) et tout
sous-espace vectoriel F ¢ R?P, on définit

Qf[T] = {1<p<D (‘ﬁ log s, (T) — 7,,(5)‘ n (11)

1 €
’€|n L] log 5, (TF) — VP(E)D = 1000}

On pose
A u D 2D . 0 D 2D
Foo={(§) lueR°} cR?® et Fo:={(%) lveR®} CR (12)
et, pour tout n € Z,
Foi= {(5) ec® | u= —¢;(4n)(¢+(en))*1v}. (13)

On remarque que, puisque les matrices de transfert appartiennent 3 Spp(R), le
sous-espace vectoriel F, est lagrangien. Enfin, on définit

Qc(n) := Q[ T (E) Q[ T (E)NQEH [T (E)NQE [ T4 (E)NQE [ T4 (E)]39
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Estimée de pas initial - 04

On note I, := 1.(0).
Proposition (ILSE pour Schrodinger)

Soit | C R un intervalle ouvert tel que, pour tout E € I, le groupe de
Furstenberg associé a {H., ¢ }wca soit p-contractant et L,-fortement
irréductible. Soit E € |. Pour tout € > 0, il existe des constantes C,c > 0 et
Lo € N telles que, pour tout L > Lo,

P ({I. est (w,yp(E) — &, E)-bon}) > 1 — Ce ‘. (15)

Lemme

Soit w € Q2 et soient x,y € I,. On suppose que d,(x) et _(x) sont
inversibles, ainsi que ®’.(x)®(x)™t — & (x)®_(x)"'. Le noyau de Green de
Hg)”EL) est donné par

Gil(E,x,y) { q‘fj(Y))(q’i(X)): (@ ()0 (x) 7 =L ()e-()7T) T six<y

)(O- () (S, ()04 () =P ()D_(x) ) six>y
(16) 40



Estimée de pas initial - 05

Notre objectif est maintenant de majorer SUP, yel, |1‘X):J'[’(x)G,“L’0(E,x,y)lix‘jL(y)|
avec une bonne probabilité.

Proposition
Sur Q¢ := Nper—1/3,0/32(n), on a, pour tout x € [—€L/3,¢L/3] et tout
y €[eL—¢, L],

|G/ (E, x,y)|| < Ce=2n(E)=e)eL. 1)

On commence par montrer que sur ., pour tout x € [—¢L/3,£L/3], la matrice
& (x) est inversible, et on estime son inverse. Cela revient a minorer sa

D-ieme valeur singuliere.

Soit n 'unique entier tel que x € [nf, (n+ 1)¢). On remarque d’abord que,
pour tout p € {1,...,2D},
sp(Tet) 2 sp(Tel)s20(T2n) = so(Tel )| Tl 77, (18)
ou la derniére égalité provient du fait que Ty, est symplectique. Or on peut
montrer qu'il existe une constante C > 0, indépendante de x et de w, telle que
|| %] < C. Par conséquent, s,(T7) > Cts,( T,
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Estimée de pas initial - 06

On dispose de la décomposition en valeurs singuliéres suivante :
Ti(E) = UzV, (19)
ou U et V sont unitaires et, puisque la matrice est symplectique, on peut écrire

>
= < + 0 avec X, = diag(si,...,sp) et x_ = diag(1/s1,...,1/sp),

0 x_
ou s; > 1 pour tout 7 € {1,...,D}. On peut écrire une décomposition par
blocsde Uet V: U= Un b et V= i Vi . On obtient alors
U U2 Vor Voo

b (x) = </D 0) (21?3) = (/D 0) T (E) <I(;> = UnXx Vio+UpX _ Va.
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Estimée de pas initial - 07

Or, d’une part, les blocs Uj; et Vj; sont de norme inférieure a 1 et, d'autre part,
sur I'événement Q.(n), on a ||X_|| < Ce~(P(E)=9L=nl On peut donc écrire

SD(¢+(X)) 2 SD(U112+ V12) — Cei(’YD(E)is)elLinl
Z SD(U11)SD(Z+)SD(V12) — Cei(’YD(E)ie)z‘Lin‘A

Comme sp(Xy) > CtelE)=IL=nl (5 |'évenement Q.(n)), il reste 3
contrdler sp(Ui1) et sp(Vi2). On peut montrer, comme dans Macera et Sodin,
que sur Q¢(n),

SD(V12) > eiél“'inl et SD(U11) > eiieuin‘. (20)

Par conséquent, sur Q.(n),

\SD(¢+(X))| > C—le(WD(E)—%)fIL—"\ _ Ce_('YD(E)_e)Z“-_”L (21)
Pour L suffisamment grand, on obtient sur €.,
201
Isp(P4 (x))| > e2E)729737 5 0, (22)

En particulier, ®,(x) est inversible.
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Estimée de pas initial - 08

On veut que ', (x)®4(x) ™ — &’ (x)®_(x) ! soit inversible. Or, on peut
montrer que

(@, ()04 ()71 — B ()0 (x) ) > e 5. (23)
On a alors,
G (E, %, y) = &+ ()(®+ () (@ ()0 ()~ — 8 ()6 () )L (24)
Enfin, on remarque que pour un tel y, on a
o= < D (2 "ol < (25)

ol C est indépendant de w et de L.

En combinant (25), (21) et (23), on obtient que sur €.

G¥(E, x,y)|| < Ce2(E)=Fe)L 2
L
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Estimée de pas initial - 09

La derniére étape consiste a estimer la probabilité de Q.. Comme la suite des
matrices de transfert de {H.,, ¢}wcq et son groupe de Furstenberg satisfont les
hypotheses de la Proposition 2 (grandes déviations), il existe des constantes
C,c > 0 telles que P(Q.(n)) < Ce=<*I"=tI. Par conséquent,

PEQ)) 21— > Cemti>1- e (27)
ne[—L/3,L/3]

ce qui démontre I'lLSE pour {H., ¢ }wea-
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