Polynome minimal

Solution de I’exercice (?77)

(a) Il suffit de vérifier que si x € E;, alors u(x) € E;, soit P;(u)(u(z)) =
u(P;(u)(z)) = 0, car u commute avec P;(u).

(b) Py et P, étant premiers entre eux, on écrit une relation de Bézout
UP,+V P, =1ouU,V sont des polynémes de R[X]. Ainsi pour tout vecteur
xde V,onax =z +x2 avec 1 = (UP;)(u)(z) et x2 = (VP2)(u)(z). En
outre on a Py(u)(z1) = (UP)(u)(x) = 0 car g,(u) est 'endomorphisme nul.
De la méme fagon on a Pj(u)(x2) = 0 de sorte que E,, = E; + Ey. Par
ailleurs si x est un élément de F1 N Eo, on a 1 = 22 = 0 et donc = = 0,
d’ou le résultat.

(¢) Le polynéme minimal ¢; de u g, divise P tandis que celui g2 de ug,
divise P;. En outre d’aprés (b), gig2 est un polynéme annulateur de u et
donc q; = P; et go = P» puisque q1q2 est divisible par le polynome minimal
qu = P1P.

Invariants de similitude

Solution de I’exercice (?77)

(a) Sur C tout endomorphisme posséde une valeur propre et donc un
vecteur propre v tel que Cv soit un sous-espace stable non réduit au vecteur
nul de sorte que par hypothése il est égal a I’espace tout entier qui est donc
de dimension 1.

Sur R, lénoncé est faux, il suffit de considérer dans R?, une matrice de
rotation d’angle 6 < .

(b) On décompose x,, qui par convention est unitaire, en produits de
facteurs irréductibles Q7" - - - Q¥ et on remarque que R; se définit comme le
produit des @); tels que v; = i.

(c) En tant que C[X]-module, V est de la forme (C[X]/(X — a1))"* &

@ (CIX]/(X — )", ou les «; sont les valeurs propres de u et v; leur
multiplicité dans le polynéme caractéristique. Avec les notations de (b), on
aR; = Hj‘alphaj:i(X — «;j). Les invariants de similitude sont de la forme
P1|P,|---|P, ou chacun des Pj est de la forme Hz‘elj(X — ;) , I; étant un
certain sous-ensemble de {1,---,7} tel que I; C Ij;1. Ainsi les éléments de
I sont répétés | fois, ceux de I3 le sont (I — 1) fois et de maniére générale
ceux de I le sont (I + 1 — j) fois. On en déduit donc que | = max;{v;} puis



que I; est I’ensemble des ¢ tels que v; > [+ 1 — j de sorte que les invariants
de similitude sont Ry, RjRj—1, RiR;_1R;—o, -+ , R+ Ry.

Solution de I’exercice (??7) On remarque tout d’abord que u posséde une
unique valeur propre car dans le cas contraire, pour A; et A2 des valeurs
propres distinctes, W = ker(u — A\ Id) et W’ = ker(u — A2Id) auraient une
intersection réduite au vecteur nul. Soit alors A I'unique valeur propre de u
(sur C, un endomorphisme posséde toujours au moins une valeur propre).
On remarque alors que ker(u — AId) est de dimension 1, car sinon pour
et x5 des vecteurs propres non colinéaires, W = Czq et W/ = Cuxy auraient
une intersection réduite au vecteur nul. On en déduit donc que u admet
un unique invariant de similitude égal a son polyndéme minimal et a son
polynéme caractéristique, soit (X — \)™.

Solution de I’exercice (?77)
Solution de I’exercice (?7)

(a) Le A-module V est clairement isomorphe & (A/(X —a))3 x (A/(X —
b))2x A/(X —c); on calcule alors les invariants de similitude via le théoréme
chinois comme dans les exercices du chapitre deux, ce qui donne: (X — a),
(X—a)(X—b)et (X—a)(X—0b)(X—c). Lamatrice étant diagonalisable, les
sous-espaces propres sont les sous-espaces caractéristiques, et le polynéme
minimal est (X — a)(X — b)(X — ¢). (b) De méme on a

Vo (A/(X = 1)) x (A/(X = 1)%)7 x (A/(X = 1)%)*x
(A/(X =2))* x A/(X = 2)° x (A/(X = 3))* x A/(X - 3)?

les invariants de similitude donnés comme d’habitude par application du
théoreme chinois sont alors

(X_1)7 (X_1)7 (X_l)v (X_1)27 (X_l)Z(X_Q)(X_3)7 (X_I)S(X_z)(X_3)7

Le polynéme minimal est le dernier invariant de similitude, soit (X —1)3(X —
2)3(X — 3)3.
Les dimensions des sous-espaces caractéristiques sont 11 pour la valeur pro-
pre 1, 8 pour la valeur propre 2 et 5 pour la valeur propre 3.

(c) La matrice étant sous forme triangulaire, on voit que les valeurs
propres sont 0,1 et a,,.

Le sous-espace propre associé a la valeur propre 0 (resp. 1) est de di-
mension supérieure ou égale a 1 (resp. n — 2). Si a, # 0,1 alors la somme



des dimensions des sous-espaces propres associés aux valeurs propres 0, 1, a,,
est n de sorte que la matrice est diagonalisable et donc

VeeA/(X)xA/(X —an) X (A)/(X — 1))"72
et les invariants de similitude sont
a(X)=(X-1), aX)=X-1, - ap2X)=(X-1DX(X —apn).

Si a, = a1 = 0, on est dans la méme situation, car le noyau de la matrice
est alors de dimension 2 parceque son rang est de maniere évidente n — 2;
les invariants de similitude sont alors:

P(X)=--=P,4y(X)=X-1,P,3=PFP,2=X(X—-1).
Dans le cas ol a, = 0 et a; non nul, on a alors
Ve AJ(X?) x (A/(X = 1))
soit

)7 Pl(X)::Pn73(X):(X_1)7 Pn72:X2(X_1)‘

Solution de l’exercice (?7) D’apres l'exercice 7?7, le nombre d’invariants
de similitude est égal a la dimension maximale des sous-espaces propres
soit donc ici 4 invariants de similitude Py, P, P3, P;. Le polynéme minimal
s’écrit sous la forme Py(X) = X*(X — 1)? d’apres I'exercice ?? appliqué
successivement aux valeurs propres 0 et 1).

La seconde question de ce méme exercice fournit immédiatement :

Pi(X)=X(X-1), Py(X)=X*X-1), P(X)=X3X-1), PyX)=X"X-1)>

Solution de I’exercice (?77)

On note n la dimension de l’espace vectoriel sur lequel agit u (n est la
somme des degrés des invariants de similitude).
On reprend lesnotations de 'exercice 7?7 : pour n > 1, on note J,, € M, (C)
la matrice nilpotente dont tous les coefficients sont nuls, sauf ceux de la
premiere sur-diagonale j; ;11 pour 1 <4 < n qui sont égaux a 1.

(a) Ici n = 1 et 'endomorphisme en question est 'identité.



(b) On a n = 2 et deux valeurs propres distinctes ; u est donc diagonalis-
able et sa matrice dans une base de diagonalisation est la matrice diagonale
diag(0,1).

(c) n =3 et 0 est la seule valeur propre et la matrice de Jordan associée
est diag(0, J2).

(d) n = 3 et 0,1 sont les valeurs propres de u. L’endomorphisme est
diagonalisable puisque le polynéome minimal est a racines simples.

(e) n = 24, les valeurs propres étant 0,1,2; La forme de Jordan est la
matrice diagonale par blocs

diag(Jo, Jo, J3, Ju, I, I, 12, I3, 212, 214 + Jy).

Solution du probléme (?7?)

(a) On remarque que la multiplicité de \; dans P’ est égale a n; — 1
de sorte que \; est une racine a l'ordre 1 de W@Of)
ce sont ces seules racines d’ou le résultat. On notera en particulier que la
connaissance des \; n’est pas nécessaire pour calculer P qui peut se calculer
via l'algorithme d’Euclide.

(b) - L’idée est d’utiliser la relation formelle (1—z)(1+z+2%+- - -+2¥) =
1 — 2" avec £ = U7IN et k tel que N¥1 = 0 soit (1 — U7IN)(1 +
UIN+ -+ (U N = I, car (UT'N)F*L = UF=INF+L car U et N
commutent entre eux; soit en multipliant & gauche par U et a droite par
UL (U-NU'+U3N+---+UFINK) =T,

- Les valeurs propres de A ne sont pas des racines de P’ et P A P’ = 1.
On considere alors une relation de Bezout UP’ + VP = 1 pour P et P’ qui
en l'appliquant & A, donne U(A)P'(A) =1 — N avec N = V(A)P(A). Or
d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, on a P"(A) = 0 pour r > max;(n;)
de sorte que NN est nilpotente et donc par application de ce qui précede
P’(A) est une matrice inversible dont I'inverse commute avec A (car c’est
un polynéme en A).

(c) Il s’agit de la méthode de Newton appliqué aux matrices, le but étant
de construire une racine de P, i.e. de trouver la partie diagonalisable de A
dans sa décomposition de Dunford. Remarquons que pour n = 0, P'(Ap)
est inversible d’apres la question précédente.

(i) Il suffit par exemple de le vérifier sur les monomes X™, soit (X +
V)™= X" 4 mY XL+ Y23, (kAm) YE-2 XMk,

(ii) I est clair d’apres (a) que pour tout 0 < k < n, Ay est un polynéme
en A. On raisonne par récurrence sur n. Pour n =0, on a P(4p) = P(A).
Supposons donc le résultat acquis jusqu’au rang k. D’apres (i), on écrit

et qu’en outre



P(Apy1) = P(Ap +Y) = P(A) + YP'(A) + Y2Q(A,Y) avec Y tel que
P(Ag) + YP'(Ar) = 0. Dapres (a) Y = P(Ar)Q(Ag) et donc P(Agiq1) est
de la forme P(A)zkHBkH pour une matrice By qui en tant que polynome
en A commute avec A.

(iii) La formule de Taylor donne P’'(A,+1)—P'(A4,) = (Apt1—A40)Q(AL)
ol Q € K[X]. Or Apy1 — A, est de la forme P(A,)Q(A,) et est donc
nilpotent et commute avec A, qui est un polynéme en A. On en déduit
alors que P’'(Ay+1) est inversible d’aprés (a).

(e) On rappelle que P"(A) = 0 pour r = max;{n;} de sorte que la sous-
suite (Ag)g>n est constante deés que 2" > r. La limite D est un polynéme
en A tel que P(D) = 0 de sorte que D est diagonalisable car elle possede un
polynoéme annulateur scindé a racines simples (dans C). Par ailleurs, pour
ntelque2” >r,onaA—D=Ay— A, = Z?;ol(Ai —Aiy1) avec A; — A
nilpotente et qui est un polynéme en A. Ainsi les A; — A;11 commutent en
eux de sorte que leur somme est nilpotente d’ou le résultat.



