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Introduction

Le theme de ce cours est de faire de la géométrie du point de vue de I'algebre. Expliquons
cette problématique dans le cas de la géométrie plane. Il y a essentiellement deux facons de
parler de géométrie.

- La premiere, la plus ancienne, est celle d’Euclide corrigée par Hilbert, et est définie axio-
matiquement ; les axiomes partent de la définition du plan comme un ensemble de points muni
de parties remarquables, les droites, avec des axiomes d’incidence et d’ordre. Il faut ensuite
quelque chose qui assure ’homogénéité du plan (cas d’égalité, existence de symétries, transi-
tivité sur les drapeaux...). Ces axiomatiques jusque la sont aussi valables pour les géométries
non euclidiennes, ce n’est que lorsqu’on introduit ’axiome des paralleles (le fameux postulat
d’Euclide) qu’elles se séparent.

- La seconde est celle qui passe par l'algebre linéaire sur le corps des réels (ou un autre).
Elle permet de définir a la fois les espaces affines, euclidiens ou non, les espaces projectifs, la
géométrie euclidienne et les autres.

Evidemment c’est cette deuxieme approche que nous allons suivre, notamment parce qu’elle
place les nombres au coeur de la géométrie et plus pragmatiquement parce que pour un public
au fait de l'algebre linéaire, elle est beaucoup plus simple & manipuler.

Depuis le programme d’Erlangen, la géométrie est intimement liée a la théorie des groupes.
Le programme d’Erlangen est la these de Felix Klein, soutenue en 1872 dans cette ville et
arrive apres ’explosion des géométries survenue dans la premiere moitié du dix-neuvieme
siecle avec la création de la géométrie projective développée par Poncelet, Pliicker et d’autres,
des géométries non euclidiennes avec Bolyai et Lobatchevski... Le principe unificateur, adopté
par Klein, est qu'une géométrie consiste pour I’essentiel en la donnée d’un ensemble X et d’un
groupe G de transformations de X, autrement dit d’un groupe opérant sur X. Les éléments de
G sont les transformations permises dans la géométrie en question et elles caractérisent cette
géométrie. Il s’agit par exemple des isométries affines pour la géométrie euclidienne plane,
ou des transformations affines pour la géométrie affine, ou encore des homographies pour la
géométrie projective. Le plus souvent X est muni de données supplémentaires, par exemple
un ensemble D de parties remarquables (les droites, les cercles ....) et les transformations de
G conservent globalement D. Les propriétés relatives a la géométrie en question (propriétés
affines, euclidiennes, projectives...) sont celles qui sont conservées dans l’action du groupe.

Par exemple le théoreme de Pappus qui n’emploie que les notions de concours et d’aligne-
ment est un théoreme projectif, tandis que Thales qui utilise des paralleles est un résultat
affine et Pythagore qui met en jeu longueurs et orthogonalité, est un théoreme euclidien.
On peut dire en quelque sorte que chaque théoreme appartient a une géométrie particuliere
dans lequel il s’énonce avec le plus de généralité et ou il se démontre avec le plus de facilité.
L’exemple du théoreme de Pascal sur I’hexagone inscrit, frere jumeau de Pappus, illustre bien
cette idée. Ce théoreme s’énonce d’abord avec un cercle et se démontre dans le cadre euclidien
en utilisant le théoreme de I’angle inscrit. Cependant il s’énonce en toute généralité pour une
conique et devient alors un théoreme projectif; dans ce cadre il se prouve tres facilement
via le birapport. Moralement c’est une fois débarrassé de la gangue des notions affines et
euclidiennes inutiles, qu’on peut dégager les ingrédients essentiels pour le prouver.

On peut aussi prendre 'exemple précédent dans l'autre sens; c’est a dire appliquer une
homographie pour transformer la conique en un cercle et le prouver dans le cadre de la
géométrie euclidienne via le théoreme de I’angle inscrit. Cela fait apparaitre une technique
trés féconde qui consiste a appliquer des transformations de la géométrie considérée pour se



ramener & une situation plus simple (par exemple transformer un triangle quelconque en un
triangle équilatéral, une conique en un cercle...) puis utiliser les outils d’une autre géométrie
a cette nouvelle configuration.

La mise en oeuvre de cette technique repose essentiellement sur une des idées développées
par Klein : toutes les géométries peuvent étre obtenues a partir de la géométrie projective et
d’une donnée supplémentaire. Le cas le plus simple est celui de la géométrie affine que 'on
récupere comme complémentaire d’une droite choisie arbitrairement et qualifiée de droite a
I'infini. Quand on est dans le plan affine, la géométrie euclidienne s’obtient en se donnant une
forme quadratique définie positive sur le plan vectoriel associé ou encore en se donnant deux
points imaginaires a l'infini : les fameux points cycliques.

Invariants d’une géométrie : comme une géométrie au sens du programme d’Erlangen est
un groupe G opérant sur un ensemble, on s’intéresse a ’action de G sur certains ensemble
construits a partir de X comme par exemple I'ensemble de ses points, de ses droites, de ses
drapeaux ou de uplets de points, droites et drapeaux. On s’intéresse alors a la transitivité de
cette action afin de transformer des figures en d’autres plus simples : ainsi 'action du groupe
affine en dimension 2 est transitive sur les triangles du plan affine. Quand cette action n’est
pas transitive, on essaie de paramétrer I’ensemble des orbites X/G.

Rappelons que deux points x, 2’ € X sont dans la méme orbite sous G et on écrit x ~g 2/,
'l existe g € G tel que 2/ = g.x et la stratégie habituelle pour décrire X/G est la suivante :

— repérer des invariants de X sous G, autrement dit on construit une application @ :

X — Y avec pour Y un espace <« numérique >, par exemple du type R™ de sorte que
deux éléments de la méme orbite ont la méme image par .
— On veut que ® soit un systéme complet d’invariants, ce qui signifie qu'on a
I’équivalence
T~ 2 & O(x) = d(2),
autrement dit deux éléments sont dans la méme orbite si et seulement si leurs invariants,
repérés par @, sont les mémes.

— Il reste enfin a préciser 'image de ®, i.e. déterminer quels sont les invariants possibles.
Pour étudier X/G, on regarde sa dimension en tant que variété algébrique ; intuitivement la
dimension d’'un objet géométrique est le nombre de parametres dont il dépend. En général
la formule dim X/G = dim X — dim G est correcte et permet de savoir par avance le nombre
d’invariants recherchés. Ainsi dans le cas ou X est ’ensemble des triangles du plan euclidien,
qui est donc de dimension 6, et G le groupe des isométries, de dimension 3, on a dim X/G = 3
et on a donc besoin de trois parametres pour décrire ce quotient qui vont étre soit les longueurs
des cotés soit les angles aux sommets et on retrouvera les cas d’isométries des triangles.

Relations entre les invariants : théorémes : dans le cas ou l'on construit un espace
d’invariants Y de dimension > dim X — dim G, I'application de parametrage ® ne peut étre
injective, autrement dit les invariants ne sont pas indépendants et il y a des relations entre eux.
Ainsi en géométrie euclidienne les longueurs des cotés d’un triangle et ses angles définissent
6 parametres liés entre eux par les relations :

— les trois formules d’Al-Kashi,

— les deux égalités de la loi des sinus

— et le fait que la somme des angles est égale a .

Comme on a trop de relations, celles-ci sont aussi liées; il y a donc des relations entre les
relations. Le coeur de la théorie des invariants consiste & formuler tout théoréeme de la
géométrie en termes de relations entre des invariants et de donner une méthode systématique



pour construire tous ses invariants et les relations entre eux. On pourrait ainsi dire que la
théorie des invariants marque la mort de la géométrie < élémentaire >, la réduisant a trouver
parmi I'infinité des théoremes qu’elle peut formuler a volonté, ceux dont I’énoncé géométrique
serait suffisamment simple et élégant.

Dans ce cours nous n’aborderons pas la théorie des invariants proprement dite ; nous nous
limiterons & certaines descriptions des quotients X/G dans le cadre de la géométrie affine
jusqu’a la géométrie hyperbolique en passant par les géométries euclidienne, inversive et
sphérique. Nous chercherons plus particulierement a mettre 'accent sur la technique dite
de changement de géométrie : plus une géométrie est pauvre plus elle aura des transforma-
tions et moins elle aura d’invariants et de relations. Ainsi partant d’un probleme géométrique,
la premiére étape sera de le considérer dans une géométrie pauvre afin de lui appliquer une
transformation le transportant dans une situation particuliere plus simple quand on le regar-
dera dans une autre géométrie plus riche; celle-ci avec ses nombreux invariants et relations
nous donnera plus d’outils pour attaquer le probleme et le résoudre.

Le lecteur trouvera ainsi certains énoncés classiques qui reviendront comme des fils rouges et
dont on donnera de multiples preuves selon qu’on les considere dans telle ou telle géométrie.
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CHAPITRE 1

GEOMETRIE AFFINE

La géométrie affine enseignée des le college nous servira de modele pour la construction
et I’étude d’une géométrie. Nous commencerons par définir ’espace puis son groupe des
transformations et enfin les invariants de la géométrie. Le groupe affine étant < gros > sa
géométrie ne produit que peu d’invariants : en dimension 1 nous retrouvons le coefficient de

proportionnalité de 3 points que I'on note habituellement de maniere abusive sous la forme
AB
AC . ] i : .
via la notion de barycentre et de coordonnées barycentriques relativement a une base affine.

Nous développons ensuite le calcul barycentrique a travers tout d’abord les classiques
théoremes de Céva, Ménélaiis, Pappus et Desargues qui tournent tous autour de la figure
centrale de la géométrie plane : le triangle. Moins classiquement, nous introduisons quelques
constructions autour d’opérations barycentriques simples.

alors que ni AB ni AC n’ont de sens. En dimension supérieure, cet invariant se généralise

Dans ce chapitre K désignera un corps commutatif éventuellement fini mais que le lecteur
pourra dans un premiere lecture supposer égal au corps R des nombres réels. On utilisera par
ailleurs les conventions suivantes sur les notations :

— les lettres rondes comme F,E,G,D--- désignerons des espaces ou des sous-espaces af-

fines ;

— les lettres capitales droites E, F, G, D --- désignerons des espaces ou sous-espaces vec-

toriels;;

— les lettres minuscules a, b, ¢, d- - - désignerons des points de I’espace affine;

— les lettres grecques «, B,y --- ainsi que z, ¥, z,t désignerons des scalaires de K

— les vecteurs d’'un espace vectoriel seront systématiquement décorés d’une fleche,

0,V

I.1. Généralités

I1.1.1. Définition d’un espace affine. —

Définition 1.1.1. — Un espace affine £ est un ensemble muni d’une action libre et transitive
d’un espace vectoriel ? La dimension de & est celle de ?

Traduisons concretement les différents termes de cette définition synthétique :

— une action : cela signifie que 'on a un morphisme de groupe ¢ de £ vers les permutations
de € qui & un vecteur o associe la permutation () de £.
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Notation I1.1.2. — Pour a € &, on note ¢()(a) sous la forme a+ .

Comme ¢ est un morphisme de groupe on a
a+(T+)=(a+U)+ 7

relation dite de Chasles;
— libre : a + W = a si et seulement si U est le vecteur nul ;

— transitive : pour tout a,b € &, il existe W € ? tel que b=a+ .
Notation 1.1.3. — Pourb=a+ 7, on écrira aussi U =b—a = ?

Remarque : un espace affine n’a pas de point remarquable, en particulier pas d’origine. Un
point a € £ étant fixé, 'application

Op:&— &
qui a b associe le vecteur % est alors une bijection de sorte que I'on peut considérer I'espace
affine £ pointé en a comme un espace vectoriel.
Remarque : réciproquement un espace vectoriel est un espace affine pointé ; ainsi pour n > 1,
R"™ est considéré comme un espace affine pointé de dimension n.
Exzemples L’ensemble des solutions de I’équation différentielle ' = y + 1 est un espace affine
sous ’espace vectoriel de I’équation homogene y' = y.

Notation I.1.4. — On notera parfois (€, FE) pour désigner un espace affine € de direction
E.

Ezxemple : espaces affines produit. Si (&;);cr est une famille quelconque de K-espaces affines,
le produit J]; ;& est un espace affine de direction [[,.; &.

Définition 1.1.5. — Un sous-ensemble F est un sous-espace affine de £ s’il est vide ou s’il
contient un point a tel que ? := ©4(F) est un sous-espace vectoriel de ? qui est appelé la
direction de F; la dimension de F est celle de F.

Notation I1.1.6. — On notera parfois (F, F) pour désigner un sous-espace affine F de di-
rection F.

Remarque : de 1’égalité F = a + ?, on peut vérifier que ? ne dépend pas du choix du point
a. En effet pour un autre point b = a + U avec U € ?, en posant F = b+ G, on a pour
T € a, b+ =a+Wetdonc ¥ =W - € ? Comme c’est vrai quelque soit 7, on en
déduit a C ? et par symétrie a =

Remarque : étant donné un sous-espace vectoriel ? de ? et un point a de &, il existe un

unique sous-espace affine dirigé par et contenant a, on le note a + F'.

Remarque : les sous-espaces affines de dimension 0 (resp. 1) sont les points (resp. les droites)
de F.

FEzemples Soient ﬁ et ? deux espaces vectoriels et soit f : ﬁ — ? une application linéaire.
Pour tout v € Im f, I'image réciproque f~!(v) est un sous-espace affine pour Ker f.

Lemme 1.1.7. — Toute intersection de sous-espaces affines est un sous-espace affine
éventuellement vide et sinon de direction l'intersection des directions des sous-espaces affines
considérés.
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Démonstration. — Si l'intersection est vide, il n’y a rien a prouver. Sinon pour a,b € (;c; i,
le vecteur % appartient a tous les F; et donc a leur intersection. Réciproquement pour a €
Micr Fi et U € Micr Fi, le point a + 7 appartient & tous les F; d’olt le résultat. O

Définition 1.1.8. — Soit S une partie de £ ; l'intersection de tous les sous-espaces affines
contenant S est le plus petit sous-espace affine contenant S, on le note < .S > et on 'appelle
le sous-espace engendré par S.

Définition 1.1.9. — Un repere affine de £ est une suite (ag, a1, - ,ay) de points de £ telle

que (apaf,- - ,apa,) est une base de & .

Remarque : un point a € £ est uniquement déterminé par des scalaires a1, -+ , ay, tels que
_ —— — . . ,

a = ag + aqapai + - - - + anapay, ; on dit que (aq,- -+, ay,) sont les coordonnées de a dans le

repeére (ag,: - ,ap).

Systéme d’équations cartésiennes d’un sous-espace affine de K". Soit £ un sous-

espace affine de K", de sorte que ? en tant que sous-espace vectoriel de K" de dimension &
admet un systeme linéaire homogene de n — k équations cartésiennes :

pi(z1,-- ,2,) =0

Prn—k(z1,-+ ,2) =0

Ainsi pour A = (ay,- -+ ,a,) un point de £, un systémes d’équations cartésiennes de & est
p1($1, T 7$n) - pl(a17 T ?an)
Pnk(T1,- s 2n) = pok(as, -, an)

Définition 1.1.10. — Soient F et G deux sous-espaces affines de £ ; on dit que
— F et G se coupent si F NG est non vide;
— F et G sont supplémentaires si £ = F & G ;
— F et G sont paralleles et on note F || G, si F = G ;
— F est faiblement parallele & G et on note F <1 G si on a ? C 8

Proposition 1.1.11. — Soient (F,F) et (G,G) des sous-espaces affines de (€, F).
1. F et G sont paralléles si et seulement s’il existe U € E tel que G = F + U et que
H={W €E: G=F+ U} est un sous-espace affine de direction F = G.

2. F est faiblement paralléle a G si et seulement si F est paralléle a un sous-espace affine
de G et qu’alors F C G ou FNG = .

Démonstration. — 1) Soit p € F et ¢ € G tels que F =p+ F et G = g+ G. Comme F et G
sont paralleles , on a F = G et donc G = p+ p§ + F = F + pg. Par ailleurs pour v, o € H,
onap+F+7 =g :p—i—F—|—7 et donc ¥ — « € F. Réciproquement pour U € H et
€F,onaptF+@+ f =p+F+ 7 =G don le résultat.
2) Soit ¢ € G alors comme F est faiblement parallele a G, K = g+ F C G est parallele a

F. O
Corollaire 1.1.12. — St F <G alors soit ils sont disjoints, soit ['un est contenu dans ’autre.
Démonstration. — S’ils ne sont pas disjoints avec ? C a alors, pour a € F NG, on a

F=at+FCG=a+3. 0
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Corollaire 1.1.13. — (Postulat des paralléles)
Par tout point a € &£, il existe une unique droite paralléle a une droite donnée et passant par
a.

Proposition 1.1.14. — Soient (F,F) et (G,G) deuzx sous-espaces affines de (£, E).
1. F et G se coupent si et seulement si p§ € F + G pour tout (p,q) € F xG.

2. E = F+G si et seulement si FNH # () pour tout sous-espace H paralléle a G et qu’alors
F NG est un sous-espace de £ de direction F'NG.

3. Si F et G sont supplémentaires alors F NG est réduit a un point.

Démonstration. — 1) Supposons F NG # ) et soit a € FNG. Pour p € F et ¢ € G, il vient
PG = alj — ap € F + G. Réciproquement, soit (p,q) € F x G, et soit (o, ¥) € F x G tels que
ﬁzﬁ—?;onaalorsp+7:q+7€}"ﬂg.

2)Si E = F+ G alors FN'H # ) pour H parallele & G d’aprés le point précédent ; le
second point en découle alors directement. Réciproquement supposons F NH # () pour tout
H parallele & G. Soient p € F et ¢ € G; pour & € E, comme F N (U +G) # 0 alors
pi+ U € F+G d’apres 1). De méme comme F NG # () alors pg € F+G et donc @ € F+G
soit £ = F 4+ @G. .

3) Si E = F ® G alors F NG est non vide et de direction F'NG = {0} d’apres ce qui
précede et donc F NG est un singleton. O

1.1.2. Applications affines. —

Définition 1.1.15. — Soient £ et F deux espaces affines; une application ¢ : £€ — F est
dite affine §’il existe une application linéaire ¢ : — ? telle que pour tout m,n € &,

6(n) = 6(m) + & ().

Remarque : pour o fixé et f une application linéaire, 'application qui & N € & associe
o(n) = ¢(o) + ?((ﬁ) est affine. En effet pour m € £ quelconque, on a ¢(n) = ¢(o) + f(om +
nﬁ) =¢(m)+ f (ﬁ) Ainsi pour définir une application affine, il suffit de connaitre sa partie
linéaire et I'image d’un point.
Remarque : I'image directe et réciproque d’un sous-espace affine par une application affine
est un sous-espace affine ; en particulier toute application affine envoie trois points alignés sur
trois points alignés.

Donnons quelques exemples d’applications affines :

— si € est un produit [[,.; & d’espaces affines, les projections p; : £ — &; sont affines.

— Les formes affines : dans ce cas F est de dimension 1 et on la note h de sorte que

h=t({x}), pour x un scalaire, est une famille d’hyperplans affines paralleles.

— Les translations : pour £ = F et 3 =1d, on a ¢(a)p(b) = Jde sorte que d’apres la
regle du parallélogramme, W = bo(b), autrement dit il existe U € ? tel que pour
tout m € £, p(m) =m + . Cest une translation de vecteur que l'on note t-;.

— Les homothéties : pour £ = F pointé en un point o, ’homothétie h(o, \) de centre o
et de rapport A est 'application linéaire définie par ¢(m) = o+ \om. On a en particulier
4 = \1d

— Les projections affines : soit V un sous-espace affine non vide de £ = F et W un
supplémentaire de 7 dans ? Pour a € V, la projection affine sur V parallelement a
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W et fixant a, est 'application affine fixant a et de partie linéaire la projection sur 7
parallelement a W.

— Les symétries affines : avec les notations ci-avant, la symétrie affine par rapport a
V parallelement a W est définie comme 'application fixant V et de partie linéaire la
symétrie par rapport a V parallelement a W.

— Affinité : soit H un hyperplan affine et B un supplémentaire de ﬁ dans E. Pour A € K,
I'affinité gy B est Papplication fixant a € H et de partie linéaire Id;z P IdB'

Remarque : de méme qu’une application linéaire est déterminée par 'image des vecteurs d’une
base, une application affine est déterminée par 'image des points d’un repere affine.

Proposition 1.1.16. — Soit (ag, - - - ,ay) un repere affine de € et soient by, - - - , by, des points
quelconques de F. Il existe alors une unique application affine ¢ telle que pour i =0, -+ ,n,
(;5(0,1) = bi.

Démonstration. — Comme (ag,--- ,a,) est un repere affine, les vecteurs aoal, pour k =
1,--- ,n, forment une base de ? Soit alors f : ? — défini par f(cﬁak) = Im pour
k =1,---,n. On pose alors ¢(m) = by + f(m) de sorte que ¢ est affine avec 3 = fet

¢(ax) = bg. Lo
En ce qui concerne I'unicité, si ¢ et ¢ étaient deux telles applications affines, alors ¢ = ¥

avec ¢(ag) = ¢(bg) et donc ¢ = 1.
O

Remarque : en particulier la seule transformation affine d’un espace de dimension n qui fixe
n + 1 points indépendants est 1’identité.

Corollaire 1.1.17. — En dimension 2, l'action du groupe affine sur les triangles non plats
(resp. sur les parallélogrammes non plats) est transitive.

Démonstration. — Un triangle non plat du plan affine en détermine une base et réciproquement ;
le résultat découle alors de la proposition précédente. En ce qui concerne les parallélogramme_s),

il suffit de remarquer qu’une application affine f conserve < les vecteurs >, i.e. si ab = cd

alors f(a)f(b) = f(c) f(d). O

En ce qui concerne les points fixes d’une application affine, citons les deux résultats suivants.

Lemme 1.1.18. — Soit ¢ une application affine possédant un point fixe a ; alors l’ensemble
des points fixes de ¢ est le sous-espace affine a + Ker( ¢ — 1d).

%
Dém@stmtion. — Soit b un point fixe de ¢; on a alors ¢(b) = ¢(a) + ¢ (%) et donc ab €
Ker( ¢ — Id) et réciproquement. O

Proposition 1.1.19. — Une a_>ppl7jcatz'on affine ¢ posséde un unique point fixe si et seulement
si 1 n’est pas valeur propre de ¢ .

Démonstration. — Si ¢ possede un unique point fixe alors d’apres le lemme précédent 1 E;est

pas valeur propre de ¢ . Réciproquement supposons que 1 n’est pas valeur propre de ¢, il
suffit alors de montrer que ¢ posséde un point fixe, il sera unique d’apres ce qui précede. Soit
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— —
a € € et comme ¢ — Id est surjective soit ¥ tel que ¢ (7) v+ ¢( )a. Posons ¢ = a + K
et calculons

6(0) = d(a) + (V) = d(a) + T +a—d(a) =a+ T =,

d’ou le résultat. O

Application : les transformations affines de partie linéaire une homothétie de rapport distincts
de 1, sont exactement les homothétiques. En effet d’apres la proposition précédente, elles
possedent un unique point fixe o et sont donc données par la formule h(m) = o + Noms.

1.1.3. Le groupe affine. — La Composee de deux applications affines ¢ et 1 est une
—
application affine telle que ¢ o) = qﬁ 1/1 Dans le cas £ = F, ¢ est bijective si et seulement

_>
si ¢ Dest auquel cas ¢! est affine avec ¢~ = (b L

Définition 1.1.20. — On note GA(E) 'ensemble des bijections affines de £ ; c’est un groupe
dit le groupe affine de £. Pour a € £, GA,(E) C GA(E) désigne le sous-ensemble des bijections
affines fixant le point a.

Proposition I.1.21. — La suite exacte courte
0 T(E) = GAE) = GL(E) = 0
est exacte.

_>
Remarque : en termes concrets cela signifie que 'application ¢ € GA(E) — ¢ € GL(?) est
surjective de noyau le sous-groupe des translations T'(€) lequel est isomorphe a

Démonstration. — La surjectivité est évidente puisque ¢ défini par ¢(m) = ¢(o) + f(om)
convient. En ce qui concerne le noyau on a déja vu qu’il s’agissait des translations, d’ou le
résultat. O

Remarque : en tant que noyau 7'(€) est un sous-groupe distingué; un calcul direct donne
¢tﬁ¢_ - t%(ﬁ)

Proposition 1.1.22. — L’ensemble HT(E) des homothéties de rapport non nul et des trans-

_)
lations de &, est un sous-groupe distingué de GA(E). 1l est formé des ¢ € GA(E) tels que ¢
est une homothétie vectorielle de rapport non nul, ou encore tels que pour toute droite D,
#(D) est une droite paralléle.

Démonstration. — L’ensemble HT'(E) est I'image réciproque du sous-groupe distingué des
homothéties vectoriel de rapport non nul, ¢’est donc un sous-groupe distingué. Par ailleurs
on a vu que toute translation et homothétie transforme une droite en une droite paralléle.

Réciproquement si ¢ transforme toute droite en une droite paralléle, alors ¢ envoie tout
vecteur sur un vecteur colinéaire ; il est alors classique d’obtenir que ¢ est une homothétie. [J

Remarque : pour a € &, le groupe GA, (&) est isomorphe a GL(?) et pour tout ¢ € GA(E),
ona¢= t—s ot ol ¢ 1= t—> o¢p € GA,(E). L’inconvénient de cette écriture est que tm

%
et ¢ ne commutent pas sauf si ap(a) € Ker(¢ — Id); ainsi il sera difficile de composer de
telles écritures. Le théoréme suivant fournit une solution partielle a ce probléeme.
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Théoréeme 1.1.283. — Soit ¢ une application affine telle que
€ = Ker(d —1d) + Im($ — 1d).

Alors ¢ s’écrit de maniere unique sous la forme t o ou ¥ admet un point fize et commute
avec la translation t.

Remarque : par le théoréme du rang la somme dans ’énoncé ci-dessus est une somme directe.

Démgbstration. —_S}oit x € & quelconque et on décompose ;Uqb(m) = Uy + w, dans ? =
Ker(¢ —1Id) +Im( ¢ —Id). Notons que 2 ne dépend pas du choix de z ; en effet pour y € &,

avec les mémes notations, on a
%
oy) — d(a) = ¢ (Th) = T +wy — Wg + 0y — 0

— —
de sorte que v_; — g appartient A Im(¢ — Id) N Ker(¢ — Id) et est donc nul. On note ce
vecteur .

Fixons alors a € £ et comme ¢ — Id est surjective car injective, soit ¢ tel que ag(a) =

v — (? — Id)(at). On a alors
co(c) = b+ ag(a) + ¢ (@) = 7.

%
On pose alors ¢ = t_— o ¢ de sorte que ¥(c) = ¢ et comme e Ker(¢ —1d), on en déduit
que ¥ et t» commutent, d’ou le résultat. ]

1.1.4. Rapport de proportionnalité et théoreme de Thalés. — Reprenons les no-
tations de 'introduction sur les systemes complets d’invariants d’un groupe agissant sur un
ensemble dans le cas ol G est le groupe affine en dimension 1. Pour X I’ensemble des couples
de points distincts, nous avons vu que l'action de GG y était transitive. En ce qui concerne
Paction de G sur I'ensemble X des triplets de points distincts, le quotient X /G est paramétré
par les scalaires distincts de 0 et 1 ; U'invariant affine associé est le rapport de proportionnalité.

Notation 1.1.24. — Le rapport de proportionnalité de 3 points a,b, c sur une droite D est le
scalaire A tels que at = \ab. On Uexprime aussi sous forme d’un quotient de mesure algébrique

ac

ab’

Remarque : d’apres ce que I'on vient de rappeler sur la transitivité de l'action de G sur les
couples de points d’une droite affine, les mesures algébriques ab et ac ne sont pas des invariants
affines.

Proposition 1.1.25. — Les orbites de action du groupe affine de dimension 1 sur [’en-
semble des triplets de points distincts d’un espace affine de dimension 1, sont en bijection

avec K — {0} wvia Uapplication qui a un tel triplet (a,b,c) associe le coefficient de proportion-

nalité .
ab

Démonstration. — 1l s’agit donc de vérifier qu’étant donnés deux triplets (a, b, ¢) et (a’, V', )
de points distincts, il existe une application affine, nécessairement unique, envoyant a,b,c

. . . ac Ve N /!
respectivement sur a’,’, ¢’ si et seulement si A = £ est égal & N = £<.
ab a’b’!

Vérifions tout d’abord que la condition est bien nécessaire : on a at = A% de sorte que par

— —
application de ¢ on a a’c’ = \a’b’ et donc A = \.
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Réciproquement si A = )/, on considere 1u_()1ue application affine ¢ qui envoie a,b sur

a’,b'. On calcule ¢(c) = (Z)()—i-(b(?)—a +Xdd =d +dV =0 O
Lemme 1.1.26. — Soient a, b, c trois points d’une droite D et h une forme affine telle que
—_0- a _ h(c)
h(a) =0; on a alors & = OR
%
Démonstration. — C’est immédiat en utilisant la linéarité de h . O

Théoréeme 1.1.27. — de Thalés

Soient H1, Ho, Hs trois hyperplans paralléles distincts d’un espace affine et D une droite non
paralléle a ces hyperplans. Pouri = 1,2,3, on note a; = DNH,;. Le rapport de proportionnalité
de a1, as, a3 ne dépend pas de la droite D considérée.

D D’
H3
a3 a3’
H2
/ a2 aZ,\
H1

E—

FIGURE 1. Théoreme de Thales

Démonstration. — 1 : soit d une équation affine de H; de sorte que H; = d—! (x;) pour z; des
scalaires. D’apres le lemme précédent Zla? = dEaz) Si D’ est une autre droite alors en notant
a; = D' NH;, on ad(a) =d(a) =0, d(ay) = d(2), d(as) = d(az) et donc d’apres le lemme
précédent L2 = ggg?), d’ou le résultat. O
ajag 3)
Démonstration. — 2 : considérons la projection affine p de £ sur D’ parallelement & H de
sorte que p(a;) = d} et donc djal = P (ara3) = P (A\a1as) = Adjah, d’ot le résultat. O
Corollaire 1.1.28. — Soient Dy et Dy deux droites sécantes en a, et D, D' deuz droites

paralléles coupant D; en a; et a distincts de a. On a alors

aal aan ai1an

7 7 :
aa]  aa;  ajay

Corollaire 1.1.29. — théoréme de Pappus
Soient a, b, ¢ trois points d’une droite D et a’, V', trois points d’une autre droite D'. Si (ab’)
est paralléle a (ba') et si (bc) est paralléle a (cb') alors (ac’) est paralléle a (ca’).
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FIGURE 2. Théoreme de Pappus affine

Démonstration. — Dans le cas ott D et D’ sont paralléles, la translation de vecteur % (resp.

%) envoie b’ sur o’ (resp. ¢ sur b') de sorte que la composée envoie ¢’ sur a’ ainsi que a sur ¢
d’otu le résultat.

SiDND' = {o}; soit f (resp. g, 'homothétie de centre o qui envoie a sur b (resp. b sur c).
Ona fog=go fetcomme f(b') =d et g(¢') =¥, on en déduit que f o g envoie ¢ sur a’ et
a sur ¢, ce qui donne le résultat. O

Corollaire 1.1.30. — théoréme de Desargues affine
Soient abc et a'b'c’ deux triangles sans sommet commun et a cotés respectivement paralléles.
Alors les droites (aa’), (bV') et (cc’) sont concourantes ou paralléles.

FiGURE 3. Théoreme de Desargues affine
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Démonstration. — La preuve est similaire & celle de Pappus. Dans le cas ou (aa’) et (bb)

sont paralleles, la translation de vecteur cﬁ envoie b sur V' et la droite (ac) sur (a’c’) et (be)
sur (b'd') et donc ¢ sur ¢ de sorte que (¢c’) est parallele & (aa’).

Dans le cas ou (aa’) et (bV') s’intersectent en o, 'homothétie de centre o qui envoie a sur
a’ envoie (ab) Sur (a'b’) et (ob) Sur (ob') et donc b sur b'. De méme elle envoie (ac) sur (a’c’)
et (be) sur (V') et done ¢ sur ¢ de sorte que o appartient a (cc’). O

I1.1.5. Théoréme de Ménélaiis. — Commencons par ’énoncé du théoreme de Ménélatis
qui donne une CNS pour que trois points des cotés d’un triangle soient alignés. Nous donnerons
deux preuves de ce résultat important.

Théoréme 1.1.31. — de Ménéladis
Soient a,b,c trois points non alignés et a',b',c trois points, distincts de a,b,c situés res-
pectivement sur les droites (be), (ca), (ab). Alors o’ b, sont alignés si et seulement si on
a:

a’bbcca

acbacbd

FIGURE 4. Ménélaiis

Démonstration. — utilisant les formes affines
Supposons que a’, b’ et ¢’ sont alignés et soit d la forme affine & valeurs dans R telle que

—1({0}) = (a't/). D’aprés le lemme [[.1.26] on a

bVeda _ db) d(e) dla) _ |
debadb  d(c)d(a)ddb)

Réciproquement, soit & l mtersectlon de (a't’) avec (ab); d’apres ce qui précede on a donc

ﬂﬁ% = 1; de sorte que & = <4 et donc ¢ = ¢, d’oul le résultat. O
a’c ba cb b

Démonstration. — utilisant les homothéties

Considérons les homothéties h(a’ Z'b) h(V/ e <) et h(cd, <2

) B %) qui envoient respectivement b sur
C
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¢, csur a et a sur ¢ de sorte que leur composé est une homothétie de rapport 1 qui laisse
stable le point ¢, c’est donc 'identité. On en déduit alors que les centres sont alignés d’ou le
résultat. O

1.2. Coordonnées barycentriques

1.2.1. Barycentre d’une famille de points pondérés. —

Définition I.2.1. — On appelle point pondéré un couple (a,«) ol a est un point et a un
scalaire appelé la masse de a.

Proposition 1.2.2. — Si (ai,a1),- -, (an, ) est un systéme de points pondérés tel que
Yoo # 0, alors il existe un unique point g vérifiant Uégalité > | ozl-g_az = 0. Pour tout
point o, on a alors (314 o;)of = Yo ;0.

Démonstration. — On définit g via la formule (37, ;)0 = S, ayoa;. La relation de
Chasles donne alors

n n n n
%
Y aiga; =Y ai(gh+oa;) = (Y ai)go+ Y aod; = 0.
i=1 =1 =1 =1

O]

. . [N . n — _ n . . . n
Remarque : la fonction qui a m associe ) ;" ayma; = (D14 ai)mZ est surjectivesi ) " | o; #

0. Dans le cas contraire, elle est constante.

Définition 1.2.3. — Le point g de la proposition précédente est appelé le barycentre du
systeme ; dans le cas ou tous les «; sont égaux, on parle alors d’isobarycentre.

Remarque : le barycentre n’est pas modifié si on multiplie tous les coefficients «; par un méme
scalaire. Habituellement il est agréable de fixer la somme ) ;" | a; = 1.

Remarque : dans le cas d’une famille infinie de points pondérée, indexée par un ensemble I,
on considere des barycentres ne faisant intervenir qu’un nombre fini de points; on dit que la
pondération est a support fini.

Proposition 1.2.4. — Soient (a1, 1), -+, (an, ) et (b1,51), -+, (bm, Bm) deur systémes
de points pondérés avec ), o; et Ej Bj mon nul. Alors le barycentre g du systeme

(abal)a Ty (anv an); (b1751)7 T, <bm7/8’m)
est le barycentre du systeme (a1, a1), -, (an,an), (b, 271, B;) ot b est le barycentre du
systéme (bla 61)) Tty (bﬂ’w ﬂm)

Remarque : c’est ce que 'on appelle ’associativité du barycentre.

Démonstration. — 11 suffit de revenir a la définition

i+ D83 = 3 aidw + 3 Bioby = > s + (3 8,)0b.

Application : les médianes d’un triangle se coupent en leur tiers.
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Notation 1.2.5. — Soient ag, - ,a; des points; pour «q,--- ,qp des scalaires de somme

non nulle, on écrira
k k
(g ai)g = E Qia;
i=0 i=0

ot g désigne le barycentre du systéeme (ag, ag), - , (ag, ag). que Uon écrira aussi parfois sous
la forme

k k
(Z @;)g — Zaiai =0.
=0 =0

Théoréme 1.2.6. — Théoréme de Desargues

Soient (aa'), (bY') et (cc’) trois droites distinctes concourantes en un point o. On suppose que
(ab) et (a'b') (resp. (ac) et (a'c), resp. (be) et (b'd')) se rencontrent en un point r (resp. q,
resp. p). Alors les points p,q,r sont alignés.

e

bl

” \

FiGURE 5. Théoreme de Desargues

Démonstration. — Soient «, 3, € [0, 1] tels que
o=aa+ (1—a)d =pb+ (1—-B)0V =~vyc+ (1—7).

Le point 7’ tel que (o — )1’ = aa — Bb = (a— 1)a’ + (1 — B)b appartient aux droites (ab) et
(a't') de sorte que ' = r. De méme on a

(@ —=7)g=aa—~cet (B—7)p=pb-1c
On a alors (. — B)r 4+ (v — a@)g + (B8 — 7)p = 0 et donc les points p, g, r sont alignés. O
Citons enfin le résultat suivant sur les applications affines.

Proposition 1.2.7. — Pour f est une application de £ dans F, les conditions suivantes sont
équivalentes :
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— f est affine;
— f conserve le barycentre, i.e. si g est le barycentre de (a1, 1), -+, (an, ), alors f(g)
est le barycentre de (f(a1),a1), -, (f(an),an).
Démonstration. — Si f est affine alors

Zaiﬂg)f(aﬁ =Y af @@) = T aga) = 7(0)= 7.

Réciproquement, fixons a € £ et posons ?(7) = f(a+ ) — f(a), de sorte que 7 est

uniquement déterminée sur ? Pour 7,7 € et \,p € K, le point a + T+ ,u7 est le
barycentre de (a,1 — X — p), (a4 @, \), (a+ U, p), de sorte que

TOT +u?) = flat T +pu7)

= (1= A= f(a)f(a) +Af(a)f(a+ )+ uf(a)fla+ V)
“NF @)+ 1 (D).

O
1.2.2. relativement a un repere affine. —
Définition 1.2.8. — Des points ag, - - - , ax sont dits affinement indépendants si la dimension
de 'espace qu’ils engendrent est égale a k.
Proposition 1.2.9. — Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) les points ag,- - ,a) sont affinement indépendants ;
(ii) pour tout i = 0,--- ,k, a; n'est pas barycentre des points {ag,--+ ,ai, - ,ar} (ot la
notation a; signifie qu’on omet le point a;) ;
(iii) les points ag,--- ,ap_1 sont affinement indépendants et ay n'est pas le barycentre des
points {ag, -+ ,ax—1};
(iv) pour tout i = 0,--- ,k, les vecteurs aoa;, S, @i—1a, Ai41a;, - - -, apa; sont linéairement
mdépendants ;
(v) il existe i € {0,---,k} tel que les vecteurs apas,--- ,@i—1a;, Git1G;, "+ ,aEa; Sont
linéairement indépendants.
Démonstration. — Montrons (i) = (ii). On raisonne par ’absurde; si a; est barycentre
des autres alors 'espace affine engendré par {ag,---,ar} est égale a celui engendré par
{ag, -+ ,ai, -+ ,ar} et il est donc de dimension inférieure ou égale a k — 1 ce qui contre-
dit (i).
(i4i) = (i) : par hypothese < {ag, - ,ax—1} > est de dimension k — 1 et d’apres (iii),
< {agp,- -+ ,ar} > le contient strictement de sorte qu’il est de dimension k d’ou (i).
(73) = (4) : on raisonne par récurrence sur k. Pour k = 1 c’est évident, passons alors de k—1
a k. Pour ¢ > 0, le point a; n’appartient pas a < {ay,---,d;, - ,ar} >; par hypothese de
récurrence les points aq, - - - , a sont donc affinement indépendants et I'implication précédente
permet de conclure.
(i) = (iv) : il suffit d’utiliser < {ag,--- ,ar} >= a; + Vect{a;aj}. L’implication (v) = (i)

découle directement de cette méme formule.
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Les propriétés (iv) ou (v) montrent que si les points ag,---,a; sont affinement
indépendants, il en est de méme de toute sous-familles de points; combiné avec (i) = (i7)
cela achéve de montrer (i) = (7i1).

O

Définition 1.2.10. — Soient £ un espace affine de dimension n et F un sous-espace affine
de dimension k. Un repere affine de F consiste en la donnée d’une suite de k£ + 1 points
agp, - ,ai affinement indépendants de F.

Définition 1.2.11. — Soient aq,--- ,a, un repere affine de £. Alors tout point m de &£
s’écrit comme barycentre des points A; affectés de masses \; ; en outre si ug, - - - , y, sont des
réels de somme non nulle tels que m est le barycentre des points a; affectés de masses p;,
il existe A € R* tel que (po, -+, tn) = A(No, -+, An). Les coordonnées barycentriques
homogeénes de M sur le repere (ag, - ,a,) est alors la classe d’un tel n + 1-uplet

(ot s jin) € P(K) 1= (K™ = {0})/ ~
ol ~ désigne la relation d’équivalence de proportionnalité.

Remarque : si on fixe Y jA; = 1 alors le n + 1-uplet (Ag,---,A,) est défini de maniere
unique ; on parle alors de coordonnées barycentriques absolues.

Remarque : on renvoie au chapitre sur la géométrie projective pour de plus amples détails sur
I'espace projectif P (K).

Proposition 1.2.12. — Soit (ag, - - ,an) un reprere affine de € et soit m un point de £ dont
on note g, -+ , Ty ses coordonnées barycentrique absolues dans ce repére. On a alors
det(maf,--- ,may,)
Ty =
det(apai, - - ,apay,)
et pouri=1,---,n
TR
o det(mafi,- - ,ma;—1,aom, ma;+1, - ,may,)
;=
det(apai, - - - ,apay,)

Remarque : on peut interpréter ces coefficients comme des rapports d’hypervolumes (d’aires
en dimension 2).

Démonstration. — En développant det(map+apaf, - - - ,ma0+aoa7;), on obtient 1 jx; = 1.
Ainsi en posant @ = Yoo z;ma;, il suffit de montrer que U est le vecteur nul. On calcule
oy = det(ﬁ, mai,- -+ ,Man,—i). Par multi-linéarité, on obtient

det(apai, - - , apan)ay, = xodet(mag, - - -, map—1) + x, det(may,, mag, - -+ ,man—1) = 0.

Posons b = m + @ = Yo ovia; de sorte que b appartient au sous-affine engendré
par {m,ai, - ,a,—1}. Par symétrie du probléeme b appartient & tout sous-espace affine
< myag, -, @, Q5,0 ,an >, 00 0 <4 < j < n. Montrons alors par récurrence descen-
dante sur k que b appartient au sous-espace affine < m,ag,- -+ ,ar_1 >. On vient de prouver
le résultat pour £ = n — 1 montrons alors le passage de k + 1 a k. Comme < m,ag,- - ,ap >
est de dimension inférieure ou égale & k + 1 et que < ag, - ,a, > est de dimension n, il
existe k < r < n tel que a, €< m,aq, -+ ,ar >. Par symétrie du probléeme I’hypothése de
récurrence au rang k + 1, montre que b €< m,ag, -+ ,ap_1,a, > et donc b appartient a
I'intersection X de < m,aq, - - ,ar > et < m,ag, - ,arx_1,a, > laquelle intersection est
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strictement contenu dans < m,aq,- - ,ap_1,a, > et contient < m,aq, - ,ap_1 > de sorte
que X =< m,aq, " ,05_1 >. o
Au final, on obtient b €< m > et donc @ = 0 d’olt le résultat.

1.2.3. Cas de la dimension 1 et 2. — En dimension 1 la proposition devient.

Corollaire 1.2.13. — Soient A, B, M trois points alignés; M est alors le barycentre des

; Py MB MA
points pondérés (A, ﬁ) et (B, ﬁ).

Remarque : en géométrie euclidienne on formulera ce barycentre sous la forme (A, M B) et
(B, AM).

Définition 1.2.14. — L’isobarycentre de deux points A et B s’appele le milieu de A, B.

Proposition 1.2.15. — Dans un parallélogramme ABCD les diagonales se coupent en leur
milieu qui est l’isobarycentre de A, B,C, D.

—
Démonstration. — Notons O le milieu de A, C'; 1’égalité OA = —(ﬁ s’écrit
OB + BA = —0D - DO

—
soit comme BA = —lﬁ, O? + O? = ﬁ, i.e. O est le milieu de C, D. Par associativité du
barycentre, l'isobarycentre de A, B,C, D est l'isobarycentre des milieux de A,C et de B, D

soit O. O
Remarque : on peut aussi utiliser les écritures barycentriques : b —a = ¢ — d que l'on écrit
sous la forme “T*C = #.

Proposition 1.2.16. — Dans un triangle ABC, on note A’, B',C’ les milieux respectifs de
[BC], [AC] et [AB]. Les médianes [AA’], [BB'] et [CC’] s’intersectent en leur tiers en l’iso-
barycentre G de A, B,C.

Démonstration. — Par associativité du barycentre G est le barycentre de (A,1) et (4’,2) et
. ‘1 =7 7 — N N

donc G est un point de la médiane tel que GA + 2GA’ = 0. On procede de méme pour les

autres médianes. O

En dimension 2, la proposition s’appelle le lemme du chevron.

Corollaire 1.2.17. — Lemme du chevron
Soit ABC' un triangle et M un point du plan distinct de A ; on suppose que la droite (AM)
coupe (BC) en A'. On a alors
A(AMB) A'B
A(CMA) ~  AC
ot A(AMB) = det(m, M—g) et A(CMA) = det(m, m) s’interprétent en géométrie

euclidienne respectivement comme les aires algébriques des triangles AMB et CMA.

Démonstration. — Rappelons que si (z : y : z) sont les coordonnées barycentriques ho-

mogenes de M dans le repere (A4, B, C) alors (y : z) sont celles de A’ dans le repere (B, C) de

la droite (BC') et donc ¥ = —‘2::2. Le résultat découle alors de la proposition précédente. []
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‘M
B
C B Ny
C
M

FIGURE 6. Lemme du chevron

B A’ C

1.3. Barycentres dans le plan affine

Un triangle abc non dégénéré du plan affine en définit un repere affine.

1.3.1. Equations barycentriques de droites. —

Lemme 1.3.1. — Soient trois points p1, p2, p3 de coordonnées barycentriques homogénes res-
pectives (z; : y; : zi) pour i = 1,2,3. Alors p1,p2,p3 sont alignés si et seulement si le
déterminant

xry T2 I3

Y1 Y2 Y3
zZ1 22 23
est nul.
Démonstration. — Le déterminant est nul si et seulement si ses colonnes C1, Co, C3 sont liées

ce qui est équivalent & A{Cq, AaCs, A3C'3 liées pour tout A1, Ao, A3 non nuls. Ainsi on peut
supposer que les coordonnées barycentriques considérées sont absolues. Etant donnée une
relation de dépendance linéaire a1 C1 + asCs + a3Cs = 0 en faisant la somme des coordonnées
on obtient a1 + s + ag = 0 et pour ay # 0, on vérifie que p; = _Of:?pg + _a"fpg, i.e. p; est un
barycentre de ps et p3. En effet on calcule

aop1p3 + aspipy = a2 (xng& + yﬂﬁ + 221733) + a3 (%W + y3m + 23175)
= (agwa + azz3)pid + (agys + 043243)]141} + (22 + azzs)pit

= — 116 — aqyiprb — aqzipré = 0.

O

Remarque : une égalité a1Cy + asCs + a3Cs avec a1 + as + ag = 0 sur les coordonnées
barycentriques homogenes de trois points p1, p2, p3 se traduit par 1’égalité api +aops+asps =
0 au sens de la notation [2.5

Remarque : soient m et mo deux points distincts de coordonnées barycentriques homogenes
respectives (a; : f; : ;) pour ¢ = 1,2. Un point m de coordonnées barycentriques homogeénes
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(o : B : ) appartient alors a la droite (mymz) si et seulement si

a1 g «
B1 B2 B |=0
mooY2 Y

ce que l'on peut considérer, en développant selon la derniere colonne, comme une forme affine
d(Oé,B,’}/) =0 ou d(aaﬁa’y) =ao + bﬁ +cy.

Proposition 1.3.2. — Soit D une droite d’équation barycentrique ac + b5 + ¢y = 0; toute
droite paralléle a D est d’équation

(a+Na+b+N)E+(c+A)y=0

pour un unique A € K.

Démonstration. — Notons tout d’abord que si (o, 3,7) € K? est tel que

acc+b8+cy=0
(a+XNa+b+NB+(c+A)y=0

pour A # 0 alors a+ 8 4+ v = 0 de sorte que les deux droites données par ces équations
barycentriques sont paralleles.

Réciproquement si D’ est une droite parallele & D passant par un point M de coordonnées
barycentriques (v, 5,70) alors pour A = % la droite d’équation (a + \)a + (b +
NS+ (¢ + A)y = 0 passe par ce point et, d’apres ce qui précede, est parallele a D. O

Corollaire 1.3.3. — Deux droites d’équations acc+ b3 +cy =0 et da+ b+ v =0 sont
paralléles si et seulement si

a b ¢

a b Jd|=0.

1 1 1
Corollaire 1.3.4. — La droite paralléle a (be) et passant par a a, dans le repére abe, pour
équation barycentrique B+ v = 0.

ﬁ

Démonstration. — On écrit que la droite cherchée passe par les points a et a+ bc = a+c—b,
soit

1 1 «

0 -1 g |=0

0 1 v
soit B+~ = 0. 0
Proposition 1.3.5. — Soient trois droites D1, Do et D3 deuz a deux distinctes et d’équations

respectives a;o + b8 + ¢;y = 0. Les propriétés suivantes sont alors équivalentes :

a; ag as
(i) la matrice M = [ by by b3 | est de déterminant nul;
c1 C2 C3

(ii) les droites D1, Do et D3 sont concourantes ou paralléles.
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Démonstration. — (i) = (i7) : soit (x,y, z) est un vecteur non nul du noyau de M de sorte
qu’en considérant les formes affines, on a xzd; + yds + zds = 0. Si Dy et Dy se rencontrent en
un point a, en injectant a dans la relation précédente, on obtient d3(a) = 0 et donc D3 passe
par a. Si Dy et Ds ne se rencontrent pas, d’apres le cas précédent D3 ne rencontre pas D; et
les trois droites sont donc paralleles.

Réciproquement si les trois droites sont concourantes en a = (z,y, z) alors (z,y,z)M est
le vecteur nul et la matrice m n’est pas inversible. Si les trois droites sont paralleles alors les
trois formes affines sont de la forme dy, do = dy + a(la+ B+ ) et d3 =di +b(a+ S+ ) et
sont donc liées (a — b)d; + bds — ads = 0 et la matrice M n’est pas inversible. O

1.3.2. Autour du triangle pédal. —

Lemme 1.8.6. — Soit abc un triangle non dégénéré et V', ¢’ respectivement sur les droites
(ac) et (ab) de coordonnées barycentriques homogénes (z' : 0 : 2') et (x : y : 0). La droite
(') est paralléle a (be) si et seulement si 'y = x2' et sinon leur point d’intersection i a
pour coordonnées barycentriques homogénes (0 : x'y : —xz2').

b’ =
FiGURE 7. Thales barycentrique
. . Yy e 7 - = 1 Ta R
Démonstration. — De égalité zc'a + yc’b = 0, on en déduit que £ = —y/z. De méme

(=

Va
Ve
seulement si z'y = x2’.

Dans le cas contraire, le point d’intersection i de (be) et (b'¢’) a pour coordonnées bary-
centriques homogenes (0 : « : 3) tel que d’apres le lemme en utilisant que 4, b, ¢’ sont

alignés

= —2'/2' de sorte que d’apres le théoreme de Thales, (V') est parallele & (be) si et

0 2/ =z
a 0 y |=axd+B2'y=0,
B 2 0

ce qui donne le résultat. ]
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Remarque : si on prend x = 2’ alors la condition de parallélisme devient y = 2’ et dans le cas
contraire, i a pour coordonnées barycentriques homogenes (0 : y : —z).

Définition 1.3.7. — Une droite issue de a (resp. b, ¢) est appelée une cévienne issue de a
(resp. b, ¢). Pour un point p n’appartenant pas aux cotés du triangle abe, les droites issues de
p et passant les sommets du triangle abc sont appelées les céviennes de p.

Soit p un point n’appartenant pas aux cotés du triangle abc; on note ap, by, ¢, les intersec-
tions des céviennes de p avec respectivement (bc), (ac) et (ab).

Lemme 1.3.8. — Soit (x : y : z) des coordonnées barycentriques homogenes de p dans le
repére affine a,b,c. Alors (0 : y : 2), (x : 0 : z) et (x : y : 0) sont respectivement des
coordonnées barycentriques homogénes de a,, by, et c,.

b
Cp
ap
a
bp
C
FicUure 8. Céviennes
Démonstration. — Notons a’ de coordonnées barycentriques homogenes (0 : y : 2); o’ appar-

tient a (be) ; par ailleurs comme

0 = 1
yy ol=[Y"Y1=0
z z
z z 0
d’apres le lemme on en déduit que a, @’ et p sont alignés et donc que @’ = a,. Les cas
de b, et ¢, sont symétriques. O
Définition 1.3.9. — Les points ay, b, ¢, sont appelés les traces de p sur le triangle abc. Le

triangle apb,c, est appelé le triangle pédal associé a p.

Le théoréme de Desargues appliqué au triangle abc et au triangle pédal a,b,c, fournit la
proposition suivante.

Proposition 1.3.10. — Soient abc un triangle et (apbycp) le triangle pédal associé a un point
p. On suppose que les intersections (ab) N (apby), (ac) N (apcy) et (be) N (bycp) existent. Alors
ces trois points d’intersection sont alignés.
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Définition 1.3.11. — La droite de la proposition précédente associée a p s’appele la droite
pédale de p dans le triangle abc.

Théoréeme 1.3.12. — de Céva

Soit a', V', des points sur les cotés d'un triangle abc de coordonnées barycentriques dans
le repére affine (a,b,c), a’(0,a,1), V/(1,0,8) et /(v,1,0). Les droites aa’, bb' et e sont
concourantes ou paralléles si et seulement si afy = 1.

FIGURE 9. Théoreme de Céva

Démonstration. — On a a = —%, 6 = —%, et v = —%. Dans le repere affine (a,b,c)
on note (z4, Ty, z.) les coordonnées d’un point ; une équation de la droite (aa’) (resp. (bt'),
resp. (cc)) est xp — ax, = 0 (resp. x. — fxq, resp. x4, — yap) de sorte que les droites sont

concourrantes ou paralleles si et seulement si

0 -6 1
1 0 —vy|=1—afy=0.
—a 1 0

O

Ezxemples Les médianes sont concourantes; en effet on a alors a = =~v = 1.
Remarque : une formulation équivalente consiste & dire que a’,’, ¢ ont respectivement des
coordonnées barycentriques homogenes de la forme (0:y: 2), (x:0:2) et (x:y:0).

On renvoie au paragraphe ?? pour des coordonnées barycentriques des points remarquables
d’un triangle euclidien.

1.3.3. Théoréme de Pappus. —

Théoréme 1.3.18. — de Pappus Soient deux droites distinctes D et D' du plan affine
s’intersectant en un point o. Soient des points a,b,c € D et a',V/,c € D' tous distincts. Alors
les points r = (ab') N (ba'), ¢ = (ac’) N (cd’) et P = (bc') N (cb') sont alignés.

Démonstration. — On choisit (o0, a,a’) comme repere affine et on note (1: 3:0) et (1:7:0)
(resp. (1:0: /) et (1:0:4")) les coordonnées barycentriques homogenes de b et ¢ (resp. ¥/
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FIGURE 10. Théoreme de Pappus

et ). L’équation de la droite (ab’) est donnée par

0 1 =z
1 0 y|=0
0 p =z

soit z — x3 = 0. Par symétrie celle de (a’b) est y — z8 = 0 de sorte que les coordonnées
barycentriques homogenes de r sont (1 : 8 : ). Par symétrie des données, celles de g sont

(L:y:9).
En ce qui concerne le point p, une équation de (bc’) est donnée par
1 1 =z
g0 y|=0
0+ =z

soit B8y —yy' — 2 = 0. Par symétrie celle de (c¢b') est z3'y — yB — 2y = 0. On trouve alors
les coordonnées barycentriques homogenes de p : (88" — vy : By(B8' —+') : /B (8 —7)). On
introduit alors la matrice

11 g =

By BB =)

By ABB =)
dont on note C; pour i = 1, 2, 3 les vecteurs colonnes. On observe alors que C3 = 3 Co—~7'C}
et donc le déterminant est nul et les points p, ¢, r sont alignés. O






CHAPITRE II

GEOMETRIE AFFINE EUCLIDIENNE

On considere toujours un espace affine £ mais on suppose désormais que E = ? est un

R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire; on demande alors & nos transformations af-
fines d’avoir une partie linéaire qui conserve le produit scalaire et on parle du groupe affine
orthogonal. Ainsi bien que I'espace soit le méme qu’en géométrie affine, le groupe des trans-
formations considéré est plus petit de sorte que l'on s’attend a avoir plus d’invariants.
Considérons par exemple 'ensemble des couples de points distincts de 1’espace affine ; nous
avons vu que 'action du groupe affine produisait une unique orbite. En revanche si on restreint
Paction au sous-groupe euclidien, les orbites sont paramétrées par R*/{£1} et on retrouve
la notion de longueur. Si on considere des couples de droite du plan affine euclidien, une
orbite sous 'action du groupe affine orthogonal est appelé un angle non orienté de droites
et on peut définir sa mesure a ’aide de la description du groupe orthogonal euclidien. Ainsi
on associe a tout triangle du plan affine euclidien ses trois longueurs et ses trois angles au
sommet ; I’ensemble des triangles non plats du plan étant de dimension 6 et comme le groupe
affine orthogonal est de dimension 3, on s’attend a décrire ’ensemble des orbites des triangles
sous l'action du groupe orthogonal avec 3 parametres parmi les 6 définis par ses longueurs et
angles aux sommets : c’est ce que ’on appelle classiquement les cas d’isométries des triangles.
En outre on doit pouvoir donner 3 relations indépendantes entre ces 6 quantités, qui seront
la loi des sinus, le théoreme d’Al Kashi et la somme des angles égale a .
Au lieu de demander a nos applications linéaires de conserver le produit scalaire, on peut aussi
simplement leur demander de conserver sa nullité, i.e. considérer le sous-groupe des éléments
g du groupe linéaire tels que (z|y) = 0 = (g(x)|g(y)) = 0. On obtient alors le groupe des
similitudes et la géométrie associée s’appelle la géométrie semblable. Le groupe des similitudes
étant de dimension 4, on devrait pouvoir paramétrer les classes de similitudes des triangles
du plan affine euclidien a ’aide de 2 parametres parmi les 6 constitués des longueurs et des
angles.

I1.1. Le groupe des isométries affines

L’espace de la géométrie affine euclidienne est celui de la géométrie affine de sorte que pour
définir cette géométrie il ne nous reste plus qu’a en préciser le groupe des transformations.
Comme dans le cas affine, celui-ci s’obtient a partir du cas vectoriel en lui adjoignant les
translations.
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11.1.1. Produit scalaire. — Dans la suite £ désignera un espace vectoriel réel de dimen-
sion n.

Définition II.1.1. — Un produit scalaire sur E est une application ¢ de E x F dans R
qui & un couple de vecteurs (x,y) associe un réel noté (x|y); cette application est bilinéaire,
symétrique et définie positive. Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est dit euclidien.

Remarque : une base (e, --- ,e,) étant donnée, la matrice de ¢ dans cette base est la matrice
M = (m; j)i<ij<n avec m; j = (e;lej). Si X et Y désigne les matrices colonnes des coordonnées
des vecteurs z et y alors (z|y) = 'XMY. En outre si P désigne la matrice de passage de la

base (e1,- - ,ey) vers une base (e, ,e}), alors la matrice de ¢ dans cette nouvelle base est
M' =tPMP.
Définition I1.1.2. — On appelle norme euclidienne d’un vecteur = de E, le réel positif

||z]| = v/ (2lz).

Remarque : la fameuse inégalité de Cauchy-Schwarz |(z|y)| < ||z|| ||y||, relie le produit scalaire
de deux vecteurs avec leur norme.

Définition I1.1.3. — Deux vecteurs x et y de E sont dits orthogonaux, et on note = 1 y
si leur produit scalaire est nul. On dit que deux sous-espaces vectoriels V et W de E sont
orthogonaux si tout vecteur de V' est orthogonal a tout vecteur de W.

Remarque : une autre définition d’orthogonalité est donnée par le théoreme de Pythagore
vectoriel, i.e. z et y sont orthogonaux si et seulement si on a ||z + y||? = ||z||* + ||y||%.
Remarque importante : la donnée de ¢ fournit un isomorphisme canonique entre E et
son dual E* via Papplication x — (y — (z]y)). On peut ainsi voir 'orthogonal d’une partie
comme un sous-espace de E, d’ou la définition suivante.

Définition I1.1.4. — Soit A C E, 'orthogonal de A est
At ={z e E: Yac A, (z|a) =0}.
C’est un sous-espace vectoriel de E.
Remarque : A — A+ est une application décroissante pour l'inclusion.
Proposition I1.1.5. — Soit V' un sous-espace vectoriel de E ; on a alors
E=VeaeV'

Remarque : en particulier on a dim V+ = dim E — dim V. Citons aussi les faits élémentaires
suivants :

VHt=v, V+W)t=vitnwt, Vaw)t=vt+wt

Définition II.1.6. — Une base orthonormée de E est une famille (eq, - - - , e,) telle que pour
tout 1 <i,7 < n, (elej) = 6; ;.

Remarque : une facon de construire une base orthonormée est de partir d’une base quelconque
et d’appliquer le procédé d’orthonormailsation de Gram-Schmidt.
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I1.1.2. Le groupe orthogonal. —

Définition II1.1.7. — Un endomorphisme f de E est une isométrie vectorielle (ou un auto-
morphisme orthogonal) si f conserve le produit scalaire, i.e.

L’ensemble des isométries de E est un groupe appelé le groupe orthogonal de E et noté O(FE),
ou O(n).

Remarque : une définition équivalente est de demander que f conserve la norme.
Remarque : f est une isométrie si et seulement si sa matrice O dans une base orthonormée
vérifie 'O0 = 1.

Définition II.1.8. — Le noyau de lapplication det : O(E) — {1} est noté OT(E) ou
encore SO(E) et ses éléments sont dits des isométries positives ou directes.

Remarque : les éléments de O(E) de déterminant —1 sont dits négatifs ou indirects et on
note O~ (E) l'ensemble des isométries négatives : on notera bien que O~ (FE) n’est pas un
sous-groupe de O(FE) puisqu’il ne contient méme pas ’élément neutre.

Ezemples Symétries orthogonales : il s’agit d’une involution f telle que V4 = Ker(f —Id)
est orthogonal a V_ = Ker(f +Id). On dit que f est la symétrie par rapport & V4. On notera
que tout endomorphisme orthogonal qui est diagonalisable est nécessairement une symétrie.

Définition I1.1.9. — Une réflexion est une symétrie orthogonale f telle que Ker(f — Id)
est un hyperplan.

Théoréme I1.1.10. — Tout isométrie de E est produit de n — dim Ker(f — Id) réflexions,
ce nombre étant optimal.

Remarque : la preuve procede par récurrence sur la dimension de Ker(f — Id).
En dimension 2 : les isométries
— positives sont les rotations et sont donc en bijection avec R/27Z ; une orientation du
plan étant donnée a # € R/27Z on associe la rotation rg d’angle 6.
— négatives sont les réflexions op par rapport & une droite vectorielle D.
On rappelle par ailleurs que la composée op, oop, est la rotation d’angle le double de ’angle
entre Dy et Ds.

En dimension 3 :

— les isométries positives sont les rotations relativement a un axe D. Explicitons leur
description : l'espace étant orienté le choix d’un vecteur directeur de D fournit une
orientation de 'orthogonal D= et la rotation d’axe D et d’angle @ est la somme directe
IdD @'I"Q’DL .

Remarque : parmi ces rotations celles d’angle m sont appelées des retournements; en
utilisant qu’une rotation du plan est le produit de deux réflexions, on en déduit que
toute rotation qui n’est pas un retournement est le produit de deux retournements.

— Les isométries négatives sont d’une part les réflexions (lesquelles sont donc en bi-
jection avec les plans de l'espace) et les < anti-rotations > que 'on peut écrire, avec les
notations précédentes, —Idp @ry po.
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11.1.3. Groupe des similitudes. —

Définition I1.1.11. — Un similitude de E est un endomorphisme f tel qu’il existe un
nombre réel positif A, appelé le rapport de f, tel que ||f(x)|| = A||z||. Autrement dit f = goh
ou h est une homothétie de rapport A et g est une isométrie.

Remarque : pour tous x,y € E, on a (f(z)|f(y)) = A\(x|y); en particulier une similitude
conserve 'orthogonalité. Matriciellement f est une similitude si et seulement si sa matrice S
dans une base orthonormée vérifie 1SS = \21I.

Définition I1.1.12. — Le groupe des similitudes de E se note GO(FE) ; les positives forment
un sous-groupe noté GO (E).

Remarque : GO(FE) est le produit direct de O(FE) avec R*.

I1.1.4. Isométries affines. —

Définition II1.1.13. — Une isométrie affine est une application affine f telle que ? est une
isométrie vectorielle. On note Is(€) le sous-groupe de GA(E) des isométries affines.

Remarque : une application qui conserve les distances est nécessairement une isométrie affine.
Remarque : les isométries affines conservent ’alignement, les barycentres, les milieux, 1’or-
thogonalité, les distances, les angles non orientés, transforment projeté orthogonal en projeté
orthogonal.

Ezemples les translations, les symétries orthogonales par rapport a un sous-espace affine.

Définition I1.1.14. — On dit qu’une isométrie affine f est positive ou un déplacement
(resp. négative ou un anti-déplacement) si f est positive (resp. négative).

Théoréeme I1.1.15. — de décomposition canonique Soit f une isométrie affine alors f
s’écrit de maniere unique sous la forme t- o g ot :

T eKer(f —1);
— g est une isométrie admettant un point fixe;
— g et t commutent.

Démonstration. — D’apres [[.1.23] il suffit de vérifier que g = Ker(? —Id)® Im(? —1d).
D’apres le théoreme du rang, il suffit de vérifier qu’ils sont en somme directe ce qui résultera
du fait quils sont orthogonaux. En effet soit 7 dans le noyau et ¥ dans l'image; on a

?(7) = 7 et il existe 7 tel que ?(?) — 7 =7.On aalors
@) =F@DNF @) -2)=F@NF @) - (FI7) =0
Il

Remarque : ainsi outre les isométries admettant un point fixe, correspondant donc a des
isométries vectorielles, en dimension 2 on obtient les symétries glissées et en dimension 3 les
vissages.

Théoréme I1.1.16. — Toute isométrie est produit de réflexions orthogonales.

Remarque : en ce qui concerne le nombre, il est <n — dim Ker(? —1d) 4 2.
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11.1.5. Groupe des similitudes. —

Définition I1.1.17. — Un similitude de F est un endomorphisme f tel qu’il existe un
nombre réel positif A, appelé le rapport de f, tel que ||f(x)|| = A||z||. Autrement dit f = goh
ou h est une homothétie de rapport A et g est une isométrie.

Remarque : pour tous x,y € E, on a (f(z)|f(y)) = A\2(z|y); en particulier une similitude
conserve 'orthogonalité. Matriciellement f est une similitude si et seulement si sa matrice S
dans une base orthonormée vérifie 1SS = A\21I.

Définition I1.1.18. — Le groupe des similitudes de E se note GO(FE) ; les positives forment
un sous-groupe noté GO (FE).

Remarque : GO(E) est le produit direct de O(E) avec R*.

Définition II.1.19. — Une similitude affine s est une application affine telle que S soit une
similitude vectorielle. L’ensemble Sim(&) des similitudes de £ est un sous-groupe de GA(E).

Remarque : on définit de méme les similitudes positives et négatives.

Théoréme II1.1.20. — Soit s une similitude qui n’est pas une isométrie; alors s admet un
unique point fixe appelé le centre de la similitude.

Démonstration. — D’apres la proposition [[.1.19] il suffit de voir que S n’admet pas la valeur
propre 1 ce qui est trivial puisque toutes les valeurs propres complexes sont de module le
rapport de la similitude qui par hypothése n’est pas égal a 1. O

Corollaire I1.1.21. — Soit s une similitude qui n’est pas une isométrie et soit X son rapport
et A son centre. Alors s s’écrit sous la forme s = h(A,\) o f = foh(A,\) ou h(A,\) est

I’homothétie de centre A et de rapport \ et f une isométrie admettant A pour point fize.

Démonstration. — 11 suffit de poser f = h(A,A™!) o s qui est alors une isométrie laissant A
fixe. O

I1.2. Généralités

Dans la suite £ désigne un espace affine de dimension n tel que ? est un espace euclidien,
i.e. un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire.

I1.2.1. Sphéres. —

Définition I1.2.1. — On définit une distance d sur £ par la formule d(A, B) = Hzﬁ” que
I’on notera aussi AB.

Définition II.2.2. — Soit O un point de £ et r un réel positif ou nul. La sphere (resp. la
boule fermée) de centre O et de rayon r est I’ensemble

S(O,r)={M €&, OM =r}, (resp. B(O,r)={M €&, OM <r}).

Remarque : en dimension 2 on parle habituellement de cercle et de disque.

Remarque : Iéquivalence des normes en dimension finie se traduit dans notre contexte en
disant qu’étant donnée deux structures euclidiennes sur &, il existe r» < ¢ tel que B(0,7) C
B'(0,1) C B(O,t), ou B'(0,1) est la boule unité pour le deuxiéme produit scalaire.
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Lemme I1.2.3. — Soit A, B deux points distincts de £. L’ensemble
{Mee: (MA | J\ﬁ)zo}
est la sphére de centre l'isobarycentre de A, B et passant par A, B.
Démonstration. — Notons I I'isobarycentre de A, B. On écrit
(MA | MB) = (M + TA | MI + IB) = MI? — 1A

de sorte que la ligne de niveau de ’énoncé est ’ensemble des points M € &£ tels que M1 =
r=1A%ie &(I,IA). O

Proposition I1.2.4. — Soit V un sous-espace affine de £, O un point de projeté orthogonal
Q sur V. Lintersection de S(O,r) avec V est :

— wvide sir < OQ);

— la spheére de V de centre Q et de rayon s = /1?2 — OQ2 sinon.

s
Démonstration. — On rappelle que si M € V alors (QM |§ﬁ) = 0; le résultat découle alors
du théoreme de Pythagore. O

Définition I1.2.5. — On dit qu'un sous-espace affine V est tangent a une sphere G en un
point Asi VNS ={A}.

Corollaire I1.2.6. — Soit & une sphére et A € &, il existe alors un unique hyperplan
tangent a S en A, noté To(S). C’est U'hyperplan orthogonal a la droite (OA) passant par A
ot O est le centre de &.

Définition I1.2.7. — La puissance d'un point A par rapport a &(O,r) est la quantité
p(A, &) =0A% — 12,

Lemme I1.2.8. — Soit O € € et v > 0 un réel strictement positif. Pour A € £ et D une
droite passant par A qui coupe &(O,r) en M et N. Alors p(A,&) = AM.AN.

Démonstration. — Notons M’ tel que [M M’] est un diametre de &(O,r) et on écrit
e T ——
(AM | AN) = (AM | AM' + M'N) = (AM |AM)

d’apres le lemme [[1.2.3] En développant le dernier terme comme dans la preuve de |L1.2.3] on
obtient AO? — r? d’ot le résultat. O

11.2.2. Orthogonalité. —

Définition I11.2.9. — Deux sous-espaces affines V et W sont dits orthogonaux si 7 et W
le sont ; il sont dits perpendiculaires s’ils sont orthogonaux et d’intersection non vide.

Définition 11.2.10. — Un r%bére affine Ay, --- , A, est dit orthonormé si (AgAy, -, AgAy)
est une base orthonormée de &£ .

Définition I1.2.11. — Soient V un sous-espace affine de dimension k, M un point de & et
W le sous-espace affine de dimension n — k passant par M et perpendiculaire a V. L’unique
point d’intersection de V et W est appelé le projeté orthogonal de M sur V. L’application qui
a M associe son projeté orthogonal sur V est appelé la projection orthogonale de &£ sur V et
notée py .
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Remarque : le projeté orthogonal A de M sur V vérifie les propriétés suivantes qui le ca-
ractérise :
—
— pour tout B € V, on a (EMM) =0;
— pour tout B€ V,ona MA < MB;
— pour tout BeV —{A}, ona MA < MB.

Définition I1.2.12. — On appelle distance de M a V la distance de M a son projeté or-
thogonal sur V; c’est la plus courte distance de M a un point de V.

Définition I1.2.13. — Soient A et B deux points distincts de &, alors ’ensemble des points
M équidistants de A et B est I'hyperplan affine perpendiculaire & (AB) passant par le milieu
de A et B. On l'appelle 'hyperplan médiateur ou la médiatrice en dimension 2.

Proposition I1.2.14. — Dans un triangle ABC du plan affine euclidien, les médiatrices
sont concourantes.

Démonstration. — Si O est 'intersection de deux de ces médiatrices, alors O est a égale
distance de A, B et C et appartient donc a la troisieme médiatrice. O

Définition I1.2.15. — Soient A et B deux points distincts de £ ; pour C' un point de &
n’appartenant pas & (AB), 'hyperplan parallele a ’hyperplan médiateur et passant par C est
appelée la hauteur de AB issue de C.

Proposition I1.2.16. — Dans un triangle ABC' du plan affine euclidien, les hauteurs sont
concourantes.

Démonstration. — Considérons comme sur la figure[T], la droite D 4 passant par A et parallele

c’ A B’

Ny

FIGURE 1. Hauteurs ou médiatrices
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a (BC) et de méme pour les autres sommets B et C. Les droites D4, Dp et D¢ déterminent
un triangle A’B’C’ dans lequel les hauteurs de ABC en sont les médiatrices. Le résultat
découle alors de la proposition précédente. O

11.2.3. Angles d’un plan vectoriel orienté. — On cherche a définir la notion d’angle,
de droites ou de demi-droites, orienté ou non, se coupant en un point O. On se ramene pour
cela en vectoriel en pointant notre espace affine en O ; en considérant alors ’espace vectoriel
engendré par ces droites, on se rameéne au cas de R? muni du produit scalaire usuel et d’une
orientation.

Définition I1.2.17. — Un angle orienté (reps. non orienté) de droites de R? est une classe
d’équivalence de I’ensemble des couples de droites de E sous I’action de O (R) (resp. O2(R)).
On définit de la méme la notion d’angle orienté ou non orienté de demi-droites.

Dans la base canonique de R?, la matrice d’une rotation r € OF (R) est donnée par un
cosf —sinf

élément 0 € R/27Z par la formule < sinf  cosd

>. Le parametre 6 est appelé 'angle de la

rotation.

Définition I1.2.18. — La mesure d’un angle orienté de deux demi-droites de R?
est le parametre § € R/27Z de 'unique rotation r qui envoie la premiére demi-droite sur
la deuxiéme. La mesure d’un angle orienté de deux droites de R? est le parametre
0 € R/7Z, tels que 0,0 + m € R/27Z correspond aux angles des deux rotations qui envoient
la premiere droite sur la deuxieme.

Proposition I1.2.19. — Soient Dy, Dy, D3 trois demi-droites (resp. droites) de R? ; la me-
sure de l’angle entre D1 et Do est la somme de la mesure des angles entre D1 et Dy avec celui
entre Dy et Ds.

Démonstration. — Le résultat découle directement de la définition de la mesure d’un angle
de demi-droites (resp. de droites) et de l'isomorphisme de groupe SO(2,R) ~ R/27Z. Dans
le cas des droites il suffit de remarquer que pour r; et ro deux rotations alors l'angle de
(£r1) o (£1rg) est bien défini modulo . O

Notation I1.2.20. — Si A, B,C désignent trois points distincts du plan affine euclidien,

on note (E,z@) la mesure de l'angle orienté entre les demi-droites (A,/@) et (A,@).

L’angle orienté des droites associées sera noté BAC.
Dans un triangle ABC on notera

o

o= (AB,AC), B =(BC,BA). ~=(CACB)

et A, B, C les angles orientés de droites correspondant.

Lemme I1.2.21. — Soit O une point du plan affine euclidien ainsi que trois points A, B, C
distincts de O. On a alors la formule

—

(OA,00) = (OA,0B) + (OB,0C) mod 2r
A/O\C = A/OE—FB/O\C’ mod .

Démonstration. — Le résultat découle directement de la définition de la mesure d’un angle
et de la structure de groupe de SO(2,R) ~ R/27Z. O
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Lemme I1.2.22. — Trois points distincts A, B, C' du plan affine euclidien sont alignés si et

seulement si (B, 1@) =0 mod 7.

Démonstration. — 11 suffit de noter que ’homothétie vectorielle de rapport —1 est la rotation
d’angle 7, i.e. cosm = —1 et sinw = 0. O

Proposition I1.2.23. — Soit ABC un triangle de £ dont on note «, B, les angles orientés
respectivement en A, B et C. On a alors a + [+ v =m mod 2.

/ ¢’

FIGURE 2. Somme des angles d’un triangle euclidien

Démonstration. — Considérons le point D tel que ABDC soit un parallélogramme ; on note
A’ (resp. C") un point de (AB) (resp. (AC)) tel que B € [AA'] (resp. B € [CC’]). On a alors

&l
=l
s
|

/
Y

( )= ( )

(3C.5h) = (B0 B
(CA,CB) = (BD, BC)

de sorte que

—

0+ B+~ (BC BAY+ (BA BD) + (BD. BC) = (BC, BC) = mod 21

O

En ce qui concerne les angles non orientés, commet la réflexion par rapport a la bissectrice
échange ’ordre, la mesure n’est définie qu’au signe preés; parfois on choisit comme la mesure
d’un angle orienté son unique représentant dans [0, 7]. Notons aussi, comme +« +  n’est
pas égal & +(a+ ) que la propriété d’additivité des angles n’est plus valide. Leur utilisation
correspondra au cas ou seul intervient le cosinus de I'angle de sorte que l'orientation n’est pas
nécessaire. Citons une de ces situations.
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Proposition 11.2.24. — Soient C1 et Co deux cercles de centre respectifs O1, O et de rayons
R1, Ry. Dans le cas ou C1 et Cy s’intersectent, tout point M de l’intersection définit, avec O
et Oz, un angle non orienté 0 de vecteurs tel que
R? + R% — (010)?

2R1Rs '
Remarque : on renvoie le lecteur au chapitre suivant pour 'utilisation de la quantité cosf
dans le contexte de la géométrie inversive.

cosf =

—  —
Démonstration. — Notons que si N est un autre point de l'intersection avec NO; et NO,
s’obtiennent comme l'image par la réflexion par rapport a (O102) des vecteurs MO et MOy ;

autrement dit I’angle non orienté des vecteurs M O; et MO est bien indépendant du point
M de C1 N Cy choisi. On calcule alors

— —_— —
101012 = ||O1M||? + ||]MOs3||? — 2(01 M | O3M) = R? + R2 — 2Ry Rycosb.

O]

Remarque : la mesure de I'angle non orienté 6 entre deux cercles est aussi celui entre les
tangentes en un point de leur intersection. On note aussi que les cercles sont tangents
intérieurement (resp. extérieurement) si et seulement si 6 € [0, 7] est égal a 0 (resp. ).

11.3. En dimension 2
I1.3.1. Théoréme de I’angle au centre. —

Théoréeme I1.3.1. — Soit A, B,C sont trois points distincts d’un cercle de centre O et
T # B un point de la tangente en B alors

ﬁ :21@ :2ﬁ mod 27.

Démonstration. — Les notations sont celles de la figure[3]: le triangle A’OB étant isocele, on

a d’apres [[1.2.23 (OA', @) =r—2(r/2— AA’,E =2 AA/, B De méme pour le point
= — = —

C, on obtient (O?, OA")=n—-2(r/2— ﬁ AA") =2 B AA’) et le résultat en découle par

addition des angles. O

Corollaire I1.3.2. — Critére de cocyclicité Quatre points distincts deuxr a deux,

A, B,C, D sont cocycliques ou alignés si et seulement si

@:@ mod 7.

I1.3.2. Axe radical et autres lignes de niveau. — Nous avons déja rencontré un certain
nombre de lignes de niveaux :
— {M € £:OM = r}, ie. celle du cercle de centre O € £ et de rayon r;

s
—{Me&: (MA| Mg) = 0}, i.e. le cercle de diametre [AB];
— {M € &: MA= MB}, soit la médiatrice de [AB];
—{M € £: AMB = a mod 7} est le cercle passant par A, B et de centre O tel que
i —
(OA, @) = 2 mod 2.
On peut préciser le dernier point en considérant les angles des vecteurs.
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FIGURE 3. Preuve du théoreme de I'angle au centre

Proposition I1.3.3. — Soient A, B/delx points distincts de € et a € [0,2n] un réel. L’en-
semble des points M € & tels que (m, ]\ﬁ) = « est un arc de cercle passant par les points
A et B de centre O tel que (ﬁ) =2« ﬁﬁlimité par (AB), cf. la figure . L’autre arc
de cercle correspond a la ligne de miveau (m,]\ﬁ) =a+m.

Remarque : avec les angles non orientés de vecteur, la ligne de niveau correspondante est la

réunion de l'arc de cercle de la proposition précédente avec son symétrique par rapport a
(AB).

Proposition I1.8.4. — Soient & = &(O,r) et & = &'(0',r") deux cercles non concen-
triques. L’ensemble des points M € £ qui ont méme puissance par rapport a & et &' est la
droite orthogonale a (O0') en le point H € (OO') défini par

?”2 _ (T/>2 4 O/OQ__>
OH = o 0——00.

Remarque : pour deux cercles concentriques, la ligne de niveau considérée est clairement vide.

Démonstration. — On cherche donc les points M € &€ tels que OM? — r? = O'm? — (r')2. Si
M € (00') alors on écrit

— —
OM? — (0’0 + OM)? = 0'0? + 200".0M
—
qui doit donc étre égal & 72 — (r')2. Pour H € (OO') tel que OH = hO'O, on obtient alors
~h.0'0* =r* — (') = 0'O?
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<>
2a
»
—~
2 ‘<\a\ . -~
N P

FIGURE 4. Lignes de niveau : arcs capables

/ ! —>
et donc Oﬁ = %O’ O. Pour M un point de la ligne de niveau, on note P son
projeté orthogonal sur (OO'); en décomposant OM = OP + PM et O'M = O'P + PM, on
obtient OP% — O'P? =12 — (1) et donc P = H. Ainsi les points M cherchés sont ceux dont

la projection orthogonale sur (OO') est H, d’ou le résultat. O

Remarque : la proposition précédente et sa preuve sont valables en toute dimension, condui-
sant a la définition suivante.

Deéfinition I1.3.5. — L’hyperplan associée a la ligne de niveau de la proposition précédente
s’appelle ’hyperplan radical de & et &’. En dimension 2 on parle plutot d’axe radical.

Corollaire I1.3.6. — Soient C1,Co,C3 trois cercles dont les centres ne sont pas alignés;
il existe alors un unique point du plan, appelé centre radical de Ci,Cs,Cs, ayant méme
puissance par rapport d ces trois cercles.

Démonstration. — Un tel point appartient nécessairement a ’axe radical de C; et Cy ainsi
qu’a celui de Cs et C3. Ceux-ci étant deux droites non paralleles, puisque les centres des trois
cercles ne sont pas alignés, ils s’intersectent en un unique point qui a donc méme puissance
par rapport a Cq,Cs et Cs. O

on appelle ligne de niveau de Liebnitz les lignes de niveau suivantes.

Proposition I1.3.7. — Soient Aq,---, A, des points de £ et \1,--- , A\, € R des scalaires ;
on note f : &€ — R définie par f(M) = " | MM A? et pour k € R on note L, = {M €
E: f(M)=k}.
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FIGURE 5. Centre radical de trois cercles

1. Si > A = 0 alors on rappelle que U = S )\iO—AZ est un vecteur indépendant du
point O considéré :
(a) si U # ﬁ, la ligne de niveau L, = {M € & : (O—]\>4, ) = @, soit une droite
orthogonale & (0, ) ;

ﬁ
(b) si 7 =0 alors f est une fonction constante et toutes les lignes de niveaux sont
vides sauf une égale a tout l’espace.

2.8 > " 1 N # 0 alors on note G le barycentres des points pondérés (Ai, \;). Alors les

lignes de niveau sont des cercles centrés en G et de rayon kz_nf(G)\)‘ étant entendu qu’ils
=1 "7

sont vides dans le cas ot la fraction k]f(cj\), est < 0.
i=1""

Démonstration. — On décompose M A; = MO + OAj et on calcule

F(M) = (znj \)JOM? +2(MO | ) + f(0)

de sorte que si Y ;- | A; = 0 alors f(M) = f(O) + 2(% | @) et on retrouve les situations (i)
et (ii) de ’énoncé.

Dans le cas (2) pour O = G, on obtient f(M) = (3.7 ; \)GM? + f(G) et on retrouve
I'affirmation de I’énoncé. O

11.3.3. Relations trigonométriques dans le triangle. — Etant donné un triangle ABC,
on note :
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— a, b, ¢ les longueurs respectives des segments [BC], [C'A] et [AB] et on pose p = (a +
b+ ¢)/2 le demi-périmetre ;

— S l’aire de ABC;

— R le rayon du cercle circonscrit ;

— «, 8,7 les angles aux sommets.
Comme déja observé cela fait 8 invariants euclidiens associés a un triangle alors que l'espace
des tels triangles modulo I'action du groupe euclidien est de dimension 3, d’ou 'existence de
relations entre ces parametres que 1’on se propose d’expliciter dans ce paragraphes. Rappelons
que la premiere relation entre ces parametres était o + 8+ v = .

Proposition I11.3.8. — La loi des sinus est la relation suivante

a b c abe B

2R.

sine  sing - siny 28
Démonstration. — On a clairement S = bcs% ce qui donne les trois premieres égalités. Pour
la derniere, on consideére dans le cercle circonscrit le point A’ diamétralement opposé & A. Le
triangle AA’C étant rectangle en C, on en déduit alors b = 2Rsinf3, en utilisant le théoreme

de I'angle au centre (en effet sinf = sinm). O
Proposition I1.3.9. — La formule d’Al-Kashi est la relation suivante
b2 + % — a?
cosq = ———.
2bc

— —
Démonstration. — On écrit simplement a? = BC.BC = (BA + @).(BA + ﬁ) =c? -
2bccosa + b2. O

Remarque : on peut aussi exprimer la puissance de A par rapport au cercle de centre B
passant par C : cette puissance est égale & ¢ — a? et aussi & AC.AD ou D est le deuxieme
point d’intersection de (AC') avec ce cercle, soit b(b—2acosy) d’ou le résultat. Il existe d’autres
démonstrations qui utilisent des découpages d’aires.

A ce stade nous avons trouvé 8 relations (une pour la somme des angles, 4 pour la loi
des sinus et 3 pour Al-Kashi) sur nos 8 parametres de sorte que ces relations ne sont pas
indépendantes entre elles. Remarquons tout d’abord que :

— si a, b, ¢ sont donnés alors on retrouve «, 3,y grace a Al-Kashi puis S et R via la loi des

sinus.

— ¢i a,b,y sont donnés alors ¢ se calcule par Al-Kashi puis les autres parametres en

utilisant le point précédent.

— i a, 8, sont donnés, les deux relations d’Al-Kashi pour § et v permettent de calculer

b et c et on conclut comme précédemment.
— sia,b, R (resp. «, 8, R, resp. a, 3, R)) sont donnés alors la loi des sinus donne « (resp.
a, resp. a) et on conclut comme avant.

— ¢i a,b,.S sont donnés alors la loi des sinus donne 7 et on conclut comme avant.

— i a, 8,5 sont donnés alors ¢ se calcule par la loi des sinus et on conclut comme avant.

— si «, 3,5 sont donnés alors le triangle est défini a similitude pres et S fixe le rapport de

similitude donc tous les parametres sont fixés.

— sl «, 5, R sont fixés alors, d’apres le théoreme de ’angle au centre cela fixe a et on se

ramene a un des cas déja étudiés.
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— si a, S, R sont fixés alors le théoreme de ’angle au centre fixe o et on conclut comme
ci-avant.
— si a, B, R sont fixés alors le théoreme de ’angle au centre donne « et on se ramene a
une des situations déja étudiées.
— si «, B, R sont donnés alors d’apres le théoreme de I'angle au centre on obtient a et b
soit une situation déja traitée.
Ainsi pour choix de parametres fondamentaux, tous les choix raisonnables, i.e. en écartant
ceux ol les trois parametres sont dans une méme relation, conviennent et les relations données
sont génératrices au sens ou elles permettent d’obtenir tous les autres parametres.

11.3.4. Triangles semblables. — Le groupe des similitudes étant de dimension 4, il nous
faut 2 parametres pour classifier les triangles a similitude pres. Nous disposons des invariants
numériques suivants :

— «a, 3,7 les trois angles aux sommets ;

— les rapports ¢, % et £ des longueurs des cotés.
En ce qui concerne les relations, nous avons :

—a+pB+y=m;

__abec_ 1.
2L =1,

b'c'a
— les formules d’Al-Kashi que ’on écrit sous la forme

5 b n a a
cosa = -+ - — —.—.
c b bec
Remarque : % = %sinﬂy est aussi un invariant numérique de la géométrie semblable ainsi donc
que ITSC et % De la loi des sinus on en déduit alors que % = ff—g est un invariant ainsi donc

R . R.: 5 Tor o T
que 7 et 7; il en est de méme pour |, 7 et .

En ce qui concerne la description des triangles du plan affine & similitudes pres il sont

classifiés par :

— Densemble des couples («, 5) d’éléments de R/7Z tels que a + f < 7. On récupere les
longueurs des cotés a homothéties pres en procédant comme dans le cas euclidien ; par
exemple la donnée de a = 1, a, § permet de préciser toutes les autres données. On peut
aussi décrire I’ensemble des parametres comme (a : b : ¢) € P2(R)/&3 avec les notations
du §77, en associant a (a : b: c) le triplet (74", aJ:rbbJrc, i)

— Densemble des couples (a, g) € R/7Z x R ; la formule d’Al-Kashi pour cosa: permet
d’obtenir 3 et donc ¢ puis on procede comme dans le cas isométrique.
— Densemble (¢, %) € (R)?; pour a = 1 cela donne b, ¢ et on continue comme dans le cas

isométriques en libérant a la fin le parametre a.

Corollaire 11.3.10. — Théoréme de Pythagore
Pour tout triangle rectangle en A, on a la relation

AB?  AC?
—+ —=1.

BC? ' B(C?

Remarque : partant de ’algebre linéaire euclidienne, le théoreme de Pythagore est intrinseque
a la théorie. La preuve que nous présentons ici n’a de sens que dans une présentation axio-
matique de la géométrie euclidienne a la Fuclide.
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Démonstration. — On note AH la hauteur menée de A sur BC, les triangles ABC et AHB
sont semblables de sorte que g—g = %. De méme on a CH? = CH.CB et donc AB?2+ AC? =
(BH + HC)BC = BC?; O

I1.4. En dimension 3

On suppose désormais que ’espace affine euclidien £ est de dimension 3 muni d’une orien-
tation.

I1.4.1. Produit mixte et produit vectoriel. — Etant donnés 3 vecteurs de FE, leur
déterminant dans une base orthonormée directe ne dépend pas du choix de cette base ce qui
permet de poser la définition suivante.

Définition I1.4.1. — L’application qui a trois vecteurs de E associe leur déterminant dans
une base orthonormée directe définit une forme 3-linéaire alternée
(U1,U2,U3) S E3 — ['LLl,'LLQ,Ug] S R

que l'on appelle le produit mixte.
Remarque : on rappelle que si f € L(E) alors [f(u1), f(uz2), f(us)] = det fluy, ug, us].

Définition II.4.2. — Soient W,V € E, la forme linéaire & — [7,7,@] s’identifie via
I'isomorphisme canonique £ — E* défini par @ (7 — (7, 7)), a un vecteur que 'on
note “ AV € E appelé le produit vectoriel de 0 par KT

V& € E, (WAV, W) =[d,V,d].

Remarque : cette construction du produit vectoriel de deux vecteurs est particulier au cas de
la dimension 3; ’équivalent en dimension n serait le produit vectoriel de n — 1 vecteurs.

On a les propriétés simples suivantes :
— l'appplication (7,7) = W AU est bilinéaire, alternée; en particulier U NV est
orthogonal a U et U ;
— W AU est le vecteur nul si et seulement si @ et U sont liés;
— si W et U sont libres alors (7, 7, x N 7) est une base directe ; elle est orthogonale si
et seulement si ¥ et ¥ sont orthogonaux.
Remarque : dans une base orthonormale,

x x’ yz — 2y
y | Al Y | =] 22/ —22
z 2! xy' — ya'

Corollaire I1.4.3. — Pour tout 7,7 e E, ona
17 AT = 122 || lsin(F, D),
ot l’angle est pris dans le plan engendré par U, .
Remarque : en utilisant que |(, 7)| = |]7||H7|Hcos(ﬂ)\, on en déduit que
(4,0 + [T AT =127

de sorte que ||W A T|| < || T||.]| V|| avec égalité si et seulement si @ et ¥ sont orthogonaux.
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Proposition I1.4.4. — Formule du double produit vectoriel
Pour tous vecteurs 7, 7, W € E, ona

UNVNAND) = (L, )T — (U, V)W,
Démonstration. — Les applications E? — E
(U, 0, W) = U AT AD)

et
(W, 7, W)~ (U, W)V — (W, )W

sont trilinéaires, & valeurs dans Vect(?, ﬁ) Pour (e_f, €3, e_3>) une base de E, une base de E3
est (a), e_j>, e_;g) avec 1 < 1,74,k < 3 et on vérifie aisément que ces deux applications coincident
sur cette base et donc sont égales. O

Théoréme 11.4.5. — Formule de Rodrigues
Soit W € R3 un vecteur unitaire ; la rotation d’axe orienté par U et d’angle 0 s’exprime par
la formule

2 cosOT + (1 — cosh)(W, Z)U +sinfdd A Z.

Démonstration. — Notons f (?) le membre de droite de la formule de Rodrigues ; I’applica-
tion f : R3 — R? est une combinaison linéaire des trois applications linéaires :

— Tidentité 7 — T ;

— la projection orthogonale sur la droite dirigée par o : @ (7, 7)7,

— T U A
On complete U en une base orthonormée (7, v, W) de sorte que la matrice de f dans cette
base est

1 00 1 00 00 0
cosd [ 01 0 |+(1—cosf)| O O O | +sinf| 0 0 —1
0 01 0 0O 01 0

1 0 0

qui est bien la matrice de rotation | 0 cosf —siné de 'axe orienté par U et d’angle
0 sinf cosf
0. O

11.4.2. Angles. — On suppose que E est un R espace vectoriel de dimension 3 muni d’une
orientation. Comme en dimension 2, 'angle de deux vecteurs 7, o de E est une orbite sous
le groupe orthogonal SO(3,R).
Remarque : on notera bien que les orbites sous SO(3,R) et O(3,R) des couples de vecteurs
de FE, sont les mémes; en effet le retournement selon la bissectrice de 7, o dans le plan
P=<7u,7 > échange U et U. Ainsi il n’y a pas de distinction entre les angles orientés et
non orientés de vecteurs.

La mesure de I'angle (7, 7) se définit en le considérant comme un angle non orienté du
plan P =< 7,7 >,
Remarque : la relation de Chasles sur 'additivité des mesures des angles, n’est valide que
pour des vecteurs coplanaires.

On définit de méme les angles de demi-droites, de droites ainsi que leurs mesures.
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Définitions I1.4.6. —  — L’angle diédre est l'orbite sous SO(3,R) de deux demi-plans
limités par une droite commune orientée : les deux demi-plans P, P’ sont appelés les
faces et la droite commune :ﬁ/ Uaréte du diédre P.@.P’.

— On appelle mesure de ’angle d’une face, la mesure de l’angle non orienté des deux arétes
la définissant.

— On appelle rectiligne du diédre l’angle plan orienté obtenu en coupant le diédre par
un plan perpendiculaire Q a son aréte. L’orientation de l’espace et de l’aréte munit Q
d’une orientation et la mesure de l’angle diedre est alors la mesure de ’angle orienté
des droites PN Q et P' N Q du plan orienté Q.

— On définit la somme de deux diédres en faisant coincider leur aréte orientée et en
additionnant leur rectiligne ; on peut ainsi parler de plan bissecteur d’un diedre.

— Plus généralement on appelle angle polyédre la figure formée par plusieurs plans pas-
sant par un méme point S appelé sommet, et limités a leurs intersections successives,
lesquelles sont des demi-droites appelées arétes.

— Un angle polyédre est dit convexe s’il est tout entier d’un méme coté par rapport au
plan d’une quelconque de ses faces.

Remarque : les triedres sont nécessairement convexes.

Pour mesurer 'angle 6 que font deux demi-droites d’extrémité O, on trace un cercle de

centre O, de rayon r > 0 de sorte que 6 = @ ou [(r) est la longueur de l'arc de ce cercle
délimité par ces deux demi-droites. Plus généralement ’angle pan sous lequel on voit de O la
courbe I' est défini par l'intégrale

9_/(O—J\>/./,m)
v |loM|)2

On généralise ces définitions en dimension 3 avec I’angle solide :

Définition II1.4.7 — L’angle solide, mesuré en stéradian, d'un céne de sommet O est la
quantité
o _ s
r

ou s(r) est l'aire de la sphere de centre O et de rayon r délimité par le cone &.
L’angle solide sous lequel on voit de O la surface & est 'intégrale

// OM n)ds
IOMII3

FEzemple : 'angle solide de tout ’espace est 4.

ot 7 est le vecteur normal A & en M.

11.4.3. Formule d’Euler. — On nomme polyedre un volume limité par des surfaces toutes
planes : les portions de plan qui le délimitent sont appelés ses faces. Il est dit convexe s’il est
situé tout entier d’un seul et méme c6té par rapport au plan d’'une quelconque d’une de ses
faces.

Proposition I1.4.8. — Formule d’FEuler
Soient F' (resp. A, resp. S) le nombre de faces (resp. d’arétes, resp. de sommets) d’un polyédre
conveze, on a alors F — A+ S = 2.
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Démonstration. — Choisissons un point s a ’extérieur du polyedre P, au dessus de 'une de
ses faces f. Soit alors la projection stéréographique a partir de s sur un plan H parallele a
f a lextérieur de P et de 'autre coté par rapport a s. Par convexité de P et si s est assez
proche de f, I'image P’ de P est un polygone de points extrémaux les images des sommets de
f, découpé par d’autres polygones qui sont les images des autres faces. Soit k£ le nombre de
sommets de la face f; on rappelle que dans un polygone convexe a 3 < ¢ sommets, la somme
de ses angles est égale a (i — 2)m. On calcule alors la somme de tous les angles de P’ de deux
fagons différentes :

2
(S —k)2m+kn(1— E) =725 —-k—2)
qui est aussi égale a
2
S (i = dip)in(l— 2) = m(24 — k — 2F +2)
, i
ou f; désigne le nombre de faces formées de polygones a i cotés. Le résultat découle directement
de I'égalité de ces deux calculs. O

I1.5. Algébrisations

I1.5.1. Nombres complexes. — L’ensemble C des nombres complexes est un R-espace
vectoriel de dimension 2. L’application

0:C? =R o

(Zla 22) — 2122-52’1@

définit un produit scalaire sur C ~ R? tel que (1,4) est une base orthonormée. Par convention
le plan vectoriel C est orienté de sorte que la base (1,1) est directe.

Définition I1.5.1. — Si z est un nombre complexe de module 1 alors son écriture dans la
base orthonormée (1,7) est de la forme a + ib avec a® + b*> = 1 et il existe donc 0 € R/277Z tel
que (a,b) = (cosb, sinf). Le parametre 6 s’appelle I’argument de z.

Ainsi pour z € C, non nul, on peut ’écrire sous la forme r(cos@ + isinG), our = |z| est le
module de z et 6 'argument de é qu’on appelle encore 'argument de z.
Remarque : on note U 'ensemble des nombres complexes de norme 1 ; 'application argument
défini alors un morphisme de groupe U — R/Z7Z, i.e. 'argument de 2292 est la somme des

arguments de z; et zp. Via la notion d’exponentielle, on a aussi cosf + isinf = e'.

Revenons a la géométrie euclidienne affine ; étant donné un point O du plan affine euclidien,
les points du plan sont alors repérés par leur affixe qui sont un nombre complexe. Le produit
scalaire s’interprete via l'application ¢ ci-dessus.

Lemme I1.5.2. — Soient (A1, 1), , (An, ap) des points pondérés du plan affine euclidien
pointé en O repérés par les affives ay, - ,apn. St o := a1+ -+ + a, # 0 alors le barycentre
de ce systeme a pour affize éZ?ﬂ Q;a;.

S
Démonstration. — Le résultat découle de 1’écriture on? =3, 00A;. O

En ce qui concerne le groupe des similitudes directes, on a la description suivante.



54 CHAPITRE II. GEOMETRIE AFFINE EUCLIDIENNE

Proposition 11.5.3. — L’ensemble des isométries affines positives du plan affine vectoriel
pointé en O est en bijection avec C* x C wvia l'application (a,b) — (z +— az +b) :
— pour a = 1, on obtient la translation de vecteur d’affixe b;
— pour a # 1, la transformation z — az + b admet un unique point fire w =>b/(1 —a) :
— silal =1 avec a # 1, on écrit alors az +b sous la forme (2 —w) +w et on obtient
la rotation d’angle 0 et de centre le point Q) d’affize w ;
— silal = X\ # 1 alors az +b = \e?? (2 —w) +w est la similitude directe de centre w, de
rapport \ et d’angle 6.

Remarque : la structure de groupe sur C* x C par celle du groupe des similitudes directes se
décrit comme suit : (a,b).(a’,V') = (ad’, ab’ +b).

Corollaire I1.5.4. — Soient A,B,C,D quatre points distincts du plan affine euclidien
pointé en O repérés par leurs affixes respectives a, b, c,d € C. La mesure de l’angle de vecteur

(ﬁ, @) est donnée par l’argument du nombre complezxe %.

Démonstration. — Le vecteur A§ est repéré par 'affixe b — a de sorte que si on écrit %

sous la forme e, on voit que la rotation vectorielle d’angle 6 envoie la demi-droite dirigée

par B sur celle dirigée par C'D, d’ou le résultat. O

Remarque : en particulier les vecteurs E et C@ sont colinéaires (resp. orthogonaux) si et
seulement si % est réel (resp. imaginaire pur).

Remarque : la symétrie par rapport a la droite passant par O et dirigée par le vecteur d’affixe
1 € C s’exprime en complexe sous la forme z — Z, de sorte que tout similitude indirecte est
de la forme z — aZ + b. En particulier le groupe des similitudes du plan affine euclidien est

isomorphe au produit direct des groupes C* x C et Z/27Z.

Applications géométriques :
— P’équation complexe d’une droite :

— passant par My d’affixe zy et orthogonale & ¥ d’affixe a est (z— zo)a+ (2 — Zo)a = 0;
— passant par z; # 2o est, en utilisant le corollaire précédent, % = % soit
(22— Z21)z — (22— 2— 1)z + 2129 — 2122 = 0. Ainsi comme 1’équation d’une droite est

de la forme az + bZ 4+ ¢ = 0, I’équation de la droite passant z; et zo est

1 1 1
z z1 2 |=0.
Z Z 2

En effet en développant ce déterminant par rapport a la premiere colonne, on trouve
une équation de la forme az + bZ + ¢ = 0 qui est bien une équation de droite qui
passe par z; et zo car le déterminant s’annule clairement pour z = 21, 25.
— I’équation d’un cercle :
— centré en My d’affixe a et de rayon r est donnée par 2z —aZ —az+aa —1r> =0;
— passant par z1, 29, z3 distincts est donnée par

1 1 1 1

z 2 29 23

z 21 ) Z3
ZZ 2121 22Z22 23Z3

=0.
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En effet en développant par rapport a la premiere colonne on trouve une équation
de la forme azZ + bZ + cz + d = 0 qui est bien une équation d’un cercle si a # 0 et
sinon d’une droite et qui passe clairement par z1, 2o, 23. Le coefficient de 2z est nul
si et seulement si, d’apres ce qui précede, les points z1, zo, z3 sont alignés.

On note aussi que I'affixe de son centre s’obtient en faisant le quotient des coefficients
de z et de zZ, i.e.

1 1 1
z1 z2 z3
2121 2222 Z3%3
“= 1 1 1
Z1 Z9 Z3
Z1 Z2 Z3

En remarquant qu’une conique a une équation de la forme azz+bz%+cz?>+dz+ez+f =0,
on en déduit que ’équation de la conique passant par z1, 29, 23, 24, 25 est donnée par

1 1 1 1 1 1

z1 Z9 z3 zZ4 zZ5
z 21 29 z3 Z4 z5 —0
2 2 2 2 2 2 -
03 3 03 4 3

ZZ 2121 29222 2323 2424 525
I1.5.2. Quaternions. —

Définition I1.5.5. — L’ensemble H des quaternions est un R-espace vectoriel de dimension
4 muni d’une base {1, 4, j, k} que 'on munit d’une loi interne H x H — H définie par bilinéarité
a partir des relations suivantes :

12=1, li=il=4d, lj=jl=j, lk=kl=k
i?=—1, j?=—-1, kK = —1
ij=k, jk=1i, ki=j
ji=—k, kj = —i, ik = —j.
La partie réelle (resp. imaginaire) d’un quaternion a.l + b.i + ¢.j + d.k est le nombre réel a
(resp. b.i+c.j+d.k); il sera dit réel (resp. imaginaire pur) si sa partie imaginaire (resp. réelle)
est null.

Proposition I1.5.6. — Le R-espace vectoriel H muni de la loi interne . est un anneau non
commugtatif.
Démonstration. — La premiere solution un peu fastidieuse consiste a vérifier un a un les

axiomes qui font de (H, +,.) un anneau non commutatif. Une autre solution consiste & réaliser
(H, +,.) comme un sous-anneau de ’ensemble de matrices My(C). Explicitement notons

z —w
Hmat:{<w . )}CMQ((C)
et considérons 'application

f!H—)Hmat

a.l+bi+cj+dk— < a+db _C_dl>

c—di a—1b
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Ainsi la base de H devient

1:(5 ?) z=<3 _OZ->7 J’=((1) _01>7 kz(—oi _()i>'

On vérifie alors aisément que f est un isomorphisme d’espace vectoriel qui transforme la mul-
tiplication de H en la multiplication matricielle de H,,4;. La non commutativité est immédiate
puisque par définition i.j = —j.1. O

Remarque : la description de H en termes de matrices a coefficients complexes permet d’in-
troduire naturellement la conjugaison complexe en considérant I’application A — *A de H,,q:.

Définition I1.5.7. — Le conjugué a + bi + c¢j + dk d’'un quaternion a + bi + cj + dk est
a—bi—cj—dk.

Remarque : en particulier,
— pour u,v EHonau+v=1u+7et uv =0u;
— pouru € Het A €R, onalu=\a;
— pour u € H, u = u.

Définition I1.5.8. — La norme d’un quaternion u = a + bi + ¢j + dk est le réel positif
llu|| = Vua = VaZ+ b2 + 2 + 2.

Proposition 11.5.9. — L’anneau (H,+,.) est un corps non commutatif de centre R.1.

Démonstration. — Soit u € H non nul ; son inverse est ma Par ailleurs si w = a+bi+cj+dk
est dans le centre alors ui = at —b —ck 4+ dj et iu = ai —b+ ck — dj et donc ¢ =d = 0. De
méme 'égalité ju = uj fournit b = 0 et donc u est réel. Réciproquement tout quaternion réel

est bien dans le centre. O
Remarque : si u € H est de norme 1 alors u~! = 4.
Remarque : la norme est multiplicative, i.e. ||uv|| = vvuo = wvou = (vo)uu = ||ul|.||v]|.

Proposition I1.5.10. — Le corps H est une extension de degré 2 de C.

Démonstration. — On injecte tout d’abord C dans H en envoyant a 4 ib € C sur a + ib € H.
La multiplication de H permet ainsi de définir une action

CxH—H
(z,u) — uz

de C sur H. De I’égalité (u+v).z = uz+wvz, on en déduit que H est ainsi muni d’une structure
de C-espace vectoriel avec (1, j) comme base, d’ou le résultat. ]

Définition I1.5.11. — On identifie 'ensemble H" des quaternions imaginaires purs & l’es-
pace R3 en identifiant x = 17 + x2j + 23k au vecteur 7 = (71,22, 73) € R3.

Proposition I1.5.12. — Soient x,y € H™ des quaternions imaginaires purs et ?,7 les
vecteurs de R?® correspondant. La partie réelle de xy est égale a —(? |7) et sa partie imagi-
naire s’identifie au vecteur A 7
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Démonstration. — On calcule

xy = —(x1y1 + 22y2 + x3y3) + (v2y3 — x3y2)i + (x3y1 — 1y3)J + (T1y2 — 22y1)k

et le résultat en découle de la formule qui exprime les coordonnées du produit vectoriel de

deux vecteurs. O
. . 1 . . . . 2 o 7 2
Remarque : en particulier pour un quaternion imaginaire pur z, on a z° = —||7||°.
Corollaire 11.5.13. — Des vecteurs 7, 7, Z forment une base orthonormée si et seulement
si les quaternions imaginaires purs associés x,y, z vérifie les relations suivantes :
2_ .2 2 _ _ _ _ _ _ _
rr=y"=z2"=-1, zy=—-yr=2z, Yr=-—-zy==x, 2r=—IZ=1Y.
Démonstration. — Les premieres relations s’interpretent d’apres la remarque précédente en

disant que les vecteurs ?, 7, 7 sont unitaires. Les relations d’anticommutation sont auto-
matiques car x,y, z sont imaginaires purs. Enfin le fait que zy, yz, zx soient imaginaires purs
est équivalent & demander que 7, 7, Z sont orthogonaux deux a deux et 1’égalité xy = 2
s’interprete en A 7 = 7 et donc la base (7, 7, 7) est directe. ]

Notation I1.5.14. — Soit U= {u € H: ||u|]| =1} Uensemble des quaternions unitaires.

Définition I1.5.15. — Pour u € U un quaternion unitaire, soit ®, : H — H définie par
®, () = uri.

Remarque : pour tout u € U, ’application ®,, est un morphisme d’anneau tel que
Dy(z) = ©u(T), Pur=Idr, [|Pu()|l=lz]l

de sorte que la partie réelle de @, (x) est égale a celle de x. Par ailleurs l'application ® : u €
U — @, est un morphisme de groupe de noyau égal & {£1} soit 'ensemble des quaternions
unitaires réels.

Corollaire 11.5.16. — La restriction V¥, de ®, auzr quaternions imaginaires purs est, via
Videntification de H'™ avec R3, un automorphisme unitaire positif que lon notera Rot, :
R3 — R3. L’application u — Rot, est alors un morphisme surjectif de U sur SO(3,R) de
noyau {+1}.

Démonstration. — Nous avons déja vu que ¥, était unitaire, il reste donc a voir qu’il est
positif. Soient donc x,y, z des quaternions imaginaires purs tels que leurs images ?, 7, Z
forment une base orthonormée de R3. D’apres le corollaire cela équivaut a demander
la liste des relations de loc. cit. lesquelles sont clairement conservées par ¥, et donc ¥, est
bien positif.

Nous avons déja noté que u — Rot, était un morphisme de groupe dont le noyau était
{£1}; en ce qui concerne la surjectivité elle découle du lemme suivant en notant que pour

€ R? de norme 1 et 6 réel z = cosf + sinfx appartient a U :

(cosf + sinfz)(cosh — sinfx) = 1.

Lemme I1.5.17. — Soit 7 € R3 de normel ; pour 6 € R, on pose

u(@,0) = cosg + singx
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ot x est le quaternion imaginaire pur associé o . Alors Roty,(z 9 : R3 — R3 est la rotation
d’aze T et d’angle 0.

Démonstration. — Complétons 7 en une base orthonormée directe (?, 7, 7) de sorte que
les quaternions associés x, y, z vérifient les relations du corollaire Comme x commute
avec tout combinaison linéaire de 1 et =, on a W,z o) (z) = z. En utilisant la relation zy = —yz
on calcule

0 ) 0 0
‘Pu(7,6) (y) = (COSQ + 51n§x)y(cos§ — 51n§x)

= (cosg + singx)(cosg + singm)y = (cosfsinfz)y = cosfy + sinfz.

2 2
De méme on obtient ¥,z )(z) = (cosf +sinfx)z = —sinfy + cosfz et on retrouve la rotation
d’axe 2 et d’angle 6. O
Notation II1.5.18. — Pour x € H™ et § € R, on note

¥ .= cosf + sinfz.
On notera que le quaternion imaginaire pure x joue un réle identique a celui du nombre
complexe 17 :
(cosfl + sinfz)(cosp + singz) = cos(6 + ¢) + sin(0 + ¢)z.

Corollaire I1.5.19. — La rotation Rot, : R3 — R3? induite par un quaternion unitaire
u=a+bi+cj+dk € U avec u # +1 est la rotation d’angle & = arccosa autour de

¥ = e (b0 d).

Démonstration. — Ce sont des valeurs de 6 et 7 qui donnent u(Z,0) = a+bi+cj+dk. O

On peut utiliser la paramétrisation suivante pour expliciter la composition de deux rotations
Ox

vectorielles a partir de la définition de la multiplication des quaternions sous la forme e"”.
_>

Corollaire I1.5.20. — Soient 7, b € R3 de norme 1 et soient o, € R. Si Rotg , o

Rot 5 # 1d alors

Rotg 4 © Rot—gﬁ = Rotz
avec 0 < v < 2w vérifiant
Yy a B a.f
cos— = coS—cos— — sin—sin—(

RS
2 29%% psing (@, 0)

7= 17
et avec ¢ = o VU pour
B B

v = cos%sin§ b + COS§SID%E> + sin%singﬂ> A
Notation I1.5.21. — On notera les quaternions sous la forme a+ ? avec a € R et ? eR3

que on identifie respectivement a sa partie réelle et imaginaire.

b

Remarque : avec ces notations le produit quaternionique de deux vecteurs est alors
_>
PA=—(TF |1 )+PAT

Corollaire 11.5.22. — Pour a + ? un quaternion unitaire, la rotation associée est

Rot,,#(Z) = (2a° - 1)Z +2(P | T)F + 2T A 7.
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Démonstration. — On calcule W, (2) = (a + p)z(a — p) = a’x + a(px — xp) — prp ce qui en
utilisant la notation ci-dessus

P -T T = (B D+ TATH(T | ) -TAT =27 AT
De méme on a
PEF -7 wmm?)
7!?p+ (T ZAD) =T AT AT)

!?erp/\ ?/\?)

ce qui en utilisant la formule du double produit vectoriel donne 2(7 | Z) 7 — || 7|27 et
donc comme u est unitaire || P||2 = 1 — a® d’oi le résultat. O






CHAPITRE III

GEOMETRIE INVERSIVE ET SPHERIQUE

Jusqu’a présent les cercles ont été définis dans le cadre de la géométrie euclidienne et
possede une nature bien distincte des droites. Cependant il existe de nombreuses situations
ou les droites et les cercles semblent se confondre. Que 'on se rappelle par exemple le critere
de cocyclitité en termes de birapport : 4 points sont alignés ou cocycliques si et seulement si
leur birapport est réel. Dans le paragraphe suivant nous allons donner d’autres exemples ou
des droites sont changées en cercle sans que la conclusion du théoréme en soit modifiée.

L’explication de ce phénomene réside dans une nouvelle géométrie dite inversive ou :

— Despace est la sphere unité S? de R3;

— son groupe, appelée le groupe circulaire, est constitué des bijections de S? qui conservent
les cercles, i.e. qui envoient un cercle de S?, obtenu comme ’intersection de S? avec un
plan, sur un cercle de S2.

Via la projection stéréographique, on envoie S? privé de son pole nord N sur le plan R?

identifié & C de sorte que S? s’identifie & C [[{oc}. Un cercle C de S? devient alors soit :

— un cercle si N ¢ C;

— une droite si N € C.

On donne ainsi un sens a l’expression largement répandu < qu’'une droite est un cercle passant
par oo >. Par projection stéréographique, les éléments du groupe circulaire s’identifie alors &
des transformations de CJ{oo} qui conservent les cercles/droites. Celles qui conservent oo
doivent ainsi conserver :

— les droites de C et sont, d’apres le théoreme fondamental de la géométrie affine, des

applications affines;

— les cercles de C et étant affines, ce sont donc des similitudes.

Le groupe des similitudes de R? est donc un sous-groupe du groupe circulaire ; il reste alors &
étudier les transformations circulaires qui ne stabilisent pas co ce qui nous amene a introduire
des transformations classiques de la géométrie du lycée : les inversions.

Ainsi des énoncés de géométrie planes qui ne font intervenir que des cercles et des droites
peuvent étre considérés comme des énoncés de géométrie inversive, i.e. comme la projection
stéréographique d’une figure dessinée sur la sphere S?. L’avantage de ce point de vue est
que l'on peut appliquer les transformations de cette nouvelle géométrie, particulierement
des inversions puisqu’elles n’étaient pas présentes dans la géométrie semblable, le but étant
d’obtenir une figure plus simple que 1’on considérera dans le cadre de la géométrie euclidienne,
géométrie avec un groupe plus petit et possédant donc plus d’invariants, angles, distances,
permettant d’attaquer le probleme.
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Cette stratégie s’appelle le changement de géométrie : on part d’une géométrie <« pauvre >avec
un gros groupe de transformations afin de modifier le probleme pour le ramener dans une
configuration plus simple, puis on résoud ce nouvel énoncé dans une géométrie plus riche
possédant plus d’invariants; on renvoie le lecteur au §7?7 pour une illustration de cette
stratégie.

Dans un deuxiéme temps, de maniere similaire au passage de la géométrie affine a la
géométrie euclidienne, nous introduirons une métrique sur S? de sorte que muni de son sous-
groupe des transformations circulaires conservant cette métrique, nous obtenons une nouvelle
géométrie appelée géométrie sphérique. L’étude des triangles de cette géométrie est a la
fois :

— tres similaire a celle de la géométrie euclidienne, que ’on regarde par exemple ’analogue

de la loi des sinus ou de la formule d’Al-Kashi ;

— et aussi tres différente : par exemple la somme des angles d’un triangle sphérique n’est

pas fixe et toujours > 7.
Une application classique de ces formulaires de trigonométrie sphérique sont les problémes de
navigation terrestre : déterminer un cap revient a calculer un angle d’un triangle.

IT1.1. Les inversions : définition et premiéres propriétés

Avant de définir la géométrie inversive, son espace et ses transformations, nous allons
introduire et étudier les de nouvelles transformations de ’espace, qui ne sont pas affines et
qui sont directement reliés au groupe de notre nouvelle géométrie d’au moins deux fagons :

— les éléments de ce groupe peuvent étre vus comme la restriction d’inversions en dimen-

sion supérieure, cf. la proposition [[11.2.6|;

— i on ne veut pas utiliser des transformations < externes > a notre espace, ce groupe est

constitué de similitudes et d’inversions, cf. le théoréme [[11.2.4]

II1.1.1. Définition générale. — Considérons momentanément l’espace euclidien R? pour
d > 1 que 'on considére comme un espace affine pointé en O. On rappelle la définition de la
puissance d’un point par rapport & un cercle, cf.

Définition III.1.1. — La puissance d’un point A par rapport a une sphere S(2, R) centré
en () et de rayon R, est la quantité

ps(A) == AQ? — R2.

Introduisons a présent les inversions, introduites des 1831 par Magnus dans le cadre de la
géométrie plane.

Définition III.1.2. — Pour A € R%, on appelle inversion de pole A et de rapport p?,
I'application de R¥\{A} dans lui méme qui & tout point M # A fait correspondre le point M’
de la droite (AM) tel que AM.AM' = p?.

Remarque : une involution est une application involutive et donc bijective. Afin de réintroduire
le point A, on considére un point nommé oo échangé avec A par une inversion de pole A.
Remarque : on dira par fois inversion par rapport au cercle C(A, p) pour désigner I'inversion
de centre A et de rapport p?.
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II1.1.2. Sur quelques relations métriques dans C. — Etant donnée une inversion de
centre A, on se propose de donner des relations métriques et angulaires relativement a deux
points M, N et leurs images respectives M’, N’; on peut ainsi sans restriction se limiter au
cas de la dimension d = 2.

Proposition II1.1.3. — Soit P,Q des points distincts du centre O d’une inversion i; on
note P', Q' les images respectives de P et Q. On a alors

QPO =0Q'P'.

Démonstration. — Notons 2 le rapport de I'inversion i de sorte que OP.OP’ = 0Q.0Q’ = r2.
On en déduit alors que % = % et donc que les triangles OPQ et OQ'P’ sont semblables

d’ou le résultat. O

Corollaire II1.1.4. — Soit i une inversion de centre O. Pour M, N des points distincts de
O et M', N’ leur image respective par i, les triangles OMN et ON'M’ sont semblables.

Corollaire II1.1.5. — Avec les notations de la proposition précédente, pour R € (OQ)
d’image R’ par i, on a

QPR=-QPR.

Démonstration. — On écrit @ = @ —RPO qui d’apres la proposition précédente est
alors égal & OQ'P' — OR'P' = R'P'Q)' d’ou le résultat. O

P’

FIGURE 1. Inversion et triangles semblables

Corollaire II1.1.6. — Soit i l'inversion de centre O et de rapport p*>. Pour M, N des points
distincts de O, et M', N’ leurs images respectives par i, on a
P’ MN
OM.ON’
Démonstration. — Les triangles OM N et ON’M’ étant semblables on a
M'N’"  ON' _ p?
MN ~ OM ON.OM
d’ou le résultat. O

M/N/ —




64 CHAPITRE III. GEOMETRIE INVERSIVE ET SPHERIQUE

Remarque : on peut aussi utiliser le théoreme d’Al-Kashi dans les triangles AMN et AM'N' :
A _ MA?24NA2—MN?
cosA = 2ALA NA
_ M'AYN'A—(M'N')?

2 .
p* (MA%NA]g)f (M'N")2M A2 N A?

204 MA.NA
4 2
ce qui donne de nouveau (M'N’)? = %.
111.1.3. Hyperplans et spheres. — Commencons par quelques remarques simples :

— un hyperplan passant A est globalement invariant ;
— une sphere centrée en A et de rayon p est invariant point par point.

Proposition III1.1.7. — Une sphére S(Q, R) telle que uc(A) = p? est globalement invariant
par Uinversion de pole A et de rapport p?.

Démonstration. — Soit M € S(Q, R) et soit M’ le deuxiéme point d’intersection de la droite
(AM) avec S. Soit alors N le point de C diamétralement opposé & M ; on a

AN AN — AM.AM' = AM.(AN + N

_ A AN = E+QM ESHW

= AQ? - R?
et donc M’ est I'image de M par 'inversion de pole A et de rapport pc(A). O
Corollaire II1.1.8. — L’image d’une sphére S ne passant pas par A par inversion in,, de

pole A et de rapport p® est la sphére S’ obtenue a partir de S par homothétie de centre A et
2
de rapport uspi(zﬂ'

Démonstration. — Notons i ,(S) = ia, 01, ,.a)/2(5) et le résultat découle du fait que
ia,p i, est 'homothétie de centre A et de rapport (%)2. O

Remarque : on notera bien que le centre de S’ n’est pas I'image par I'inversion du centre de

S.

Proposition II1.1.9. — Soit S une sphére passant par A et soit B le point de C
diamétralement opposé a A. L’image de S par linversion de péle A et de rapport p?,
est l’hyperplan passant par l’image B’ de B et perpendiculaire o (AB).

— — ——
Démonstration. — Pour tout point M de S, on a AM.@ = AM.AM = AM?. Ainsi, on a

AR — P TP "2
AM' AB AMZAMABQE B)

d’ou le résultat. O

Qorollaire IIT.1.10. — Théoréme de Ptolémée
Etant donné un triangle ABC et P un point du plan, on a

CP.AB > AP.BC + AC.BP

avec €galité si et seulement si P appartient au cercle circonscrit ¢ ABC.
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Démonstration. — Soit donc ABC un triangle et P un point du cercle circonscrit & ABC
appartenant a ’arc délimité par A et B. Une inversion de centre P et de rapport k trans-
forme A, B,C en trois points A’, B’,C’ alignés dans cet ordre. D’apres I’égalité
A'C' = AB’ + B'C’ se traduit par AP.BC + AC.BP = CP.AB.

Pour P n’appartenant pas au cercle circonscrit & ABC, les points A’, B/, C' appartiennent &
un cercle de sorte que I'inégalité triangulaire A'C’ < A’B’+ B'C’ est stricte et donc CP.AB >
AP.BC + AC.BP. [

Remarque : en utilisant 'involutivité des inversions, on en déduit alors le corollaire suivant.

Corollaire III1.1.11. — L’image d’un hyperplan ne contenant pas A par une inversion de
pole A est une sphére passant par A.

Remarque : d’apres|1.2.4] I'intersection d’une sphere S(2, R) de R? avec un sous-espace affine
F de dimension r est la sphére de dimension r — 1 de F centrée au projeté orthogonal w de

Q) sur F et de rayon r tel que R? = Qw? 4 2.

Définition ITI1.1.12. — Etant donnée une sphere S de RY, ses sphéres de dimension r — 1
seront les intersections de S avec les sous-espaces affines de dimension 7.

Corollaire IIT.1.13. — Soit S une sphére de lespace affine R? et A un point de S. L’image
d’une sphére de dimension r — 1 de S par une inversion ia de pole A est une sphére de
dimension r — 1 de Uhyperplan H = i4(S5).

Remarque : pour d = 2, une inversion s’exprime comme une anti-homographie involutive
et transforme les birapports en leur conjugué complexe. Comme quatre points sont alignés
ou cocycliques si et seulement si leur birapport est réel, on retrouve bien que les inversions
conservent les cercles droites du plan.

Démonstration. — Une telle sphére de dimension r est I'intersection de S avec un sous-espace
affine F de dimension r. D’apres ce qui précede 'image de F par i4 est une sphére Sr de
dimension r de sorte que 'image cherchée est I'intersection de S, avec H et donc une sphere
de dimension r — 1 de H. O

II1.2. Présentation de la géométrie inversive

Le but de ce paragraphe est d’introduire la géométrie inversive et donc de décrire a la fois
I’espace et son groupe. Comme précédemment notre présentation n’est pas axiomatique mais
repose sur notre connaissance de ’algebre linéaire et nous renvoyons au §77 pour une breve
présentation axiomatique.

II1.2.1. La projection stéréographique de la sphére de Riemann. — Soit 52 la
sphere unité, 2 + y? + 22 = 1 de R? appelée la sphére de Riemann.

Définition II1.2.1. — La projection stéréographique est I'inversion de centre le pole nord
et de rapport 2 de sorte que 'image de S est le plan de I’équateur.
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Remarque : autrement dit, la droite qui joint le péle Nord N (0,0, 1) au point (u,v,0) du plan
de I’équateur z = 0 recoupe S au point

2u 2v u? +0v2 -1
T=2i2+1 VT 2i 21 T l2r2a1
ut +v4 41 ut +v-+1 ut +v-+1
Inversement étant donné un point (z,y, z) de S distinct de IV, la droite qui le joint & N coupe
le plan de I’équateur au point de coordonnées
€z Y
12 YTi—z
On obtient ainsi une bijection du plan de I’équateur que 'on identifie avec C, avec la sphére
privée du pole Nord. Ainsi via la projection stéréographique on peut voir la spheére de Riemann
52 comme C = CU {00} ; nous verrons au chapitre suivant qu’il s’agit de P1(C). La topologie
sur S est alors celle de C a laquelle on rajoute les ouverts du type (C\K) U {co} ot K est un
compact de C; par définition la projection stéréographique est un homéomorphisme.

U

II1.2.2. Le groupe circulaire. — Comme précédemment, les cercles de S? sont ses inter-
sections avec les plans et rappelons que d’apres I'image d’un cercle par la projection
stéréographique est une droite ou un cercle selon que le cercle de S? passe ou ne passe pas
par le pole nord N.

Définition II1.2.2. — Le groupe circulaire est le sous-groupe G du groupe des permutations
de S? qui envoient tout cercle de S? sur un cercle de S2.

Remarque : une fagon simple de décrire les bijections de S? est de d’identifier S? avec C[[{oc}
via la projection stéréographique, et de décrire les permutations de S? comme des fonctions
complexes z € C[[{oo} — f(2) € CI[{oc0}.

Lemme III1.2.3. — Via l'identification de S* avec C[{oo} par la projection stéréographique,
toute bijection de S? qui stabilise le péle nord d’image oo, induit une similitude de C?.

Démonstration. — Par hypothese une telle bijection stabilise les cercles de S? passant par oo
(resp. ne passant pas par 00), i.e. les droites de C2 (resp. les cercles de C). D’apres le théoreme
fondamental de la géométrie affine, une telle bijection est donc affine et conserve les cercles :
c’est donc une similitude. O

Exemples :

z4+b siz#oo

00 siz=o00 "

ez siz# oo

oo siz=o0

az+boulal =1 siz#oo
siz=o00 '

— Translations de vecteur b € C : z +— {
— Rotations d’angle 0 par rapport a 0 : z —

— Isométries directes : z — {
Z slz#o0
00 siz=o00 '
az+boulal =1 siz#
ooy { b0l .

— Symétrie par rapport a l'axe réel : z — {

— Isométries inverses : ) .
sl z =00

kz sl z# o0

— Homothéties de centre O et de rapport k € R* : z — { i .
oo siz=o00
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— Similitudes directes : z — az+b sizzoo

o0 siz=o00 '
o . Z4+b si
— Similitudes inverses : z — { az+ o e 7 0 .
00 siz =00
ko siz+#a,00
. R . z—a
— Inversion de pole a et de puissance k: z+— ¢ 0o siz=a
a si z =00
Zjig sic#0et z¢{o0,—d/c}
a/c sic#0et z=00
— Homographie : z +— ¢ o0 sic£0et z=—d/c
%ers sic=0et z5# 00
o) sic=0et z=00
— Anti-homographie : une homographie composée avec la symétrie par rapport a ’axe des
réels.
Théoréeme III.2.4. — Le groupe circulaire G est le groupe engendré par les similitudes et

les inversions. Plus précisément, un élément f de G est de la forme f =s ou f =soi, ou s
est une similitude et i une inversion.

Démonstration. — Soit a tel que f(a) # oo et considérons une inversion i de pole a; on pose

g=iot 1o foioltest la translation de vecteur af(a). Il vient g(oco) = oo de sorte que g
induit une bijection A de C qui conserve :

— les droites et donc h est un élément du groupe affine;

— les cercles et donc h est un similitude affine.
On adonc f =toiogoi=togojoioujest une inversion. Si i et j ont le méme podle que 7
alors j o4 est une homothétie et sinon j o7 = o o’ oll o est une isométrie et i’ une inversion.

On a donc obtenu le résultat. O
Corollaire II1.2.5. — Le groupe circulaire est la réunion des homographies et des anti-
homographies.

Proposition II1.2.6. — L’application

az+b
a b Z czjr_d
( ) Q¢ —c¢/d— oo
c d
o0 afle

induit un isomorphisme de groupe entre PG Lo(C) et sous-groupe du groupe circulaire réunion
des homographies.

Démonstration. — O

En se rappelant que S? est plongé dans R? et que celui-ci possede des inversions, on peut
introduire le sous-groupe suivant du groupe circulaire.

Définition III.2.7. — On note Mob le sous-groupe des transformations de R3 engendré par
— les inversions conservant globalement la sphere unité S? et
— les réflexions par rapport a des plans passant par O et donc conservant S? globalement.

Proposition II1.2.8. — Le morphisme du groupe de Mdbius vers le groupe circulaire qui a
un élément de Mob associe sa restriction a S?, est un isomorphisme.
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I11.3. Invariants conformes

Selon le principe général il s’agit de décrire les orbites sous ’action du groupe circulaire,
ou conforme, d’un uplet de points ou de cercles de S2.

I11.3.1. L’invariant de Mdobius. — On commence donc par regarder le cas d’un uplet
de points de S2. Notons que comme PG Lo(C), le groupe circulaire est une variété réelle de
dimension 6. On s’attend donc & ce que son action sur les triplets de points distincts de S?
soit transitive.

Proposition II1.3.1. — L’action du groupe circulaire est transitif sur les triplets de points
distincts de S? ; plus précisément Uaction du sous-groupe des homographies est simplement
transitive.

Démonstration. — Quitte a appliquer une translation on peut se ramener au cas ou les deux
triplets ont un point commun qui apres inversion est le point co. On conclut alors en utilisant
que laction du groupe semblable (resp. des similitudes directes) sur les couples de points
distincts de R? est (resp. simplement) transitive. O

Toujours pour des raisons de dimension, les orbites des quadruplets de points de S? sous
'action du groupe circulaire devrait étre paramétrées par R? i.e. par un nombre complexe.

Définition III.3.2. — Pour a,b,c,d € S?, tels que a,b, c sont distincts, d’apres la propo-
sition précédente, il existe une unique homographie qui envoie (a, b, ¢) sur (00,0, 1) ; on note
alors [a, b, c,d] € S? I'image de d par cette homographie; [a,b, ¢, d] est appelé invariant de
Mobius des points a, b, ¢, d.

Par définition et simple transitivité des homographies sur les triplets de points distincts de
52, on en déduit la proposition suivante.

Proposition II1.3.3. — Les orbites du groupe de Mobius sur les quadruplets de points dis-
tincts de S% sont en bijection avec S? via Uinvariant de Mdbius.

Corollaire II1.3.4. — Soient a,b,c,d quatre éléments de S? identifié avec C[[{oo} via la
projection stéréographique, avec a,b,c distincts. Le birapport [a,b,c,d] € C[[{oc} est donné
par la formule

(c—a)(d—Db)
b,c,d| = —————=
avec les conventions de calcul usuelles sur 0 et oo, i.e.
Vz, z+00=00, 2z#0, z.00=00, et pour z # 00 z — 00 = 00, i:0, E:oo.
00 z
Démonstration. — L’homographie h de S? sur S? qui ameéne a, b, ¢ en 00,0,1 admet a pour
pole et b pour zéro. Elle est donc de la forme h(t) = k(t — b)/(t — a). Comme h(c) =1, on a
nécessairement k = (¢ — a)/(c — b) d’ou le résultat. O

Remarque : on renvoie le lecteur au pour de plus amples développements sur le
birapport en notant que S? s’identifie avec P*(C).
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I11.3.2. Invariant conforme de deux cercles de la sphére de Riemann. — Rappelons
que pour deux cercles C et C’, ’axe radical de C,C’ est 'ensemble des points d’égale puissance
par rapport & C et €' donné par 'équation OM?2 — O'M? = R? — R'? soit 2.0'M.0'0 =
R? — R? + 0'0O? qui est donc la droite perpendiculaire & OO’ et passant par I € (00') tel

/
T R2-R240'0?
que O'] = SO

Proposition II1.3.5. — Soient C,C' deux cercles du plan affine euclidien, de rayon respectifs

2, pl2_ g2
R, R’ et de centre O,0" avec d = OO'. La quantité ¢ = % est invariante par une
inversion de péole P ¢ CUC'.

Démonstration. — Dans le cas ou C et C’ s’intersectent en un point P, dans le triangle OO’ P,
on a 002 = PO? 4+ PO'? — 2.PO.PO'.cosOPO’ et donc l'invariant en question n’est autre

que que le cosinus de ’angle OPO' qui est aussi celui entre les tangentes en P de C et C’
lequel est conservé par inversion.

Dans le cas général, soit P n’appartenant ni & C ni & C’ le pole de 'inversion et u son
rapport ; on note I' et T les cercles images de C et C’, de centre w,w’ et de rayon p, p’. On
rappelle que ' (resp. I') est 'image de C (resp. C’') par ’homothétie de centre P et de rapport
£ (resp. £) ol s (resp. s') est la puissance de S par rapport a C (resp. C’') de sorte que la
puissance de P par rapport a I (resp. I') est o = %2 (resp. o’ = ’;—,2) Dans les triangles POO’
et Pww', on écrit

d* = PO% + PO"? — 2.PO.PO' .cosOPO!, ww
avec o = OPO' = @, de sorte qu’en utilisant s = PO% — R? et s/ = PO'2 — R'? (resp.
0= Pw? — p? et o/ = Pw'? — p'?), on obtient

2 —R2—R?=5s+3 —2P0.PO cosa
ww?—p?—p? =040 — 2Pw.Puw'cosa

? — 62 = Pw? + Pw'? — 2Pw.Pw' .coswPo!

e ’ . 7’ / 2 / .
En utilisant les égalités ‘Tsig, =i = %, on obtient

R?2+ R? - g2 s+s —2.PO.PO'cosa s’ RR

/

P2 +p2—-82  o+0 —2.PwPuw.cosac pu  pp

ce qui donne le résultat. O

Remarque : C et C’ sont non sécants (resp. sécants, resp. tangents) si et seulement si ¢ >
(resp. ¢ < 1, resp. c = 1).

Définition III.3.6. — Soient deux cercles Cy et C| de S'; I'invariant conforme ¢(Cp, () est
défini comme suit :
— si N n’appartient pas & Cy UC{), alors c’est I'invariant conforme de leurs images par la
projection stéréographique au sens de la proposition précédente;
— sinon, pour A ¢ Cy UC|), on consideére un élément du groupe circulaire qui envoie A sur
N et on note C; et Cj les cercles de S images de Cy et C{; on pose ¢(Cop,C))) comme
l'invariant conforme de Cy,C] au sens du tiret précédent.

. . . . versi C
Remarque : comme le groupe circulaire est engendré par les inversions et les similitudes et
que celles-ci, conservent 'invariant conforme, on voit que la définition précédente ne dépend
pas des constructions.
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Proposition I11.3.7. — Soient C(O,R) et C'(O', R') deuzx cercles non sécant; les cercles
orthogonaux a C et C' sont ceuxw centrés sur l’axe radical et passant par les points L, L’ tels
que LI? = L'T? = JO? - R2 =JO'? — R,

Démonstration. — Soit C” (w, p) un tel cercle de sorte que R2 4 p? = Ow? et R2+ p? = O'w?
et donc Ow? — R2 = O'w? — R? = ,0 et donc w appartlent a l’axe radical. Notons L, L'/
'intersection de C” N (O ) LI’ + Iw? = Lw? = p? = Ow? — R? et donc LI%? = OI? — R2 et
de méme L'I? = O'I* — R™? avec LI = LI'. O

Corollaire II1.3.8. — Soient deuz cercles C,C' non sécants ; il existe alors une inversion f
telle que f(C) et f(C') soient deuz cercles concentriques.

Démonstration. — Soit f une inversion de pole L et de puissance i quelconque. Les images
f(C) et f(C') sont des cercles qui sont orthogonaux a tous les f(X) ot X est un cercle quel-
conque centré sur I'axe radical de C,C’ et passant par L. Or les f(X) sont des droites qui
passent donc par les centres de f(C) et f(C’) lesquels sont donc dans U'intersection de tous les
f(X) et sont donc confondus. O

Remarque : ainsi dans chaque orbite de ’action du groupe circulaire sur les couples de cercles
de S, il existe un couple de la forme suivante :
— les deux cercles ont le méme centre A;

. 7 N . -\ /. 2
— le rayon du premier cercle est égal a 1 et celui du deuxieme R vérifie RQ}ng =c

IT1.4. Géométrie sphérique

Rappelons que la géométrie euclidienne consiste a munir ’espace affine d’une métrique et
a n’en considérer que les transformations affines qui conservent cette métrique. Parallelement
la géométrie sphérique est la géométrie inversive munie d’une métrique que nous allons définir
dans le paragraphe suivant.

II1.4.1. Métrique. — On pourrait munir S? de la métrique induite par R?® mais alors
pour tout courbe de S? reliant M & N, la longueur de cette courbe serait toujours strictement
supérieure a la distance entre M et IV, ce n’est pas vraiment ce que l’on attend d’une bonne
métrique au sens de la définition suivante.

Définition III.4.1. — Un espace métrique est dit intrinseque s’il est connexe par arcs et si
d(x,y) = inf{longueur des courbes reliant x & y}.
La bonne solution est plutot considérer la distance suivante.
Définition IIL.4.2. — On munit S? de la distance
M, My € 5% — d(My, M) = arccos(m ] O—J\Jg)

Remarque : cette métrique est bien intrinseque, le plus court chemin allant de My a My étant
alors le plus petit arc de grand cercle reliant M; & M,. La topologie induite sur S? est celle
induite par R? avec sa métrique naturelle.

Remarque : un vecteur unitaire 7 définit un point A € 52 via la formule 7= OA on notera
alors d(7’, %) la distance d(A, B) pour A, B € S tels que @ = OA et Y = OB.
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II1.4.2. Aire d’un triangle sphérique. — Pour M € S?, le plan tangent & S? en M est
muni de sa structure euclidienne et orienté & 1'aide de OM, i.e. (2, 7/) en forme une base

s
directe si et seulement si (7, 7, OM) est une base directe de R3.
La mesure de Lebesgue des plans tangents permet de définir un volume infinitésimal et
donc une aire pour les parties mesurables de S2.

Définition III.4.3. — On appelle fuseau d’angle a de S2, la partie de S? comprise entre
deux demi-grands cercles de mémes extrémités £ M et dont les vecteurs normaux aux plans
les définissants font un angle a.

Proposition II1.4.4. — L’aire d’un fuseau d’angle o est égale a 2c.

Démonstration. — Prenons des coordonnées de sorte que =M soient les poles de sorte que

I’aire cherchée est égale a
a /2 @
/ / cosfdpdl = / 2d¢ = 2.
0 J—m/2 0

Remarque : le vecteur tangent & une courbe de S? est un vecteur du plan tangent & S? en M.
En particulier ’angle o d’un fuseau est ’angle entre les vecteurs tangents aux grands cercles.

O]

Définitions II1.4.5. —  — Un triangle de S? est un triplet (A, B, C) de points de S tels

que les vecteurs
T =04, ¥=0B, Z=00,

sont linéairement indépendants.

— Ses cotés sont les morceauz de grand cercle qui relient les points entre eux ; leur longueurs
sont définies par d(?, ?)

— Les angles auxr sommets sont définis par ’angle entre les vecteurs tangents dans le plan
tangent euclidien ¢ S en A : a = d(z,,75) ot T, (resp. T5) est le deuzieme vecteur
fourni apres z par ['orthonormalisation de Schmidt appliqué a {7, 7}, i.e. gv_>y = H—%H

%
avee X = i — (x| y). 7 (cela correspond aussi o Uangle diédre formé par les plans

correspondants).
Proposition II1.4.6. — Formule de Girard L’aire d’un triangle sphérique est égale a
a+B+y—m.
Démonstration. — Soit D la demi-sphere délimitée par le grand cercle y, z et contenant z

dans son intérieur. A des ensembles de mesure nulle pres, D admet la partition en quatre
ensembles T, A, B, C ou T est le triangle considéré, T'U B (resp. T'U (') est un fuseau d’angle
B (resp. ) tandis que T'U A a méme aire que A U (—=7) qui est un fuseau d’angle « ce qui
donne

27 = A(D) = A(T) + A(A) + A(B) + A(C) = A(T) + 2a — A(T) + 268 — A(T) + 2y — A(T)
ce qui donne le résultat. ]

Corollaire II1.4.7. — L’aire d’un polygone sphérique convexe a n sommets et d’angles «;
est égale a > ;| oy — (n —2)7.
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Xy

Démonstration. — Le résultat découle directement de la proposition précédente en triangu-
lant le polygone. O

Remarque : le calcul de l'aire d’un triangle sphérique est un cas particulier de la formule
générale de Gauss-Bonnet, valable pour toute variété riemannienne de dimension 2 et qui dit
que, pour un triangle 7" dont les cotés sont des géodésiques alors a+ 5 +~v— 7w = fT Kdo ou
K désigne la courbure de la variété et do sa mesure canonique. Dans le cas de la sphere la
courbure est constante égale a 1 et pour le plan euclidien, elle est nulle.

Remarque importante : la somme des angles d’un triangle sphérique < non plat > est
toujours > .

111.4.3. Le groupe de la géométrie sphérique. — Selon le processus désormais habituel,
pour définir la géométrie sphérique il nous reste a caractériser son groupe des transformations.

Proposition III.4.8. — Le sous-groupe 1s(S?) des transformations de S? qui préservent sa
métrique est isomorphe a O(3,R).

Remarque : I'isomorphisme de 1’énoncé ci-dessus consiste & restreindre & S? une isométrie de

R3.

Démonstration. — Soit f € Is(S); comme d(A, B) = 2 caractérise les points diamétralement
opposés, on en déduit que pour tout x € S, on a f(—A) = —f(A) ce qui permet de prolonger
f alespace affine R? pointé en O :

F) = 104117~ et f(0) = 0.
lOA]]
Ce prolongement conserve alors les distances et donc appartient a O(3,R). On conclut alors
en notant que 'application f +— f est injective et que réciproquement tout f restreint a S
induit un élément f de I's(S) tel que f = f. O

Corollaire II1.4.9. — 2-transitivité
Quels que soient A, B, A’, B’ € S tels que d(A,B) = d(A',B’), il existe f € 1s(S) tel que
F(A) = A et f(B)=B.
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Démonstration. — Le cas d(A, B) = 0 ou 2 étant évidents, supposons 0 < d(A,B) < 1 de
=t ? s s P

sorte que les vecteurs z =0A et_> 7/ = OB sont indépendants. Pour Z=7A 7/, on définit

? en envoyant 7 sur 2/, i sur y' et Z sur 2/, de sorte que f est une isométrie de R3. O

Remarque : on peut montrer, cf. [?] 18.5.8, que d est caractérisée par O(3,R).

IT1.5. Trigonométrie sphérique

D’apres le corollaire précédent, I’invariant associé & un couple de points sous I'action du
groupe sphérique est simplement la longueur du < segment > de S? qu’ils définissent. Pour
un triplet de points nous avons déja défini 6 invariants, les 6 angles du triangle sphérique.
Le groupe de la géométrie étant de dimension 3, on cherche donc 3 relations indépendantes
entre ces données, ce qui devrait nous permettre de choisir 3 angles parmi ces 6 qui définissent
uniquement la classe d’équivalence des triangles sphériques : c’est le pendant sphérique des
cas d’isométries des triangles euclidiens.

I11.5.1. Formule fondamentale de la trigonométrie sphérique. — A l’aide des pro-
duits scalaires et vectoriels, les 6 angles d’un triangle sphérique ABC' s’expriment comme
suit.

Lemme II1.5.1. — Avec les notations de la définition [II.4.5, on a

cosa =< 7|? >;
cosh =< 2|7 >;
cosc =< 7| >;

cosa =< T ANY|Z NZ >;
cosf3 :<7/\7|7/\?>;
COS'y:<7/\?|7/\7>.

Démonstration. — Les trois premieres égalités sont une simple réécriture de la définition de
a, b, c. Le vecteur A ? (resp. A 7) est un vecteur du plan tangent & S au point A et
directement orthogonal a :E_Z (resp. f;) de sorte que I'angle entre ces deux vecteurs est égal a
a. Les cas de 3 et «y se traitent de méme. O

Théoreme II1.5.2. — Pour tout triangle sphérique on a :

cosa = cosb cosc + sinb sinc cosa
cosb = cosc cosa + sinc sina cosf
cosc = cosa cosb + sina sinb cosy

Démonstration. — Ona 3 = Cosc.?+sinc.:r7>y et Z = cosb. T +sinb.z; avec (
En utilisant que (77, :L‘_y>) = (@, z2) = 0 on obtient par définition de a :

cosa= (Y | Z) = (cosc.? + sincT, | cosh. T + sinb.f;) = cosb.cosc + sinb.sinc.cosa.

Les autres relations s’obtiennent de la méme fagon ou en faisant tourner les lettres. O

Remarque : on peut ainsi calculer «, 5,y a partir de a, b, c.
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Corollaire I11.5.3. — Inégalités triangulaires
Pour tout triangle sphérique on a

b—cl<a<b+ceta+b+c<2m.
Réciproquement si trois réels a, b, c vérifient les inégalités précédentes, il existe alors un tri-

angle de cotés égaur a a,b,c.

Démonstration. — D’apres la formule fondamentale de la trigonométrie sphérique, en utili-

sant que |cosa| < 1, on a donc
cosa — cosb.cosc

- - <1
sinb.sinc

ce qui équivaut a cos(b + ¢) < cosa < cos(b — ¢) et comme 0 < a,b,c < 7 ceci entraine
a < b+c < 27w —a. Ainsi on obtient a+b+c¢ < 27 puis b < c+a et ¢ < a+ b par permutation
d’ou |b — ¢| < a. Réciproquement si a,b,c vérifient les deux conditions de 1’énoncé alors

cosa—cosb.cosc
sinb.sinc

prend alors = € S quelconque puis deux vecteurs unitaires dans le plan tangent a .S formant
un angle « de sorte qu’avec y, z sur les grands cercles correspondant a distance respective de
b et ¢, on a bien d(y, z) = a, d’ou le résultat. O

< 1 d’ott lexistence de 0 < a < 7 tel que cosa = cosbcosc + sinbsinccosa. On

I11.5.2. Triangle polalre — Pour A,B,C un triangle sphérique; on note comme

précédemment 7 = OA Y = O? Z = O?
On se fixe une orientation de ’espace ce qui permet alors de définir le produit vectoriel
U AU de deux vecteurs de R3.

Définition II1.5.4. — Soit A*, B*, C* les points de S définis par
sinaO—A*}:7/\7 smbOB =ZANT, schC =TANY.
* _GR, 7 - OF, 7 - oet

Remarque : on note x

Définition IIL.5.5. — On pose s(ABC) =1 (resp. s(ABC) = —1) si (¥, Y, Z) est direct
(resp. indirect).

Lemme II1.5.6. — Avec les notations précédentes, on a

A s Hyx

(@) =57, () =57, ()=s7.
Démonstration. — D’apres la formule du produit, on a

si]rlbs.incy—*k/\z_“Z = 7/\7)/\(?/\7)
- (7A7).7)7—((7A7).7)7

_det(F, 7. 29T
Ainsi comme sinb sinc est positif, (;?)* est dans la direction de 7 si s = 1 et sinon dans la
direction opposée, d’ou le résultat. ]
Proposition II1.5.7. — On a les relations suivantes entre les 6 angles d’un triangle et ceux

de son triangle polaire :
a+ao*=a+a* =7
b+ B8 =0+b" =
c+y =y+c =
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Démonstration. — L’orientation de l’espace et le vecteur 7 fournissent une orientation du
plan tangent a S en A; ainsi z* (resp. y*) est un vecteur directement (resp. indirectement)

orthogonal & Z; (resp. Z7). On en déduit donc que
cosa® = (yjl ?)

= —(z7 | x_z;)
= —cosa

et donc a* + a = 7. Par permutation circulaire on obtient aussi b* + 5 = w et ¢* + v = 7.

Enfin d’apres le lemme|l11.5.6, on a (a*)* = a, (b*)* = b, (¢*)* = ¢ et de méme pour les angles
«, 3,7, on en déduit que a +a* =b+ * =c+~* = 7. O

Les inégalités triangulaires sur le triangle polaire fournissent alors le résultat suivant.

Corollaire II1.5.8. — Pour tout triangle sphérique, on a les inégalités

a+pB+y>7m, a+nm>p+y, B+rm>v+a, y+T>a+p.

Corollaire II1.5.9. — Pour tout triplet d’angle o, 8,7 vérifiant les conditions du corollaire
précédent, il existe un triangle dont les angles aux sommets sont a, 3,7.

Corollaire II1.5.10. — Lot des cosinus
Soit ABC' un triangle sphérique; avec les notations précédentes on a

cosa = —cosf cosy + sinf siny cosa
cosfi = —cosy cosa + siny sina cosb
cosy = —cosa cosf + sina sinf cosc
IT1.5.3. Loi des sinus. —
Proposition I11.5.11. — Etant donné un triangle de cotés de longueur a, b, c et d’angle a,

B et~, on a la relation :

sina sinb  sinc Sdet 7 7 7

sinal sinB  siny det(a}) _»37?)

Démonstration. — Comme le terme le plus a droite des égalités de I’énoncé est invariant par
ﬁﬁdet(? F.Z) _ sina . Pour cela on calcule
det(z* ,y%,2%) sina*

it .3 = (10 7)
TAT) sns'

permutations circulaires il suffit de montrer que s

_ sma* z. (7/\7)

5111(1* det(% 7 ?

sina

et on conclut en utilisant [1L.5.71 O
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111.5.4. Formulaire de trigonométrie sphérique. — On pose
6 = 3l det(Z, Y, 7)) 0" = 3| det(z*, y*, 2%)|

c=a+pB+y—TmT=20"—7

On a alors
62 = sinp sin(p — a) sin(p — b) sin(p — ¢)

0 = sinp* sin(p* — a)sin(p* — ﬂ)sin(p —)

tan® ¢ = tan L tanZ;® tan— tan 2=
sina __ sinb __ sinc __ i
sine © sinf T siny ~ 6*

20 = sinb sinc sina
26* = sinfsinysina

. b—c
_ sin25<
tan & = cot $-—2
2 gin ote b+c
b2
5+,y . a cos 75*
tan = cot N
cosqy — Sosa— cosb Cosc
tan2 a _ sm p bsl sin(p—c)
2 sinpsin(p—a)

Remarque : le lecteur pourra faire tourner les lettres ou considérer le triangle polaire pour
trouver d’autres relations.

I11.5.5. Cas d’égalité des triangles. — Soient deux triangles sphériques sur S dont on
note A, B,C et A', B',C" les sommets et (a,b,c,a,(,7) et (a',V,c,a/,5',v") les six angles
associés comme ci-avant.

Définition II1.5.12. — On dit que les triangles A, B,C et A’, B',C’ sont isométriques s’il
existe une rotation de l’espace r € O(3,R) telle que r(A) = A, r(B) = B' et r(C) = C".
Proposition I11.5.13. — Les triangles sphériques A, B,C et (A’, B',C") sont isométriques
si et seulement si l'une des propriétés équivalentes suivantes est vérifiée :

(1))a=d,B=p"ety=7";
(1)) b=V,c=c eta=da;
(iti) a=a', b=V etc=";
(v) a=a, =0 evy=7".
Démonstration. — Bien entendu si les triangles sont isométriques alors ces quatre propriétés
sont vérifiées. En raisonnant sur les triangles polaires (i) et (ii) sont équivalentes ainsi que (iii)

et (iv). Il suffit donc de montrer que si (ii) est vérifiée alors les triangles sont isométriques.
On définit une isométrie f par les conditions suivantes :

— f(@) =

)
— _ 7
— flay = 534 ;
Remarque : on utilise ici que les produits scalaires < 7' |z; >, < 7|75 > et < T,|7, > sont
égaux a leur version primée : c’est évident pour les deux premiers qui sont nuls et pour le

troisitme on utilise 'hypothese v = o. Alors comme ¢ = ¢, on en déduit que f() = 3 et

comme b= b/, on a aussi f(Z) = 2 d’oi le résultat. O
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I111.5.6. Problemes de navigation et triangulation. — Un navigateur est confronté
au probleme de géométrie sphérique suivant : connaissant sa position A(f, ¢) sur la surface
du globe en termes de latitude 6 repéré par rapport a 1’équateur et longitude ¢ repéré par
le méridien de Greenwich, et souhaitant se rendre en un point B(6',¢') repéré de méme en
termes de latitude et longitude, voudrait connaitre le cap a suivre. Pour ce faire introduisons
le pole nord N et considérons le triangle sphérique ABN. Les coordonnées de A et B donnent
les distances d(A, N) et d(B, N) respectivement égal a (5 —0)R et (i—\G’)R ol R est le rayon
de la Terre & peu pres égal a 6373 kilometres. Par ailleurs angle ABN est égal & ¢ — ¢’ de
sorte que I'analogue de la formule d’Al-Kashi

cosa = cosb cosc + sinb sinc cosa

permet de calculer la distance AB. La loi des sinus siSIill;li](V]\I;‘,g) = Sin‘ZJ(YfB) donne donc 'angle

@, i.e. le cap a suivre.

Remarque : malheureusement 'utilisation des radians est peu usité dans 'univers de la navi-
gation ou on utilise plutot les degrés et les secondes : 7 étant égal a 180 degré et 60 secondes
égalent 1 degré. Ainsi 30°NV (resp. 30°5) signifie = § (resp. 0 = —F) ; de méme 30°W (resp.
30°E) correspond a ¢ = —§ (resp. ¢ = ).

Ezemple : navigation de New Orleans ¢ New York : dont les coordonnées respectives sont 30° N
(resp. 41°N) de latitude et 90°W (resp. 74°W) de longitude. On forme un triangle sphérique
en y ajoutant le pole nord. On note A pour le point de la sphére unité correspondant a
New Orleans, B pour New York et C' pour le pole nord. Avec les notations des paragraphes
précédents, on a alors @ = 90 — 41 = 49°, b = 90 — 30 = 60° et v = 90° — 74° = 16°. D’apres
la formule fondamentale de la trigonométrie sphérique, on a alors

cosc = c0s49° cos60° + sind9° sin60° cos16° ~ 0.95631
et donc a = 17° ce qui en multipliant par le rayon terrestre donne 1891 kilometres.
En ce qui concerne ’angle «, on a

c0s849° — cos17° cos60°
= ~ 0.702
o Sinl7° sin60° 070266
ce qui donne a &~ 45.359° = 45°22" direction que les navigateurs notent sous la forme

N45°22'E.

La triangulation consiste étant donné deux récepteurs repérant un émetteur, savoir po-
sitionner ce dernier. Concretement pour A et B les positions des récepteurs et C' celle de
I’émetteur, sont connus d(A, B) et les angles «, 5 en A et B du triangle ABC. La loi des
cosinus

—cosy = cosa cosf3 — sina sinf cosc
donne alors le troisieme angle . La loi des sinus

siny  sina

sinc sina

donne alors la distance d(B,C) = a et donc la position de C. Si on veut connaitre les
latitudes et longitudes de C, on peut introduire le pole nord et le triangle sphérique BC'N.
De la connaissance de d(B,C), d(B,N) et de 'angle en B, l'analogue d’Al-Kashi donne
d(B, N); puis la loi des sinus donne 1’angle en N et donc la longitude de C. Pour déterminer
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la latitude, on introduit le point M sur ’équateur et de méme longitude que C'; la distance
d(M,C) détermine alors la latitude.

Ezemple : des récepteurs radio & Boston (B lat : 42°21'N, long. 71°04'W) et Norfolk (N :
lat. 36°50' N, long. 76°18'W) détectent un signal d’un bateau ennemi venant des directions
S583°15'E de Boston et N73°30'E de Norfolk.

On calcule comme précédemment dans le triangle BPN, ou ici P désigne le pole nord :
on note n,b,p les distances respectives d(B, P), d(P,N) et d(B,N) et n, b, p les angles aux
sommets. On a alors n = 47°39" = 47,65° = 0,83 radians, b = 53°10' = 53,17° = 0,927
radians et p = 5°14’ = 5,23° = 0,091 radians. De la formule

cosp = cosbcosn + sinbsinncosp

on tire cosp = 0,9916 soit p = 7°26’ = 7,43° = 0, 13 radians. On calcule enfin

~  cosb — cospcosn
cosb =

sinbsinn

ce qui donne b = S47°15'E. De méme on calcule N = N142°50'W.

On considere alors le triangle BXN, ou X est la position a déterminer, dont on note
b,n,z,b,%,7 les 6 angles (on oublie les notations précédentes). On a z = 0,13 radians, b=
36° = 0.628 radians et n = 69°20" = 1, 21 radians. De la formule

cosT = —cosbcosn + sinbsinfncosx
on tire £ = 105° = 1,83 radians. On calcule enfin

cosn + cosbcost

cosn = —
sinbsing
ce qui donne n = 75°8' = 1.31 radians soit 8348 kilometres.

IT1.6. Cartographie

On parametre la sphere via deux angles (6, ¢) respectivement appelés latitude et longitude ;
on étudie alors les applications f : (¢,0) € S + (z,y) € R2. Selon la situation, on s’intéresse
plus particulierement aux applications f :

— équivalentes, i.e. qui conservent les surfaces ; c’est utilisé en particulier pour le cadastre.

Cela revient a demander que

@@ — a—x@ = cosf
dp 08 0009 '
En effet, laire d’un élément infinitésimal sur la spheére est cosfdfd¢ et, sur R?
9z Oy
% % dodo ;
06 00

— conformes, i.e. qui conservent les angles ; ces cartes sont utilisées par les marins afin de
déterminer le cap. Cela revient a demander que

Oz 9z | Oy dy _
26090 T 9690 —
or\2 oy\2 __ 2 or\2 Ou\ 2
{ (32)°+ (59)" = cos?0((%)" + (3)°):
En effet, Papplication f est conforme si, et seulement si, 'image du rectangle d¢(cosfde)
est un rectangle semblable, i.e. le rapport des longueurs des cotés est égal a cosf ;
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— équidistantes, i.e. qui conservent les distances, sur les méridiens, ce qui revient a de-
mander que

o0z .\ 9 0y 2
(5)"+ (55)" =1

00 00
I11.6.1. Impossibilité des cartes isométriques. — Le lecteur peut légitimement se de-
mander pourquoi, dans le paragraphe précédent, on se limite aux cartes équidistantes le long
des méridiens. Une réponse est donnée par la proposition suivante.

Proposition II1.6.1. — Si U est un ouvert quelconque de S, il n’existe pas d’application
f:U — R? qui soit isométrique.

Démonstration. — Soit, dans U, un triangle sphérique équilatéral, et soit ¢ l'intersection
des médiatrices (ce sont des grand-cercles), de sorte que r = d(z,t) = d(y,t) = d(z,t) et
a=d(xz,y) =d(x,z) = d(y,z). Soit m le milieu de yz : le triangle sphérique mty est rectangle
en m et, par symétrie, 'angle en ¢ de ytm est 5. La loi des sinus donne alors

sinr sin(%)

X = )
sm(g) sm(%)
et donc sin(%) = @sinr. En prenant 0 < r < 7/2 et en utilisant la stricte décroissance de %
sur 0, 7/2[, on en déduit que sin(a/2) < sinr, et donc 0 < a/2 < r; avec si;ég’b) = % < 2r/a,

on obtient a < v/3r. Raisonnons alors par Pabsurde : soient 2/, 3/, 2/, ¢’ les images respectives

de xz,y, z,t, de sorte que t’ est le centre du triangle équilatéral z'y’2’, avec % = %, d’ou la
contradiction.
I11.6.2. Projections cylindriques. — On considére un cylindre tangent a 1’équateur,

sur lequel on projette la sphere; on déroule alors le cylindre pour obtenir une carte.
Mathématiquement, les projections considérées sont de la forme

(0,0) € S (¢, £(0)) € [0,27] x R.

— Projection cylindrique perspective : I'image d’un point M de la sphere est 'intersection
du cylindre tangent a I’équateur avec la droite OM, soit f(f) = tanf. Elle n’est ni
conforme ni équivalente et n’est jamais utilisée dans la pratique (les poles sont envoyés
a linfini!).

— Projection cylindrique équidistante : la condition est (f’(H))2 =1, ce qui donne f(f) =
0 ; on 'appelle la projection des cartes plates carrées.

— Projection cylindrique équivalente : la condition est f’(0) = cosf, soit f(f) = sinf;
concretement, on projette orthogonalement la sphere sur le cylindre : cette projection
s’appelle aussi la projection cylindrique de Lambert.

— Projection cylindrique conforme : la condition est f'(f) = 1/cosf, soit f(0) =

In (tan (g + %)) ; ¢’est la fameuse projection de Mercator.

I11.6.3. Projections azimutales. — 1l s’agit de projeter la sphere sur le plan tangent
a son Pole nord selon la coutume héritée de 'histoire ; mathématiquement, on considere les
applications (¢,0) € S — p(A)e’® € R?, point que I'on note avec ses coordonnées polaires

(0, p0(0)).
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— Projection gnomonique : on considere I'intersection du plan avec la droite passant par
O, soit p(f) = tan(5 — 6). Elle ne peut représenter qu'un hémisphere, elle déforme
beaucoup, mais 'image des grand-cercles sont des droites, et réciproquement, ce qui est
particulierement pratique pour trouver le plus court chemin, par exemple dans 'avia-
tion.

— Projection orthographique : on projette la spheére orthogonalement sur le plan, soit
p(0) = sin(5 —0) ; en particulier, les paralleles ne sont pas déformés. Cest la vision qu’a
de la Terre un extra-terrestre approchant du Pole.

— Projection azimutale équidistante : on trouve p(f) = 5 — 6.

— Projection azimutale équivalente : la condition est p(§ — 6)p' (5 — 6) = sin(§ — 6), ce
qui donne

p(g —9) = \/2 - 2cos(g —9).

Celle-ci est appelée projection azimutale de Lambert et s’obtient par report de la lon-
gueur de la corde joignant le point au pole.
— Projection azimutale conforme : la premiere condition donne
0 T T
— —0)?=sin®(= — ) x p/(= —0)?
p(5 = 0)* = sin (5 — 0) x (5 — 0)%,
et donc p(§ —0) = 2tan(§ — g) Il s’agit de la projection stéréographique, c’est-a-dire
de l'intersection avec le plan de la droite passant par le pole sud.



CHAPITRE IV

GEOMETRIE PROJECTIVE

Introduction

Comme précédemment notre présentation de la géométrie projective passera par 1'utili-
sation de ’algebre linéaire sur le corps des nombres réels ou un autre. Cette approche plus
récente possede plusieurs avantages :

— elle permet de relier la géométrie affine, euclidienne ou non directement a la géométrie

projective;

— elle met en son coeur les nombres ;

— elle permet d’introduire rapidement les transformations de la géométrie au sens du

programme d’Erlangen.

L’idée essentielle développée par Klein, c’est que toutes les géométries peuvent étre obte-
nues a partir de la géométrie projective et d’'une donnée supplémentaire. Le cas le plus simple
est celui de la géométrie affine : le plan affine s’obtient & partir du plan projectif en regardant
le complémentaire d’une droite projective. La structure euclidienne s’obtient ensuite en se
donnant une forme quadratique définie positive, ou encore en se donnant deux points imagi-
naires a l'infini : les fameux points cycliques. On obtient aussi a partir du plan projectif P(E),
les géométries non euclidiennes en se donnant une forme quadratique g non dégénérée sur F :
pour g définie positive on obtient la géométrie elliptique, et sinon la géométrie hyperbolique.

Approche axiomatique du plan projectif : on appelle plan projectif la donnée d’un ensemble
P d’éléments appelé points et une famille non-vide de parties distinctes de P et non vides,
appelées droites. On suppose vérifiés les axiomes suivants dits d’incidence :

— par deux points distincts de P passe une droite et une seule;

— deux droites distinctes ont exactement un point commun ;

— il existe trois points non alignés;

— toute droite contient au moins trois points.

Le plan est dit arguésien si le théoreme de Desargues y est vérifié (c’est un axiome que 'on
peut rajouter). On montre alors qu'un plan arguésien est isomorphe a Po(K) ou K est un
corps lequel sera commutatif si et seulement si le théoreme de Pappus est vérifié (c’est donc
un axiome que 'on peut encore ajouter). Si on veut que le corps K soit le corps des nombres
réels, on reprend les axiomes d’ordre présentés dans le cadre de la géométrie euclidienne.
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IV.1. Généralités

IV.1.1. Espaces et sous-espaces projectifs. —

Définition IV.1.1. — Etant donné un espace vectoriel F, on appelle espace projectif associé
a E et on note P(F), le quotient £ — {0} par la relation d’équivalence de proportionnalité.
La dimension de P(E) est dim F — 1.

Remarque : autrement dit P(E) est 'ensemble des droites vectorielles de E.
Notation IV.1.2. — On note p la projection E — {0} — P(E).

Définition IV.1.3. — On appelle sous-espace projective (sep) de P(E), 'image par p d'un
sous-espace vectoriel V de E.

Remarque : on devrait dire p(V — {0}) mais on écrira p(V').

Remarque : une droite (resp. un plan) projective de P(E) est un sep de dimension 1 (resp.
2). Des points de P(E) sont ainsi dits alignés (resp. coplanaires) s’il existe une droite (resp.
un plan) projective les contenant.

Proposition IV.1.4. — Soit P(E) un espace projectif de dimension n > 2. On a les pro-
priétés suivantes :
— par deuz points distincts a,b passe une droite projective et une seule que l’on note (ab) ;
— par trois points a,b, c non alignés passe un plan et un seul que l’'on note (abc).

Démonstration. — Notons a et b deux vecteurs de E relevant a et b. Comme a # b, les
vecteurs a et b sont non colinéaires et déterminent donc un unique plan vectoriel dont 'image
par p détermine 'unique droite projective contenant a et b. Le raisonnement est analogue
dans le cas de 3 points. ]

Proposition IV.1.5. — Soit A une partie quelconque de P(E). L’ensemble des sep conte-
nant A posséde un plus petit élément relativement a l'inclusion que l’on note < A > et que
l’on appelle le sep engendré par A.

Démonstration. — Comme d’habitude, il suffit de remarquer qu’une intersection quelconque
de sep est un sep, éventuellement vide, de sorte que < A > est Iintersection de tous les sep
contenant A. O

Remarque : < A > est aussi 'image par p du sous-espace vectoriel de E engendré par p~!(A).
Proposition IV.1.6. — Si L et L' sont deuz vlp de P(E), on a la formule des dimensions :
dim L + dim L' = dim(L N L) + dimv(L U L').

Démonstration. — C’est une simple traduction de la formule de Grassman pour les espaces
vectoriels. n

Corollaire IV.1.7. — Sidim L + dim L' > dimP(E) alors LN L' est non vide.

Remarque : on retrouve ainsi que dans le plan projectif toutes les droites s’intersectent, donc
pas de droites paralléles. On peut dire en quelque sorte que la géométrie projective correspond
au cas < générique > de la géométrie affine, le cas ou il n’y a pas de paralléles.
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IV.1.2. Repéres projectifs. — Tout comme en géométrie vectorielle, les calculs relative-
ment aux sep reposent sur les équations des hyperplans projectifs :

Définition IV.1.8. — Soit H un hyperplan vectoriel de F défini comme noyau d’une forme
linéaire f € E*; on dit que f est une équation de I’hyperplan projectif p(H), laquelle est
définie a un scalaire multiplicatif pres.

Remarque : un point a € P(FE) appartien a p(H) si et seulement si f(a) = 0 pour un
représentant quelconque a € E de a. La mise en place de calculs explicites nécessitera alors
le choix d’un repere projectif .

Avant de donner la définition formelle d’un repere projectif, essayons d’en donner une
justification vectorielle. Soit (eg,e1,--- ,e,) une base de E; si A est un point de P(E), il
lui correspond une droite de E et donc un systéme de coordonnées homogenes de la forme
{AMzo, -+ ,xpn) : A € K*}. Pour décrire cette donnée purement intrinsequement en termes
de P(E) il suffit de se donner :

— des points Py, -, P, de P(E) qui sont les images des éléments d’une base de F';

— un point P, de coordonnées homogenes (1,---,1).

La donnée des points Py, - -- , P, détermine les droites Ke; et donc la base cherchée est
de la forme (ape, - - - , aney). Le point P,y associé & Y ;" a;e; détermine la droite K (eg +
-+-+4ep) ce qui impose que tous les a; sont égaux. Ainsi les bases associées a ces données sont
A(ep, ..., en) de sorte que si les coordonnées de M dans la base (eq, ..., ey) est (xg, -+, Tn),
dans la base A(eg, - - ,en) est (A "1zg, -+, A7 ay,).

Définition IV.1.9. — Un repere projectif de P(E) consiste en la donnée de n + 2 points
X0, , Ty tels qu'il existe une base (e1,--- ,e,41) de E vérifiant :

— p(ej) =x;pouri=1,--- ;n+1et

— pler + -+ + ent1 = Zo.

On peut donner une caractérisation géométrique d’un repere.

Proposition I1V.1.10. — Un n + 2-uplet de points de P(E) est un repeére si et seulement si
n+1 quelconques d’entre eux sont projectivement indépendants, i.e. n’appartiennent pas a un
meéme hyperplan.

Démonstration. — Notons d’abord qu’il est équivalent de dire que (eq,--- ,e,) est une base
de E ou que leurs images x; = p(e;) ne sont pas dans un méme hyperplan. Dans le sens direct,
le résultat vient du fait que n+ 1 quelconques vecteurs parmi eg = €1+ -+ €p41, €1, €nt1
forment une base de F.

Réciproquement si xq, - - - , xn41 vérifient les conditions de la proposition, on note ey, - -+, e,41
des antécédents par p alors par hypothese, ils forment une base de E. On releve xy en un
vecteur eg qui se décompose alors en eg = Aje;+ - -+ Apr1€n+1. On note alors que les A; sont
tous non nuls car si A;; = 0 alors la famille (e;);, serait liée et les (x;);;, appartiendraient
a un méme hyperplan. Quitte a changer e; en A\;e;, xg,- -+, Tn41 vérifient bien la propriété
d’étre un repere. O

Ezxemples Un repere projectif d’une droite projective est la donnée de trois points distincts;
un point y est repéré par un systeme {A(zg,x1); A € K*} de coordonnées homogenes. Pour
le plan projectif il faut 4 points dont les 3 premiers forment un vrai triangle et le quatrieme
n’appartient a aucune des trois droites déterminées par les cotés de ce triangle.
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Remarque : L’équation d’un hyperplan de E a une équation de la forme agxg + - -+ + apx, =
0; cette équation exprime que le point de coordonnées homogenes (xg,:-- ,x,) de P(E) st
dans 'hyperplan projectif p(H). Un sep étant I'intersection d’hyperplans, sera définie par un
systeme d’équations homogenes.

IV.1.3. Groupe projectif. — Pour définir les transformations d’un espace projectif P(E),
il est naturel de partir des endomorphismes de E'; comme par ailleurs on ne veut pas obtenir
0, il faut se restreindre aux automorphismes. Ainsi, une application linéaire injective u sta-
bilise £ — {0} et passe au quotient par la relation de proportionnalité; elle définit donc une
application P(u) de P(E). Plus généralement pour E et E' deux espaces vectoriels on définit
la notion d’homographie.

Définition IV.1.11. — Soit u : E — E’ une application lindaire bijective, I’application
bijective P(u) : P(E) — P(E’) définie par P(u)(a) = p(u(a)) ou a = p(a), est appelée une
homographie.

Remarque : on a P(uov) = P(u) o P(v), de sorte que I'ensemble des homographies de P(E)
est un groupe noté PGL(E).

Proposition IV.1.12. — Le groupe projectif PGL(E) de P(E) est isomorphe a GL(E)/K*.

Démonstration. — L’application P : GL(E) — PGL(FE) est clairement surjective et son
noyau est I’ensemble des applications linéaire u € GL(E) telles que pour tout z € E il existe
Az € K* avec u(z) = A\zz. Montrons que la fonction z — A, est constante ce qui prouvera
que le noyau de P est K™ identifié aux homothéties non nulles.

Siy = pa alors u(y) = Ayy = Aypux et comme u(y) = pu(xr) = pAzx on en déduit que
Ay = Ag. Si désormais (x,y) est une famille libre, on a

wz+y) = Aylz+y)
=u(z) +u(y) = Az + Ay

et comme (x,y) est libre, on en déduit que Ay4y = Ay = Ay, d’out le résultat. ]

Remarque : 'image par une homographie d’un sep est un sep de méme dimension. En particu-
lier les homographies conservent l'alignement, on dit encore que ce sont des collinéations. La
réciproque est donnée par le théoreme fondamental de la géométrie projective dont le lecteur
intéressé pourra trouver une preuve dans la bonne littérature, par exemple dans [?].

Théoréme IV.1.18. — Soient E et E' deux espaces vectoriels de méme dimension et f :
P(E) — P(E') une bijection conservant l’alignement, i.e. une collinéation. Alors f est une
semi-homographie, i.e. de la forme P(u) pour u: E — E’ une application semi-linéaire.

Proposition IV.1.14. — Soient P(E) et P(E') deux espaces projectifs de méme dimension
n, (Po, -+, Pay1) et (Py,---, P} ,) des repéres projectifs de P(E) et P(E'). Il existe alors
une unique homographie h de P(E) sur P(E’) telle que h(P;) = P} pouri=0,...,n+ 1.

Démonstration. — On releve Py, --- , P, en une base (eq,- - ,e,) de E telle que p(eg + - - +
en) = Ppy1; idem pour (ep, - ,el,). Si h existe et est de la forme P(u) alors u(e;) = a;e} avec
a; # 0. Comme h(P,41) = P}, on doit aussi avoir u(eg + --- + e,) = agey + -+ + ane), =
bef, + -+ -+ e),) de sorte que tous les a; sont égaux & b ce qui détermine u & homothétie prés

et donc h = P(u) est unique. O
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\ (x,1)
1 1 1 1 1 1 1 1 1 >

FIGURE 1. Bijection entre les droites vectorielles du plan et la droite projective

IV.1.4. Liaison affine-projectif. — Supposons que ’espace vectoriel F de dimension n+1
est muni d’une base de sorte que 'on a P(E) = P"(K) avec les coordonnées (xq, - - - , ). Soit
H Thyperplan vectoriel d’équation xg = 0 et posons U = P(E) — P(H). On a alors une
bijection ¢ : U — K™ qui & un point = = (xq,--- ,zy) associe (z1/zo,- - ,2n/x0). Cette
application est bien définie car sur U, xg est non nul et 'image de = par ¢ ne dépend pas du
systeme de coordonnées homogenes choisi. Elle est évidemment bijective, la réciproque étant
donnée par (x1,-+- ,xy) — (1,21, ,2p).

On a ainsi décrit P*(K) comme la réunion disjointe de l’espace affine K" et d’un espace
projectif de dimension n— 1, autrement dit on a plongé I’espace affine dans un espace projectif
de méme dimension en lui rajoutant des points < a l'infini >.

La droite projective : il s’agit du cas n = 1 et on appelle (z,t) les coordonnées de K? avec
t = 0 comme hyperplan & I'infini ce qui donne un unique point co = (1,0) de P!(K). Ainsi
la droite projective est une droite affine a laquelle on a adjoint un unique point a l'infini. La
figure [1] illustre la construction précédente : on associe & chaque droite de K2 son intersection
avec la droite affine D d’équation t = 1. En ce qui concerne les homographies, 'image de (z, 1)

Z ) est (ax + b,cx + d) de sorte qu’en projectif

1) si & # —d/c et sinon le point oo, lequel s’envoie sur a/c.

par 'application linéaire de matrice ( ch

ar+b
cx+d’

I'image de (z, 1) est le point (

Les droites du plan projectif : utilisons les coordonnées (z,y,t) avec t = 0 comme hyperplan
a l'infini de sorte que P?(K) est la réunion du plan affine U = {(x,y,1)} et de la droite
projective D, d’équation ¢ = 0. Soit alors D une droite projective de P?(K) d’équation
uz + vy + wt = 0 avec (u,v,w) non nul.
— Siu =wv =0 alors on peut imposer w = 1 et D n’est autre que la droite de l'infini D.
— Sinon, la trace de D sur le plan affine U de P?(K) consiste en les points (x,%) tels que
ux + vy +w = 0 et on retrouve bien une droite affine. La trace de D sur Dy, est donnée
par les points (z,y,0) tels que uz + vy = 0 ce qui correspond & un unique point de
coordonnées homogenes (v, —u,0) que 'on peut appeler la pente de D. On remarque
alors que les traces dans le plan affine U de deux droites projectives distinctes D et D’
sont d’intersection vide si et seulement si elles ont la méme pente ; dans ce cas D et D’
se coupent a l'infini, au point de D, défini par leur pente.
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Remarque : la notion de point a l'infini n’est pas intrinseque et dépend de I'hyperplan de
FE considéré qui n’est pas nécessairement donné par I’annulation d’une coordonnée dans un
repere donné. Nous donnons a présent une construction générale quel que soit ’hyperplan H
choisi.

Proposition IV.1.15. — Soit P(E) un espace projectif de dimension n et P(H) un hyper-
plan de P(E). Alors € =P(E) —P(H) est un espace affine tel que g ~H.

Démonstration. — On définit tout d’abord une action de H sur £ comme suit : soit A =
P(z) € € alors h.A = P(x + h). C’est licite car x +h ¢ H et donc P(x + h) € € et h.(h'.A) =
(hh').A. 1l faut ensuite vérifier que cette action est simplement transitive. Pour la transitivité,
soit D tel que E = H® D de sorte que pour B = P(y) € £, il existe A € K* tel que \y = z+h
et donc B = h.A. Enfin si h.A = h/.A alors il existe A € K* tel que x + h = Az + h); or
comme x € H, on doit avoir A = 1 et donc h = h'. O

Définition IV.1.16. — Soit £ un espace affine sur K ; la cloture projective de & est I'espace
£ =P(€ x K).

Pour A un point de &, on définit une injection j4 : & < & par Jja(M) = p(M — A, 1).
L’image est le complémentaire de ’hyperplan P(? x {0}) de £.

Définition IV.1.17. — Soit f une application affine injective de £ sur F; on définit f =
P(f x1dg): € — F.

Remarque : f prolonge f au sens ot f(ja(M)) = Jrcay(f(M)).

Ainsi tout espace affine peut étre vu comme le complémentaire P — H d’un hyperplan
projectif; cet hyperplan et ses points, droites etc, sont dits a 'infini. Dans ce langage deux
sous-espaces affines sont paralleles si et seulement si ils ont les mémes points & l'infini. In-
versement lorsqu’on choisit un hyperplan H d’un espace projectif P et que 'on regarde la
structure affine de P — H, on dit qu’on a envoyé H a l'infini; on choisit alors les systemes

de coordonnées homogenes (zg,- -« ,z,) de sorte que H soit ’hyperplan d’équation o = 0.
Ainsi pour un point M de P — H, (zy Log,oee o~ 1$n) est un systeme de coordonnées affines
de M.

Si un sep non situé a l'infini est défini par le systeme d’équation homogenes
a;j0roa;j1r1+ -+ ajnry =0, j=1,---,q
son intersection avec P — H est le sous-espace affine défini par les équations a;o+a;1y1+- -+

ajnTy = 0. Dans I'autre sens un sous-espace affine défini par les équation a;1y1+- - - +a;jnyn =
bj pour j =1,---,q, sa cloture projective a pour équations a;1x1 + -+ + aj,Tn = bjxo.

IV.1.5. Dualité. — On rappelle que pour un espace vectoriel £ de dimension n + 1, son
dual E* est 'espace des formes linéaires sur E. Un hyperplan de F s’identifie au noyau d’une
forme linéaire ou plus exactement a une droite vectorielle de E*. Plus généralement pour F
un sous-espace vectoriel de E, on définit 'orthogonal de ' comme le sous-espace vectoriel de
E* défini par

FL={feE*: VYzeF, f(x)=0}.
Réciproquement on défini I'orthogonal d’un sous-espace vectoriel F' de E* par

Ft={zeFE:VfeF, f(x)=0}.
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Dans les deux cas, on a les formules
dimFt =n+4+1—dimF et Ft+ =F.

Rappelons enfin que si v : F — F est une application linéaire, elle induit une application
linéaire transposée 'u : F* — E* définie par la formule ‘u(f) = f o u. La correspondance

u — tu est fonctorielle, i.e. vérifie {Idp = Idg« et {(uov) = tv o tu.

Définition IV.1.18. — Pour p=0,--- ,n—1, on note G,(P(F)) la grassmanienne d’indice
p, i.e. 'ensemble des sous-espaces projectifs de dimension p de P(E).

Proposition IV.1.19. — L’application g : P(E*) — Gp—1(P(E)) qui associe a l'image f
d’une forme linéaire non nulle le sous-espace projectif associé a Ker f, est une bijection.

Démonstration. — 11 suffit de remarquer que Ker f = Kerg si et seulement si f et g sont
proportionnelles. O

Remarque : la bijection précédente permet donc de munir G,,—1(P(E)) d’une structure d’es-
pace projectif de dimension 7.

Définition IV.1.20. — Si V est un sep de P(E), on pose
V*={H e G,1(P(E)): VCH}

Proposition IV.1.21. — On a les formules suivantes :
J_)* .

)

1. pour tout sous-espace vectoriel F' non nul de E*, ®g(p(F')) = (p(F)
2. pour un sous-espace vectoriel G non nul de E ; p(G)* = ®g(p(G)1).
Démonstration. — (1) Soit f € F; par définition de '+, on a '+ C Ker f d’ott ®g(p(f)) €
(p(E)Perp)*.

(2) Le résultat découle de (1) appliquée & G*. O

Remarque : dans le cas n = 1, ’ensemble des hyperplans de la droite projective n’est autre que
I'ensemble de ses points. Ainsi G,,—1(P(E)) = P(E) est déja muni d’une structure projective
que 'on peut comparer a celle provenant de ®g.

Proposition IV.1.22. — Pour n = 1, lapplication ®p : P(E*) — P(E) est une homogra-
phie.

Démonstration. — Soit (e1,e2) une base de E et (e}, e}) sa base duale. Soit f = zie] +
x2e5 € E* non nulle; son noyau admet pour vecteur directeur zge; — x1e2 de sorte que
®p n’est autre que 'homographie associée a I'application linéaire v : E* — FE définie par
u(z1€e] + x2€3) = w201 — T1€2. O

En dimension 2, i.e. dans le cas d’un plan projectif, un point m, de P(E*) correspond & une
droite vectorielle < f > de E* et on lui associe par ®g la droite projective D,,, = p(Ker f)
de P(F). Une droite D, de P(E*) correspond & un plan vectoriel F' de E* dont I'orthogonal
F+ est de dimension 1 dans E et définit donc un point mp, = p(F1) de P(E). Partant
dans P(E*), d’un point m, appartenant & une droite D,, dualement dans P(E), la droite
D,,,, contiendra le point mp,. En utilisant la bidualité canonique E ~ (E*)*, on obtient les
constructions dans I’autre sens, i.e. on associe & un point m de P(FE) appartenant & une droite
D, une droite m* de P(E*) contenant le point D*. Ainsi toute propriété dans P(F) admet par
dualité sa traduction dans P(E*). Par exemple, trois points a,b,c de P(E) sont alignés sur



88 CHAPITRE IV. GEOMETRIE PROJECTIVE

FIGURE 2. Les incidences entre m* et D

une droite D si et seulement si les trois droites duales a*, b*, ¢* sont concourantes au point
D* de P(E*). Ainsi pour chaque théoréme portant sur les points et droites de P(E), on peut
en obtenir une variante duale, appelé théoréme corrélatif, en 'appliquant a P(E*) et en
traduisant ’énoncé sur les points et les droites de P(E*).

IV.1.6. Incidences, perspectives et réfractions du plan projectif. — Dans ce para-
graphe on suppose que n = 2, i.e. que P(E) est un plan projectif.

Définition IV.1.23. — Soit m € P(E), un point de la droite projective m* de P(E*) définit
une droite de P(E) passant par m et réciproquement tout droite projective de P(E) passant
par m défini dans P(E*) un point appartenant a m*. La droite m* s’appelle le pinceau des
droites de P(F) passant par m.

Remarque : on renvoie au §IV.2.1| pour le cas de la dimension quelconque.

Définition IV.1.24. — Pour D une droite de P(E) et m ¢ D, on définit Iapplication
bijective

i:m" — D
appelée incidente, en associant a une droite A passant par m 'unique point d’intersection

d de D et A. La réciproque de cette application, appelée aussi incidence, associe a un point
d de D la droite (md).

Proposition IV.1.25. — L’incidence est une homographie.

Démonstration. — On choisit une base (z,y,z) de E avec p(x) = m et p(y),p(z) € D. Si
(z*,y*, 2*) est la base duale, m* est I'image par ® g du sous-espace de P(E*) image de (y*, 2*).
Soit § = Ay* 4+ pz* dans ce sous-espace avec (A, u) non nul. L’intersection d de la droite A
définie par 6 avec D est donnée par les ay + Sz vérifiant (A\y* + pz*)(ay + 52z) = Aa+pp =0
ce qui donne d = py — Az a un scalaire pres, de sorte que ¢ provient de ’application linéaire
Ay* 4+ pz® = uy — Az et est donc bien une homographie. O
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a=p (a)

FIGURE 3. La perspective de centre m de D sur D’

FIGURE 4. La réfraction d’axe D de m* sur (m’)*

Corollaire IV.1.26. — Soient D et D' deux droites de P(FE) et soit m & DU D'. L’appli-
cation
Pm D — D'

qui & x € D associe l'unique point d’intersection de (mx) et de D', est une homographie.

Démonstration. — Considérons la droite m* de P(E*), i.e. 'ensemble des droites de P(E)
passant par m. L’application p,, est alors la composée des deux incidences suivantes :

— celle de D dans m* qui a x associe (mzx);

— celle de m* dans D’ qui & une droite A associe I'unique point de A N D’.
Comme les incidences sont des homographies, le résultat en découle. ]

Définition IV.1.27. — L’application p,, de la proposition précédente s’appelle la pers-
pective de centre m de D sur D'.

Remarque : p,, est bijective, c’est Iidentité si D = D’ et le point d’intersection de D et D’
est fixe. Par dualité, on définit :

Définition IV.1.28. — Soient m # m’ deux points de P(E) et D une droite ne contenant
ni m ni m’/. La réfraction d’axe D de m* sur (m/)* associe & une droite M passant par m,
I'unique droite M’ qui coupe M sur D.
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Remarque : on peut évidemment définir des perspectives (resp. des réfractions) en dimension
quelconque d’un hyperplan sur un autre en copiant les constructions précédentes; ce sont
encore des homographies.

IV.1.7. Preuves projectives des théorémes de Desargues, Pappus, Brianchon. —
Rappelons tout d’abord 1’énoncé du théoreme de Desargues.

Théoréeme IV.1.29. — de Desargues

Dans un plan projectif, soient Dy, Dy et Dj3 trois droites distinctes ayant en commun un point
0. On prend sur chacune deux points distincts a;, b; tous distincts de 0. Alors les trois points
d’intersection k = (ajaz2) N (b1b2), j = (a1a3) N (bi1bs) et i = (azasz) N (babs) sont alignés.

B1

D3 A2

D2 I

D1 A3

FIGURE 5. Desargues projectif

Démonstration. — par changement de géométrie
On envoie la droite (7j) a I'infini de sorte que dans le plan affine associé, les droites (ajas3) et
(a2as) sont respectivement paralleles a (b1bz) et (babz). La nouvelle figure [ est alors celle du
87?7 et on reprend la démonstration de 77.

U

Démonstration. — par un détour dans la troisiéme dimension

On considere I’énoncé en dimension 3 en supposant les trois droites non coplanaires ; ainsi les
plans ajasas et bibabs ont une droite en commun qui contient ¢, j, k. Le résultat en dimension
2 s’obtient alors par projection. O

Nous proposons désormais une preuve purement projective.

Lemme IV.1.30. — des trois perspectives

Soient A, B, C trois droites distinctes concourantes en un point o et soient u, v, w trois points
distincts tels que u € BUC, v & CUA et w & AU B. On considere les trois perspectives py,
Py et Py respectivement de B sur C', C sur A et A sur B. Alors si on a py, o py 0 p, = Idp
alors les points u,v,w sont alignés.
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FIGURE 6. Desargues par changement de géométrie

Démonstration. — Si les droites (uv) et (vw) passent par o, elles sont toutes deux égales a
(ov) et les trois points sont alignés. Sinon, supposons par exemple que (uv) ne passe pas par
o, alors (uv) coupe A, B,C (car u ¢ BUC et v € A) en a,b, c respectivement et on a a # b
(sinon on aurait a = b = 0), de sorte qu’on a (uv) = (ab). Mais on a p,(b) = c et p,(c) = a et
comme py,pypy = Idp, on a aussi p,(a) = b et donc w est sur (ab) = (uv). O

Remarque : le fait que u, v, w soient alignés n’implique pas que la composée des perspectives
soit I'identité, mais si pour un point y € B distinct de o et du point b défini dans la preuve du
lemme, on a p,pypu(y) = y alors la composée est I'identité (regarder sur le repere (0,b,y));
on est alors dans la configuration de Desargues.

Démonstration. — projective du théoreme de Desargues

On considere la composée des perspectives f = p; o pjop; on a f(o) = o, f(az) = as et
f(ba) = by de sorte que, les points o, ag, by définissant une base de Do, f est égale a 'identité
et le résultat découle du lemme des trois perspectives. ]

Remarque : 'énoncé du théoreme de Desargues est autodual.

Corollaire 1V.1.31. — réciproque du théoréme de Desargues
Soient deuzx triangles ajasag et bibabs tels que les points i = (azaz)N(babs), 7 = (araz)N(b1bs)
et k = (a1az) N (b1be) sont alignés ; alors les droites (a1b1), (a2b2) et (asbs) sont concourantes.

Démonstration. — Comme toujours dans ces situations d’énoncés réciproques, on utilise le
sens direct. Notons o = (a1b1) N (azbs) et soit b4 I'intersection de (oag) avec (b1j). On applique
le théoreme de Desargues aux triangles ajasas et blbgbg; les points k et j restent les mémes
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FIGURE 7. Lemme des trois perspectives

et le point ¢ devient un point ¢ appartenant aux droites (jk), (agas) et (bebf). Comme i =
(jk) N (agaz) on en déduit que i = i’ mais alors (babh) = (babs) soit by = (babz) N (b1b3) = b3

et donc o € (agbs). O
Corollaire IV.1.32. — Les médianes d’un triangle sont concourantes.
Démonstration. — Notons a’, V', ¢ les milieux respectifs des segments [bc], [ac] et [ab]. D’apres

le théoreme de Thales les droites (ab) et (a'b’) sont paralleles de méme que (be) et (b'¢’) (resp.
(ac) et (a'c’)). Ainsi avec les notations du théoreme de Desargues les points i, j, k sont alignés
sur la droite de l'infini et donc, d’apres la réciproque du théoreme de Desargues, les droites
(aa’), (bb') et (ec’) sont concourantes. O

Théoréeme IV.1.33. — de Pappus
Soient deux droites distinctes D et D' munis des points a,b,c et a’,V,c tous distincts. Les
points k = (ab’) N (ba’), j = (ad) N (ca’) et i = (b)) N (cb') sont alignés.

Démonstration. — en envoyant la droite (ij) a linfini
Dans le plan affine associé, les droites (bc’) et (ac’) sont respectivement paralleles a (c¢b’) et
(ca’); la nouvelle figure est alors celle de ?7? et on conclut via la proposition ??.

[

Démonstration. — par composition d’application projective
Considérons la projection p, de centre a de la droite (a’b) sur D’; en notant u = (a’b) N (ac’),
le quadruplet (a,%,u,b) est envoyé sur (a’,V,c,0). La projection p. de centre ¢ de D’ sur
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FIGURE 8. Pappus projectif

<

FIGURE 9. Pappus projectif par changement de géométrie

(bc’) envoie (a’, V', ¢, 0) sur (v, k,c,b) on v = (bc’) N (ca’). Ainsi p. o p, envoie (a',i,u,b) sur
(v, k,c,b).

La projection p; de centre j qui envoie (a'b) sur (bc’) envoie (da’,4,u,b) sur (v,k’,c,b), ol
K = (ij) N (bc).

Ainsi comme p; et p. o p, coincident sur trois points distincts a,u, b, elles sont égales et
donc k =K' € (ij). O

Remarque : le théoreme corrélatif de Pappus est le théoreme de Biranchon.

Théoréme IV.1.84. — de Brianchon Soient d et d' deux points distincts de P(E) et
D = (dd'). Soient A, B,C (resp. A', B',C") trois droites distinctes passant par d (resp. d') et
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FIGURE 10. Le théoreme de Brianchon

distinctes de D. On appelle respectivement U, V, W les droites qui joignent les points d’inter-
section de B,C" et de B',C et de C, A" et de C', A et de A, B’ et de A’, B. Alors U,V,W sont
concourantes.

IV.2. Exemples

IV.2.1. Espaces projectifs d’hyperplans. — On rappelle que I’ensemble des hyperplans
de E ou de P(F) s’identifie a P(E™).

Définition IV.2.1. — Un sep S de P(E*) s’appelle un systéme linéaire d’hyperplans;
si dim S = 1 on ’appelle un faisceau linéaire d’hyperplans.

Théoréme IV.2.2. — Etant donné un systéme linéaire S d’hyperplans de P(E), il existe
un sep B(S), appelé la base de S, telle que S soit l’ensemble des hyperplans contenant B(S) ;
on a dim B(S) = dimP(E) — dim S — 1.

Remarque : ce résultat généralise le cas déja étudié en dimension 2 ou un faisceau de droite
est 'ensemble des droites passant par un point B € P(E).

Démonstration. — Raisonnons au niveau des espaces vectoriels ; soit T le sous-espace de E*
associé & S. Par bidualité E = (E*)*, T" s’identifie & ’ensemble des zéros communs aux formes
de T et (T") = T. En posant B(S) = p(T"), on voit donc que les hyperplans de S ne sont
autres que ceux qui contiennent B(S). Comme dim B(S) = dim7” — 1 = dime — dim 7 — 1,
on obtient bien le résultat. O

Remarque : comme dans le cas de la dimension 2 avec la dualité points-droites, tout théoreme
sur les sep d’un espace projectif s’applique aux systémes linéaires d’hyperplans, i.e. a P(E*).
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IV.2.2. L’espace projectif des cercles : faisceaux de cercles. — Dans un repere
orthonormé, un cercle du plan affine euclidien a une équation de la forme 2% +y2+bc+cy+d =
0. Bien entendu une telle équation n’a pas toujours de solutions réelles, considérer par exemple
2 +y?> +1 = 0; pour autant on aimerait bien identifier un cercle du plan euclidien & son
équation, une facon de contourner le probleme consiste a regarder les solutions complexes
d’une telle équation. Mais alors s’introduisent naturellement de telles équations a coefficients
complexes. Par ailleurs pour étre certain que I’on aura tous les points, il est plus prudent de
se placer dans le plan projectif. On introduit alors la notion suivante.

Définition I'V.2.3. — Nous appellerons cercle généralisé, ’ensemble des points de P2 (C)
dont les coordonnées homogenes (x,y,t) satisfont a une équation de la forme

a(z® + y?) + bxt + eyt + dt* = 0
ou (a,b,c,d) # (0,0,0,0) est défini & proportionnalité pres.

Ainsi un cercle généralisé est soit

— un vrai cercle complexe si a # 0;

— la réunion de la droite de U'infini et d’une autre droite si a = 0 et (b, ¢) # (0,0);

— la droite de l'infini comptée deux fois si (a,b,c) = (0,0,0).
Dans ce contexte ’ensemble des cercles généralisés est un espace projectif complexe de di-
mension 3.

D¢éfinition IV.2.4. — Soient C et C’ deux cercles généralisés de coordonnées homogenes
respectives (a:b:c:d) et (a' : b : ¢ :d). Leur axe radical est la droite d’équation :
— br+cy+dtsia=0 (resp. b(z + y+dt=0sia =0);
— pour aa’ # 0
b b c d d d
(- —=)z+ (5 -

a a

S+ (- Sye=0.

a o
Remarque : cette définition généralise celle de ?? : en effet 22 +y? —2ax —2by+a? +b*>—r2 =0
est une équation du cercle de centre O = (a,b) et de rayon r et la puissance d’un point
M = (x0,yo) par rapport & celui-ci est, par définition MO? —r? soit (zg —a)?+ (yo — b)% — 2.
Ainsi pour deux cercles C et C' d’équations respectives C(z,y) = 22 +y? +ax +by +c =0 et
C'(z,y) = 22 +y? +d' x4+ b'y+c = 0, Pensemble des points (g, 7o) ayant méme puissance par
rapport a C et C’ est ceux tels que C(zg,yo) — C'(x0,y0) = (a —a')zo+ (b—V)yo+d—d = 0.

Proposition IV.2.5. — Deuz cercles C' et C' de coordonnées homogénes (a,b,c,d) et
(@', V,c,d") sont orthogonauz si et seulement si

by + e’ — 2(ad' + da’) = 0.

Démonstration. — Un cercle d’équation affine 22 + 3% — 2uz — 2vy +w = 0 a (u,v) pour
centre et u? 4+ v? — w pour carré du rayon. L’orthogonalité de ce cercle avec celui d’équation
22 +y? —2u'z — 20"y +w' = 0 s’exprime par (u—u')?+(v—2")? = u?+v? —w+ ()2 + (V') —w
soit 2(uu + vv') — (w + w') = 0, d’ou le résultat.

En tenant compte des cercles dégénérés, on a :

— C de rayon nul et C" quelconque # 2Dy, sont orthogonaux si et seulement si le centre
de C est sur C';

— un vrai cercle C et D + Dy sont orthogonaux si et seulement si D passe par le centre
de C';
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— D + Dg et D' + Dy sont orthogonaux si et seulement si D et D’ sont orthogonales ;
— (' est orthogonal a 2D si et seulement si C est de la forme D + Dy.

Définition IV.2.6. — Un faisceau de cercles est une droite de I'espace projectif P3(C).

Proposition I1V.2.7. — Soient C1 et Co deux cercles généralisés distincts d’un faisceau F
de cercles et soient D leur aze radical au sens de la définition[IV.2.4 Alors F est l’ensemble

des cercles généralisés tels que D est l’axe radical de C; et C.

Démonstration. — Si (a; : by : ¢1 : dy) et (ag : by : cg : da) sont respectivement les co-
ordonnées homogenes de C; et Cy alors tout cercle C de F a pour coordonnées homogenes
(ay + Bag : aby + Bby = acy + Beg : ady + Bda). Avec la définition I'axe radical de C;
et C est donné par I’équation

<M b1)$+(M = +(M dl)t:o

aay + Bas a1

aa + Pas  ay

aal + Bas a1

soit Baiasg ((% - 2—11)36 +(2-Ly+ ((% — %)t) = 0 d’ou le résultat. O
Etant donné un cercle C, une droite D lui est soit sécante, tangente ou extérieure. On
obtient ainsi trois types de faisceau de cercles F contenant C et d’axe radical D ; notons tout
d’abord que tous les cercles de F sont nécessairement centrés sur la droite D’ perpendiculaire
a D et passant par le centre o de C.
— Si D est sécante a C en a # b; alors tout cercle du faisceau F doit passer par a et
b puisque la puissance de a et b par rapport a chacun de ces cercles doit étre nulle.
Réciproquement si C’ est un cercle centré sur D’ et passant par a et b, d’apres 77,
laxe radical de C et C" est D et donc C’' appartient au faisceau F. On dit que F est le
faisceau de points base a et b et d’axe radical D, cf. la figure

FiGURE 11. Faisceau de cercles a points base
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— Si D est tangente a C en un point a, le raisonnement précédent montre que tous les
cercles de F passent par {a} = D N D’ et comme ils sont centrés sur D', ils sont alors
obligatoirement tangents & D en a. Réciproquement si C’ est un cercle tangent a D en
a alors I’axe radical de C et C’ est D et donc C’ appartient a F, cf. la figure

FIGURE 12. Faisceau de cercles tangents

— Si D ne rencontre pas C d’apres les cas précédents il en est donc de méme pour tous les
cercles de F. On note h le projeté orthogonal de o sur D; d’apres 77, le cercle Cy de
centre h et orthogonal & C est orthogonal & tous les cercles de F. Réciproquement si C’
est un cercle centré sur D’ et orthogonal & Cy, d’apres 7?7, le point h appartient a ’axe
radical de C et C' et comme cet axe radical est orthogonal a D', il est égal a D. Notons
7,k les points d’intersection de Cy avec D’; les cercles centrés en j, k et de rayon nul
sont des cercles limites de F, on dit que F est le faisceau de points limites j et k,
cf. la figure

Remarque : dans P?(C), les points cycliques appartiennent & tous les cercles mais on ne
les compte pas comme points base.

Lemme IV.2.8. — Soit D(xz,y) = azx + Py +~v = 0 une équation cartésienne de D et
C(z,y) = 2% + y? — 2az — 2by + ¢ = 0 une équation de C. L’équation d’un cercle C' de F est
C(x,y) + AD(z,y).

Démonstration. — Rappelons que la puissance d’un point M (zg,yp) par rapport a C est
donnée par C(zg,yo) de sorte que tout cercle d’équation C(z,y) + AD(x,y) appartient a F.
Réciproquement si C’(x,y) est une telle équation alors C'(z,y) = C(x,y) + f(z,y) = 0 ou
f(z,y) est de la forme o’z + 'y +~'. Or pour tout point M (xg,yo) on a C’'(x, yo) = C(x0,Y0)
et donc f(xg,y0) = 0, autrement dit f est une équation de D et donc de la forme AD(z,y). O

Remarque : en particulier par tout point (xg, yo, 20) n’appartenant pas a D, il passe un cercle
de F, ce que l'on pouvait vérifier directement a partir de la description des trois types de
faisceaux.
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FIGURE 13. Faisceau de cercles & points limites

Lemme IV.2.9. — Soit C un cercle orthogonal a deux cercles Cy,Co distincts d’un faisceau
F. Alors C est orthogonal a tous les cercles de F.

Démonstration. — D’apres le corollaire 77, le centre de C appartient a 1’axe radical de Cy et
Co qui est aussi I’axe radical de tout couple de cercles de F et donc d’apres loc. cit., C est
orthogonal a tout cercle de F. O

Proposition IV.2.10. — Soit F un faisceau de cercles; l’ensemble F' des cercles ortho-
gonauzx & tous les cercles de F est un faisceau de cercles et on dit que F et F' sont deux
faisceaux orthogonaux ou conjugués.

Démonstration. — Soient C] et Cy deux cercles orthogonaux & deux cercles Cy et Cy de F. On
a 010? — (R})? = R? = 0,0? — (R,)?, ou Oy, O} et Ol (vesp. Ry, R} et R}) sont les centres
(resp. rayons) respectifs de C1,C} et C). On en déduit donc que O; appartient & 'axe radiccal
de C] et C}. Tl en est de méme du centre Oy de Cy de sorte que (O102) est 'axe radical de
tout couple de cercles distincts de F' ont (0102) comme axe radical ; ' est donc un faisceau
de cercles. O

Remarque : le conjugué d’un faisceau de cercles tangents (resp. & points base) est un faisceau
de cercles tangents (resp. a points limites).

IV.3. Géométrie projective de dimension 1

IV.3.1. Birapport. — Désormais E désigne un K-espace vectoriel de dimension 2 muni
d'une base (e1,e2) et D = P(E) désigne la droite projective associée. Dans le cas ou E = K2
muni de la base canonique, tout point de D = P!(K), admet des systémes de coordonnées
homogenes (z,y) tous non nuls et proportionnels. Si x # 0, ces systémes sont uniquement
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déterminés par le rapport t = y/x; d’autre part il y a un seul point de D tel que x = 0 et
on pose t = oo pour celui-ci. L’élément ¢ ainsi défini s’appelle ’abscisse projective dans le
repere considéré. L’ensemble des abscisses projectives est donc la réunion du corps K et d’'un
symbole noté oo ; nous noterons cet ensemble K qui est en bijection canonique avec Pq(K).
Ezemples dans le cas d’un faisceau de droites du plan projectif, cette abscisse projective
s’appelle la pente.

Remarque : si h est une homographie entre deux droites projectives, elle est alors donnée en

’ R foctiveg at+b
termes d’abscisses projectives par une formule ¢t — ¢-57 avec ad — be £ 0.

Définition IV.3.1. — Etant donnés 4 points a, b, ¢, d d’une droite projective D, les 3 pre-
miers étant distincts, on appelle birapport de ces points et on note [a,b,c,d], 1'élément
h(d) € K ol h est I'unique homographie de D sur K qui amene a, b, c en 0,0, 1.

Remarque : I'action du groupe projectif sur les triplets de points alignés distincts admet une
unique orbite de sorte qu’on ne peut pas affecter un invariant associé a ces trois points. Pour
4 points dont 3 ne sont pas alignés, les orbites sont par contre en bijection avec K, dou la
notion de birapport. Précisons ce résultat.

Proposition IV.3.2. — Soient D, D’ deux droites projectives, a,b,c,d des points de D et
a b,cd,d) des points distincts de D'. Alors il existe une homographie u de D sur D' telle
que u(a) = d, u(b) =V, u(c) = ¢, u(d) = d' ssi les birapports [a,b,c,d] et [a', ¥, ,d] sont
égaud.

Démonstration. — Soit h (resp. h') I'unique homographie de D (resp. D’) sur K qui amene
a,b,c (resp. a’,V/,c') en 00,0,1. Si u est 'homographie qui ameéne a,b,c en o', V', ¢, alors
h(m) = R'(u(m)) pour tout m € D d’aprés l'unicité. Ainsi si u(d) = d', on en déduit
[a,b,¢,d] = h(d) =K (d)=[aV,,d].
Réciproquement si ces birapports sont égaux on a h(d) = h/(d’) et aussi h(d) = h'(u(d))
d’ont u(d) = d’ car h' est injective.
O

Notation IV.3.83. — Pour x,y € E — {0} avec x = x1e1 + z2e2 el y = y1€1 + y2e2 on pose

— y1 1
= ’ = Y1x2 — Y2x1.

T
Y Y2 T2

Remarque : la quantité Ty dépend du choix de la base ; par un changement de base de matrice
P, xy est alors multiplié par det P. En outre si on remplace x,y par Az et py alors Ty est
multiplié par Au.

Proposition IV.3.4. — Soient a,b,¢,d quatre points de P(E), les trois premiers étant dis-
tincts, on a la formule

- eca da A

[d,6767d] _ = . = € K
cb db
avec la convention A\/0 = co € K pour tout X # 0.
Remarque : d’apres la remarque précédente la quantité iz : % ne dépend pas des représentants

a,b, c,d choisis ni de la base de E dans laquelle on le calcule.
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% : %. Comme b # ¢, on en déduit que cb

est non nul de sorte que r et 7’ sont tous deux infinis si et seulement si @ = d cas que 'on
écarte a présent.

Comme a,b,¢ forment un repére, on choisit des représentants a,b,c de telle sorte que
¢ =a+bet (a,b) est une base de E dans laquelle nous travaillons désormais. On a ainsi
d = Xa + pb avec p # 0. On considére 'homographie h : P(E) — P(K) qui définit le
birapport : h(a) = oo, h(b) =0, h(¢) = 1 et h(d) = r. Elle provient de I'application linéaire u
définie par u(za + yb) = (x,%); on a donc u(d) = (A, ) et h(d) =r = %

En ce qui concerne 7/, on a¢a = 1, cb = —1, da = p, db = —\ et donc ' = % d’ou le
résultat. o

Démonstration. — Notons r = [a,b,¢,d] et r' =

Remarque : dans le cas ol E = K? muni de la base canonique et z,y des éléments de la forme
(z,1), (y,1), on a Ty = y — x; la proposition précédente s’écrit alors comme suit.

Corollaire IV.3.5. — Soient a,b,c,d quatre éléments de K, les trois premiers étant dis-
tincts. Le birapport [a, b, c,d] est donné par la formule

[a,b,c,d] = (¢ —a)(d—1b)/(c—b)(d— a)

avec les conventions de calcul usuelles sur 0 et co.

Démonstration. — L’homographie h de K sur K qui amene a,b,c en 00,0,1 admet a pour
pole et b pour zéro. Elle est donc de la forme h(t) = k(t — b)/(t — a). Comme h(c) =1, on a
nécessairement k = (¢ — a)/(c — b) d’ou le résultat. O

Corollaire IV.3.6. — Soient a,b, c,d quatre points distincts de D et r = [a,b,c,d] € K C K.
On a les formules suivantes :

1. [bya,e,d] = [a,b,d ] = L ;
2. [ajcjb,d]zl—r-

Démonstration. — Plutot que d’établir ces formules & partir de ’expression précédente,
considérons I'homographie u : PH(K) — P!(K) qui & z associe 1/z. Cette homographie
échange oo et 0 et fixe 1. Si h (resp. h’) est 'homographie de D dans P!(K) qui envoie
a,b,c (resp. b,a,c) en 00,0,1, on a h' = uw o h. Comme par définition [a,b,c,d] = h(d) et
[b,a,c,d] = 1 (d) on en déduit [b,a,c,d] = u([a, b,c, d])

En ce qui concerne le calcul de [a,b,d, c] (resp. [a,c,b,d]), le raisonnement est analogue en
considérant ’homographie v(z) = z/[a, b, ¢, d] (resp. w(z) =1 — z). O

Remarque : lorsque d = oo la relation [a, ¢, b,d] = 1 — [a, b, ¢, d] s’écrit ba = be + ¢a : c’est la
relation de Chasles sur les mesures algébriques.

Remarque : I'action des permutations sur les birapports donne une opération du groupe des
permutations &4 sur P(K) — {00, 0,1} tel que le groupe de Klein formé des permutations
(12)(34), (13)(24), (14)(23) et de l'identité, opere trivialement. Les orbites dans cette actions
sont formées de six éléments :

1 1 -1
{r,=,1—r, ! !
r

}

sauf pour deux orbites exceptionnelles : {—1,2,3} (si K n’est pas de caractéristique 2) et
{—j,—3%} (si K contient une racine cubique primitive de 1'unité notée 7).

1—r" r 'r—1
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Corollaire IV.3.7. — Birapport de quatre droites

Soit m un point d’un plan projectif P(E) et soient A, B,C, D quatre droites du faisceau linéaire
m*. Pour A une droite ne passant pas par m, le birapport [a,b,c,d| des traces de A, B,C, D
sur A ne dépend pas de la droite A considérée.

Démonstration. — On rappelle que m* est muni d’une structure de droite projective ce qui
permet de définir le birapport [A, B,C, D] des quatre droites. Comme l'incidence est une
homographie, on en déduit alors que [a,b, ¢, d] = [A, B, C, D] d’ou le résultat. O

Remarque : on aurait pu aussi utiliser une autre droite A’ et considérer la perspective p,, de
centre m de A sur A’ qui est une homographie.

Toute fraction rationnels sur K définit une application partout définie de K dans K pro-
longeant la fonction rationnelle usuelle. Si r = p/q est écrite sous forme réduite, on note
degr = max(degp, degq) le degré de r. On vérifie aisément que degr o s = degrdeg s et que
K(T) est une extension de K (r(T')) de degré degr. Ainsi on en déduit le résultat fort pratique
suivant.

Théoréme IV.3.8. — Si une application rationnelle de K dans K admet une application
réciproque qui est rationnelle, alors elle est homographique.

IV.3.2. Homographies involutives. — Comme trois points d’une droite projective
forment un repeére, nous avons vu qu'une homographie de la droite projective distincte de
I'identité admet au plus deux points fixes. Par ailleurs en écrivant I’homographie sous la
forme f(z) = gjig, avec ¢ # 0 si on choisit comme point infini un point non fixe par f, les
points fixes sont donnés par la relation

24 (d—a)z—b=0

de sorte que sur un corps algébriquement clos, on a exactement deux points fixes comptés
avec multiplicité. Précisons les différentes situations.

Proposition IV.3.9. — Soit f une homographie de P*(K) :
— si f admet un unique point fize, elle est conjuguée, dans PGL(2, K), d’une translation
z—2z+bavecb#0;
— si f admet deux points fizes distincts a,b, elle est conjuguée d’une homothétie z — Az
avec X # 0,1. Dans ce cas on a [a,b,m, f(m)] = X pour tout m distinct de a,b ou encore
avec les conventions usuelles :

f(m)fb:Amfb

f(m) —a m—a

Démonstration. — Si f admet un unique point fixe m, on choisit une homographie qui envoie
m sur oo, par exemple h(z) = ﬁ Alors g = hfh™! a pour unique point fixe oo de sorte que
¢ =0 et donc g(z) = az + b. Comme g n’a que co comme point fixe alors a = 1 et g est bien
une translation.

Si f fixe a et b, on choisit h telle que h(a) = oo et h(b) = 0, par exemple h(z) = j:g. Alors
g = hfh™! a pour points fixes 0o et 0 et on vérifie que ¢ est une homothétie de rapport A # 1.
On a alors [a,b,m, f(m)] = [h(a), h(D), h(m), hf(m)] = [00,0, 2, Az] = A. O

Remarque : pour une application de ce résultat aux suites récurrentes homographiques, cf.
I’exercice ?77.
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Définition IV.83.10. — Une involution est une homographie h # 1 telle que h? = 1.
Proposition IV.3.11. — Soit h une homographie d’une droite projective D sur elle-méme.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) h est une involution ;

(b) si K n’est pas de caractéristique 2, h est de la forme P(u) ot u est une application linéaire
de trace nulle ;

(c) il existe un point m € D tel que h(m) # m et h?(m) = m.

Démonstration. — Les applications linéaires u telles que h = P(u) ont des matrices propor-
tionnels & M = < Z Z > ou en termes d’abscisses projectives h(t) = (at +b)/(ct 4+ d). Ainsi
h est une involution si et seulement si ’expression ctt’ + dt’ — at — b = 0 est symétrique en ¢
et ¢’ soit ssi d = —a d’on 'équivalence entre (a) et (b).

Il est clair que (a) implique (c); supposons donc (¢) vraie. On prend m, h(m) pour points
base 00,0 : h(oco) = 0 et h(0) = co. On a alors a = d = 0 ce qui s’écrit tt’ = b/c relation qui
est bien symétrique en t et t'. O

Corollaire IV.3.12. — Soit D une droite projective et f : D — D une homographie. Alors
f est produit d’au plus deux involutions.

Démonstration. — Le résultat est évident si f est I'identité. Sinon comme f a au plus deux
points fixes, on choisit a # b non fixes par f; en caractéristique 2 il ne reste qu'un point qui
est obligatoirement fixe. Soit ¢ un troisieme point et on note a’,’, ¢’ leur image par f. Si on
aa="b etb=d alors f2(b) = f(V') = f(a) = a’ = b et f(b) # b de sorte que f est une
involution.

Sinon on a, disons, a # V' et on définit 'homographie i sur le repere a,b, b’ par i(a) = ¥/,
i(b) =d et z(b’ ) = a. Comme i échange a et b’ c’est une involution. Smt alors ¢’ = z(c) qui est
donc distinct de b’ et @’. On peut donc définir j sur le repeére b/, a’, ¢’ par j(b') = d/, j(a') =¥

i

et j(¢”) = . Comme j échange a’ et ', ¢’est une involution et on a joi(a) =a’, joi(b) =V
et joi(c) = ce qui montre que f = joi. O
Corollaire IV.3.13. — Une involution h est uniquement déterminée par la donnée de deux

couples (p,p'), (q,4') de points homologues non fizes.

Démonstration. — 11 existe une unique homographie qui envoie (p,p’,q) sur (p/,p,q") qui
est donc h; le fait que h soit une involution découle alors du point (c¢) de la proposition
précédente. ]

Remarque : les points fixes d’une homographie ont pour abscisses projectives les racines finies
ou infinies de I'équation ct? + (d — a)t — b = 0 de sorte que pour h # 1, il y en a au plus deux.

Corollaire IV.3.14. — L’unique homographie h d’une droite projective D wvers une autre
D' qui envoie le repére projectif (P1, Pa, P3) sur un repére (Py, Py, P}), ot Py # Pj, est une
involution si et seulement si

[P17P27P37P1/] - [P{,Pé,Pé,Pl]
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Démonstration. — Dans le sens direct, comme h conserve le birapport, on a
[P1>P27P37P1,] = [h(Pl)a h(PQ)a h(P?))?h(P{)] = [P1,7P2,7PZ§7P1}

Réciproquement si [Py, Py, Ps, P{] = [P], P, P}, Pi], alors comme h préserve le birapport on
en déduit que P; = h(P]) et donc h est une homographie avec un couple de points homologues
distincts, ¢’est donc une involution d’apres la troisieme propriété de la proposition O

Corollaire IV.3.15. — Soit abc un triangle non dégénéré et D une droite ne passant pas
par a,b, c; on note p,q,r son intersection avec respectivement (bc), (ac) et (ab). Etant donnés
trois points distincts a’, b, de respectivement (bc), (ca) et (ab), on note p',q',r’ les points
d’intersection de D avec respectivement (aa'), (bb') et (cc'). Alors l'unique homographie de D
qui envoie (p,q,r) sur (p',q',r’) est une involution si et seulement si les droites (aa’), (bb")
et (cc’) sont concourantes.

FIGURE 14. Involution sur une droite projective

Démonstration. — Supposons tout d’abord que les droites sont concourantes en un point m.
La projection de centre m de D sur (ac) envoie (p/,¢',r',r) sur (a,V, ¢, q). La projection de
centre b de (ac) sur D envoie alors (a,V, ¢, q) sur (r,¢,p, q) de sorte qu’au final

'.d.r' q =[aV,c,ql =[r,d,p.d = p,q,7,q]
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et on conclut en utilisant la proposition précédente. O
Corollaire IV.3.16. — Les hauteurs d’un triangle sont concourantes.

Démonstration. — IL’orthogonalité induit un homographie involutive ' = —1 sur la droite &
I'infini ; le résultat découle alors directement du corollaire précédent. O

IV.3.3. Division harmonique. —

Définition IV.3.17. — On dit que 4 points forment une division harmonique si [a, b, ¢, d] =
—1.
Remarques :

— sion a [a,b,c,d] = —1 alors on a aussi [b,a,c,d] = [a,b,d,c|] = [c,d,a,b] = —1 de sorte

que le fait pour a, b, c,d d’étre une division harmonique est une propriété de la double
paire : {a,b}, {c,d}. On dit que a et b sont conjugués harmoniques par rapport a ¢
et d.
— dans P!(K) avec a = oo, on a
d—b
[00,b,c,d] = —— =—-1<c+d=2b
c—>b
autrement dit b est alors le milieu du segment [cd] : le conjugué harmonique de oo par
rapport a ¢, d est le milieu de ¢, d.
— si a, b, c,d sont tous dans la droite affine K, leur birapport vaut —1 si et seulement si

ona ¢y = —% ou encore en termes de mesures algébriques

ca  da
cb db’
On peut aussi Iécrire sous la forme moins mnémotechnique suivante : 2(ab + cd) =
(a+b)(c+d).
— [a, —a,c,d] = —1 équivaut a cd = a?.
— dans le plan projectif, pour m un point, quatre droites A, B, C, D de m* sont en division
harmonique si et seulement si pour toute droite A & m*, les traces a, b, ¢, s le sont sur A.
On parle alors de pinceau harmonique : un exemple classique en géométrie eucidienne
est celui de deux droites et de leurs deux bissectrices, cf. I’exercice 77.

Proposition 1V.3.18. — Soit f : D — D une homographie admettant deux points fizes a,b
distincts.

1) Si f est une involution on a, pour tout m € D distinct de a et b :

[a,b,m, f(m)] = —1

autrement dit m et f(m) sont conjugués harmoniques par rapport a a,b.

2) Réciproquement s’il existe m # a,b tel que Uon ait [a,b,m, f(m)] = —1 alors f est une
involution.

Démonstration. — 1) Posons r = [a, b, m, f(m)] et appliquons f : on a r = [a,b, f(m),m] =

1/r de sorte que r = £1 et comme f(m) # m, on ar = —1.

2) Le méme argument montre que I'on a f?(m) = m et on concult par la proposition

V317l O
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Corollaire 1V.3.19. — Soient a # b € PY(K), il existe alors une unique involution f ad-
mettant a et b comme points fizes. Cette involution est conjuguée de application z — —z,
symétrie de centre 0.

Proposition I1V.3.20. — Polaires et construction du quatriéme harmonique Soit
a,b, ¢ trois points alignés du plan projectif ; avec les notations de la figure[15, on joint a et b
a un point m hors de D ; une droite par ¢ coupe (ma) et (mb) en a’ et b’ ; si p est le point
commun a (ab') et (ba') alors (mp) coupe D en un point d tel que [a,b,c,d] = —1.

F1GURE 15. Construction du quatrieme harmonique

Démonstration. — On prend a,b, m pour point base et on envoie (am) a l'infini; en notant
(—u, 0) les coordonnées affines de c et (0,v) celles de b, 'équation de (cb') est y = (z+u)u"1v;
celle de (bp) qui lui est parallele est y = zu~1v; les coordonnées de p sont donc (u,v) et donc
celles de d sont (u,0) et on a [a,b,c,d] = [00,0, —u,u] = —1. O

1V.3.4. Preuves projectives de Ménélaiis et Céva. —

Lemme IV.3.21. — Soient a,b, c,d, e cing points d’une droite projective, on a alors la for-
mule

[b,c,d,e] X [c,a,d,e] x [a,b,d,e] =1.

Démonstration. — Cela résulte de la formule qui donne le birapport

db eb dc e da ea
[b,c,d,e] X [c,a,d,e] X [a,b,d,e] = =: R
de e da ea db eb

O]

Lemme IV.3.22. — dit des trois birapports Soient a,b, c trois points non alignés d’un
plan projectif. On considére deux droites distinctes D et A ne passant pas par a,b, c et coupant
respoectivement (bc), (ca) et (ab) en o', b, c et a, 3,v. On a alors 'égalité

[b7 C7 a/7a] >< [c7 a'7 bl?ﬁ] X [a7 b7 0/77] = 1'
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Réciproquement si on a trois points a,b,c non alignés et des points a’,c, b', 8 et ¢, situés
respectivement sur (be), (ca) et (ab) tels que a',b',c soient alignés et que le produit des
birapports ci-dessus soit égal a 1 alors les points a, 3,7y sont alignés.

Démonstration. — Soit 0 = D N A et posons A = (oa), B = (0ob) et C = (oc). L’incidence
entre o* et les droites (bc), (ca) et (ab) donne :

b,c,d ;o] =[B,C,D,A], [c,a,b,8]=[C, A, D,A], la,b,v]=][A B,D,A]
et le résultat découle du lemme précédent.

La réciproque s’obtient en appliquant le sens direct avec 7/ = (ab) N (af). O

Application a la preuve du théoréme de Ménélais : dans le sens direct, on applique le lemme
des trois rapports avec ¢ € D = (a'b') et A la droite de I'infini. Le produit des trois birapports
du lemme précédent s’écrit alors

ab Ve ca

= X=X==1
'c Va b
ce qui est le résultat cherché.
Réciproquement si on a cette relation, appelons ¢’ = (ab) N (a’t’) ; le sens direct et ’hypothese
donnent [a,b,d,v] = [a,b,¢”, 7] ol v = (ab) N A et donc ¢ = ¢” d’ou le résultat.

En ce qui concerne le théoreme de Céva, nous allons utiliser le corollaire suivant de[[V.3.15

Corollaire IV.3.23. — Avec les notations du corollaire [[V.53.13], les droites (ap’), (bq') et
(cr') sont concourantes si et seulement si on a la relation

[p7 q, T, 7"/] X [qu,p,p/] X [Tap7q7q/] = -1

ou encore
(1) [b,a,7,c] x [e,b,p,d] x [a,e,q, V] =—1
Démonstration. — Considérons I’homographie f qui envoie p,q,r sur p/,¢,r’. La premiere
relation de 1’énoncé s’écrit -

T,—q X g X q’ip =1

o plq
ce qui en multiplisant en haut et en bas par 7/r conduit &
' ar) = d el = d pyr] = [np gl ]
de sorte que ’homographie qui envoie ', p’, ¢ sur r, p, ¢’ envoie aussi r sur 7’ ; c’est donc une
involution mais alors elle envoie aussi p sur p’ et donc est égale & f et le résultat découle de

IV.3.15
Pour la seconde relation, on montre successivement les égalités :
. q,r, 7] = [b,a, 1], la,r,p 0] = e bop,p], [, d] = la, e, q,b]
en utilisant les perspectives de centre c, a, b. ]
Application a la preuve projective du théoréme de Céva : on applique le corollaire précédent
en prenant pour D la droite a I'infini. La formule s’écrit alors
be

:X,:X::_l,

g\
o
<
IS
Q\
S

d’ou le résultat.
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Remarque : afin de projectiver la conclusion du théoreme de Céva, on choisit une droite D
quelconque et on note p, ¢, ses intersections avec les cotés de abc. D’apres Ménélatis on a
LN Ly
Ta pb qb
de sorte qu’en multipliant la conclusion de Céva par cette quantité, on obtient le produit de
birapport de .

1
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