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Formes modulaires

1 Fonctions de réseaux

Exercice 1. Soit F' une fonction sur l’ensemble R des réseauz de C a valeurs complexes de poids k € Z, i.e. telle
que F(AT) = A2 F(T") pour tout réseau T € R et tout A € C*. Montrez qu’il existe une fonction modulaire f de
poids 2k et de niveau 1, i.e. flopa = f pour tout A € SLy(Z), telle que

_ w
F(Zuw, @ Tws) = w; %f(;;)

Etant donné un réseau A de C, on pose pour tout entier m > 3:
1 1
Gm(N) = —2= > =
weA weA\{0}

Une fois noté que G,,,(A) est nul pour m impair, Goi(A) est appelée la série d’Eisenstein d’indice 2k de A.
On a vu dans la feuille 2, que ces séries convergent pour k > 2 et que le développement de Laurent de la fonction
de Weierstrass 3 a l'origine est

1
Pr(z) = 5+ 3G4(I)2% 4+ 5Ge(D)z* + 7Gs(T) 28 + - - -
et que pour tout z € C/T, les points (Pr(z), P (z)) décrivent la cubique d’équation
Y2 =4X° — X — gg

ot g4 := 60G4(A) et g = 140G6(A). Le discriminant est alors A(A) = gj — 27¢3 et I'invariant modulaire j(A),
appelé ainsi car deux courbes elliptiques sur C sont birationnellement équivalentes si et seulement si elles ont le

3
méme j, est j(A) = 1728%.
Exercice 2. Décrivez les fonctions modulaires attachées aux fonctions de réseaux Gop, A et j. Montrez que Gop,
et A sont des formes modulaires avec A paraboliqgue. Qu’en est-il de j?

2 Formes modulaires de niveau 1

Pour un entier k, on note M(1,k) (resp. C(1,k)) le C-espace vectoriel des formes modulaires de poids k (resp.
paraboliques de poids k). On rappelle les résultats suivants du cours:

e M(1,k) est nul pour k impair;
o M(1,2k) = C(1,2k) ® C.Gay;

M(1,2k) =0 pour k < 0 et k = 2;

pour k = 0,2,3,4,5, M(1,2k) = CGay, et C(1,2k) = 0;

la multiplication par A définit un isomorphisme de M(1,2k — 12) sur C(1, 2k).

Exercice 1. Montrez que M(1,2k) admet pour base la famille des monémes G%Gg avec o, 3 des entiers positifs
ou nuls tels que 2a + 30 = 2k ot

Gi(r) =) Y - !

k
o et +d)
cAd=1



sont les séries d’Eisenstein introduites plus haut. On introduit alors Ey (1) = 5 Z(cd c72 m, montrez que l’on

cAd=1
peut ’écrire sous la forme

B =+ Y et

2
YEP\SLx(Z)

ot j(v,T) est le facteur d’automorphie habituel et Py = {< (1) ZL > : ne€Z}.

Exercice 2. En partant de la formule classique

J I | 1
7rcotg(7rz)z;+2(z+m+z_m)
m=1

montrez que pour tout k > 2, on a

1 1 RN kel
D el 1)!(_22”)k;”k K

meZ
ol g = %% et en déduire que pour tout k > 1,

sz(z):2§(2k)+2 2k—1 ZO'Qk: 1

ot on note ox(n) = 3 g, d

On pose alors Eoi(z) = gg(k?(l:))’ montrez que

Bae) = 14 (-1 K 5 s mlg”
2k = By 2k—1\1)q
n=1
ou By, est le k-éme nombre de Bernouilli défini par
o0 22k
=2 (-)*'B
k)l
= (!
2k—1
avec ((2k) = Q(QTMBkWQk.

Exercice 3. Montrez que
oo o0
@em)PA=q[a - =) r(n)qg"
n=1 n=1

L application n — 7(n) s’appelle la fonction de Ramanujan. Montrez que 7(n) = O(n®).
Remarque: Deligne a en fait montré la célébre conjecture de Ramanujan-Peterson: si p est premier on a |T(p)| <
opl1/2,

Exercice 4. Montrez les égalités suivantes:

11og(n) = 21o5(n) — 1003(n) + 5040 i: oz(m)os(n —m)

m=1
Exercice 5. Montrez les congruences suivantes
7(n) = o011(n) mod 691
p’ =p3 mod 120
11p° = 21p° — 10p®  mod 5040
p’ = 11p° — 10p® mod 2640



3 Formes modulaires de niveau quelconque

Soit N un entier positif, on notera avec une barre la réduction modulo N dun élément de Z, Z? ou de GLo(Z)
selon le cas. On pose ey = % si N=1,2et ey =1 sinon.
Séries d’Eisenstein: pour k > 3 et v € Z2, on définit

El =en Z (crj—d)k’ = Z oy )

(c,d)=v mod N YE(P+NL(N)\L(N)6
cAd=1

oud € < CCL Z ) € SLy(Z) est tel que (c,d) = 7.

Exercice 1. - Montrer que pour vy € SLo(Z), on a

(BR)p () = B (1)

et en déduire que E}) € M(N, k).
- Montrez que

(£1)F siv = £(0,1), sauf si k est impair et N = 1,2
0 sinon

im_£7(7) = {

Im7—00

- On introduit pour k > 3 pair ou N > 2, E(N, k) le sous-espace vectoriel de M(N, k) engendré par les EY.
Soit alors T := {0 = (¢,d)} un ensemble tel que les —d/c représentent les cusps de I'(N). Montrez alors que
{E},v € I} est une base de E(N, k).

Indication: utilisez que pour k impair et N = 1,2, M(N, k) = C(N, k) et que sinon la dimension de M(N,k)/C(N, k)
est égale au nombre de de cusps de T'(N).

On introduit les séries d’Eisenstein non normalisées
= Y
(e + d)k

Exercice 2. Montrer que
v 1 n n~1o
Gi(r)=— > (Hk)ER "(taw)
ne(Z/NZ)*
ot (T (k) =3 m=1 # est la fonction zéta d’Hurwitz. En déduire que

m=n mod N

Eir)=ex Y. k)G (1)

n€(Z/NZ)*

ot i est la fonction de Moebius et ((k,p) = 3 m=1 “TEIZ). En déduire que {G},v € I} est une base de
m=n mod N
E(NLE).

Le développement en série de Fourier de GZ se calcule aisément et donne
_ 7 227T
_\ ~dy Z

avec qy = 2™ §(¢,) = 1si & = 0 et 0 sinon, (% = Z&Edv mod Nd_k, et

ag_l(n) => min Sgn(m)mk—lem'ndvm/N‘
n/m=c, mod N



Etant donné deux caractéres de Dirichlet 1) modulo u et ¢ modulo v avec uv = N et (¢)(—1) = (—1)¥, on
considere

u—lv—1lu—1
Gz[; ¢> Z Z Z ¢ a) cv ,d+ev) (7_)
¢=0 d=0 e=0
ainsi que E}f’(b(T) = %GZ@(T). Alors G}f’qﬁ € M(N, k,¢¢). Pour k > 3, on introduit A, j 'ensemble des

triplets (v, ¢, t) tels que v, ¢ sont des caractéres de Dirichlet primitifs modulo u et v avec (y¢)(—1) = (=1)F et ¢
un entier positif tel que tuv|N. Alors

{E;f’(b(tT) : (1/}7 ¢7 t) € AN,ka ¢¢ = 5}

est une base de £(N, k, §).
En poids 2, on peut définir des séries d’Fisenstein via la fonction 3 de Weierstrass; en poids 1 on utilise la
fonction o de Weierstrass

— 5 H z/w+(z/w) /2
wEA
Afin de réunir toutes ces situations en une, on introduit les séries d’Eisenstein non holomorphes
/

Girs)= Y 4

(¢,d)=v mod N (CT + d)k|CT T d’25

S

Ces séries convergent absolument pour Re(k + 2s) > 2 définissant alors un élément de M(N, k) et possedent un
prolongement méromorphe a tout le plan complexe. Pour Re(s 4+ 2k) < 2, ces prolongements ne sont plus définis
par la série mais donnent encore, d’apres le théoreme de prolongement analytique, des formes modulaires. En
particulier pour s = 0, on retrouve les séries d’Eisenstein ”classiques”: pour k > 3 on retrouve les séries classiques
mais pour k < 2, on obtient quelque chose de nouveau.

Exercice 3. Soit 0%%(2) = Y. ror(n)q™. En remarquant que pour k < 3, C(4,k) est nul, montrez que rox(n) =
dk(n) ot 0k (n) est une fonction arithmétique qui met en jeu des sommes de diviseurs de n, d’ordre de grandeurn®/2—1

et que pour k >4, on a rop(n) = dk(n) + Og(n%“) pour tout € > 0 alors que i (n).

Séries de Poincaré: comme on 'a vu les séries d’Eisenstein ne donnent pas des formes paraboliques. Pour en
construire on s’inspire de la construction précédente en introduisant

Pi(z;m) = Z Lm’yz)

k
i)

ou m > 0 est entier. Pour m = 0 on retrouve les séries d’Eisenstein. En particulier pour m > 0, les séries de
Poincaré sont dominées par les séries d’Eisenstein qui s’annulent en tous les cusps non équivalents & co; en outre
pour m > 0, elles s’annulent aussi en co de sorte qu’elles sont des élément de C(N, k).

Exercice 4. Soit f(z) =Y 02| ang™ € C(N, k). Montrez que

< Pu(zim), f >= M;‘n“;“r(k _1)

et en déduire que les Py(z;m) engendrent C(N, k).

Ainsi pour évaluer les coefficients de Fourier, il suffit de le faire pour les séries de Fourier. Ces calculs intro-
duisent alors les sommes de Kloosterman.



4 Opérateurs de Hecke

Pour n un entier, on note T'(n) la correspondance sur I’ensemble des réseaux R définit par

T(n'= Y T

[[:I]=n

Les T'(n) sont des endomorphismes du groupe abélien Z[R]. On note aussi pour A € C*, Ry l'opérateur
d’homothétie. On rappelle alors les relations suivantes:

RAR, = Ry,
RAT(n) = T(n) Ry

T(m)T(n) =T(mn)simAn=1
T(p™)T(p))T(p" ™' + pT (p"~ )R, p premier

Etant donné une fonction faiblement modulaire de poids 2k, il lui correspond une fonction F' de poids 2k sur
R, on définit alors T'(n)f comme la fonction sur H associée & la fonction n?*~'T(n)F sur R (le coefficient n2¢~!
permet d’avoir des formules sans dénominateurs). On peut alors montrer que si f est une forme modulaire (resp.
forme parabolique) alors il en est de méme de T'(n) f.

Soit f(z) = > o7, c(n)q" une forme modulaire de poids 2k > 0 non nulle propres pour tous les T'(n), alors ¢(1)
est non nul et si on normalise f de telle sorte que ¢(1) = 1 alors la valeur propre associée est égale a c¢(n).

Exercice 1. Montrez que Goi, (resp. A) est une fonction propre des T'(n) de valeurs propres les oo—1(n) (resp.
7(n)). Que pouvez-vous en déduire d’intéressant?

On note D* ={r € H: Re(7) <1/2, |7| > 1} U{oo}. Pour I' C SLy(Z) un sous-groupe de congruence, soient
{a;} un ensemble de représentant de {+I}I'\SLo(Z). Pour f,g € M(N, k) tels que fg s’annule en tous les cusps,
alors on définit

STESEDY [ Fleymata;7) () dp(r)
J

ot du(r) = 4 On remarque alors que les T'(n) sont autoadjoints et comme ils commutent entre eux, ils sont

alors simultanément diagonalisables avec des valeurs propres réelles.

Exercice 2. Montrez que les coefficients de Fourier des fonctions paraboliques propres pour les opérateurs de
Hecke, ont des coefficients de Fourier qui sont des entiers algébriques.

Exercice 3. - Soit P{(N) := Py NI'(N); montrez que Dy = {Tr € H* : 0 < Re(r) < N} U {oo} est un domaine
fondamental de P, (N)\H*.

- Soit alors « (resp. ;) un systéme de représentants de Py (N)\I'(N) (resp. de T'(N)\SLa(Z)). Montrez que
pour tout f € C(N,k), on a

F(r)(Im(r))***dp(r) = 0
Dy

et en déduire que < f, E,E?T)(T, s) >= 0 pour tout Re(s + 2k) > 2.

- Conclure que M(N,k) =C(N,k) @& E(N, k), la décomposition étant orthogonale.

5 Fonctions L d’une forme modulaire

Soit f(z) = > 02 gcng™ € M(1,2k). La fonction n — ¢, ayant tendance & étre multiplicative il est naturel, au
moins depuis Euler, de lui associer la série de Dirichlet

L(f,s):= i cpn” o,
n=1



Exercice 1. Montrez que L(f,s) converge pour Re(s) > 2k et que si f est propre pour les opérateurs de Hecke,
elle est égale au produit eulérien
H 1

1— -5 2k—1—2s
» Cpp~° +p

Montrez alors que

1
L(E,s):” — — = ((s =2k +1)((s)
I D (I )

1
L(A’S):HI—T(p)

p—s + p11—25

Lorsque f € M(N,2k), on définit

L) =T[———T1] !

2N 1— Cppfs oIV 1— Cppfs +p2k71728

En utilisant la transformation de Mellin M1(s) := [;° ¢(¢)t*~ dt

M(Z cne” ™) =T(s) o
n=1

ns
n=1

on montre que si f € M(1,2k) (resp. f € C(1,2k)) alors L(f,s) admet un prolongement méromorphe (resp.
- \2k
holomorphe) & C avec un seul pole simple en s = 2k de résidu (2im)

(k=T)r C0- En outre ce prolongement méromorphe
satisfait & I’équation fonctionnelle

(2m)°T(s)L(f,s) = (=1)k(2m)*~ 2T (2k — s)L(f, 2k — s)

Pour f € M(N,2k), la fonction L(f,s) converge toujours absolument et uniformément pour Re(s) > 2k + ¢
pour tout € > 0 et possede un prolongement méromorphe a C avec au plus un podle simple en s = 2k. Cependant

elle ne posseéde pas en général une équation fonctionnelle car on n’a plus de symétrie pour f(it) lorsque 'on passe
de t a 1/t. Ce qui remplace cette symétrie est I’involution de Fricke

wy < () e wn () = N7

qui agit sur C(N, 2k) parce que ( ](\)7 _01 > normalise I'g(/V). Cette involution permet de décomposer C(N, 2k)
en une somme directe de deux sous-espaces propres C(N, 2k)* tels que si f € C(IV, 2k)€ alors

(21) "*N*/2T(s)L(f, s) = e(—1)*N 5" T(2k — s)L(f, 2k — s)

On remarquera aussi que wy stabilise le sous-espace des formes nouvelles.

Etant donnée une courbe elliptique E définie sur QQ, on pose alors pour tout premier p:

p+1— N, si E a bonne réduction en p

o — 1 si I admet deux tangentes au point double, rationnelles sur F,
P~ ) —1si E admet un point double isolé dans F),
0 si £ admet une réduction additive

ot N,, désigne le nombre de points de la courbe réduite modulo p dans P?(F,). Pour Re(s) > 3/2, on définit alors
la fonction L de E par le produit infini

1 1
rea= == 1 =

. 1—alp)p~ P+ pl
mauvais p bons p



Hasse a alors conjecturé que L(FE, s) admettait un prolongement analytique dans C tout entier et que
A(E, s) := N3/*(27) T (s) L(E, s)
ol Ng est le conducteur de E, vérifiait I’équation fonctionnelle
A(E,2 —s)=+A(E,s)

Théoréme (Eichler, Shimura) Soit N > 1 et soit f € C(N,2)"*" une forme nouvelle propre pour les opérateurs
de Hecke. Alors il existe une courbe elliptique E définie sur Q telle que la transformée de Mellin de f soit
N—/2A(E,s).

Les courbes elliptiques construite a partir de formes paraboliques nouvelles de Hecke, sont appelées des courbes
de Weil. Ainsi si E est une courbe de Weil, elle vérifie la conjecture de Hasse. La fameuse conjecture de Shimura-
Taniyama-Weil est alors la suivante:

Soit E une courbe elliptique sur Q, on désigne par L(E,s) = > o2 ja(n)n™® et fr(t) = > ,>;a(n)q" la
transformée de Mellin inverse de (27)~°T'(s)L(E,s). Alors fr appartient a C(N,2)"" ou N désigne le conducteur
de E et fg est une forme propre pour les opérateurs de Hecke.

En 1994, Wiles a prouvé un cas particulier de cette conjecture, si E' est semi-stable, résultat qui a été généralisé
a toutes les courbes elliptiques par Breuil, Conrad, Diamond et Taylor. On savait depuis Serre que la conjecture
de Shimura-Taniyama-Weil impliquait le grand théoreme de Fermat, le principe étant le suivant. On veut associer
a tout point primitif (a,b, ¢) de la courbe de Fermat P + y? 4 2P, une cubique de Weierstrass E, ;. de telle sorte
que la cubique soit lisse, i.e. une courbe elliptique, si et seulement si (a, b, c) n’est pas une solution triviale de
I’équation de Fermat, i.e. abc # 0. Cette simple condition conduit a chercher F,; . sous la forme

y* = (z —a)(z — Bz —7)
avec puisque «, 3, ne peuvent étre définis qu’a une translation pres, les conditions
B—~v=d, y—a=b, a-p=°
de telle sorte que le discriminant soit (abc)?” # 0. On prend alors v = 0 et donc I’équation
Y2 = a(z — ")z + )

La courbe obtenue est alors semi-stable. Ainsi si on possédait une solution non triviale & ’équation de Fermat, en
utilisant le résultat de Wiles et un cas particulier de la conjecture de Serre prouvé par Mazur-Ribet (et désormais
en toute généralité par Wintenberger et Khare), on obtiendrait une forme f non nulle de C(2,2) alors que cet
espace est nul.



